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B.  G.  Teubners  Sammlung  von  Ijehrbüchem    ' 
auf  4em  Gebiete  der  Matl^ematischen  Wissen- 
schaften mit  Einschluß  ihrer  Anwendungen. 

f^^""^  Zi»  .Tenbnerschen  Verlage  Scheint  unter  obigem  Titel  in 
\q^/  zwangloser  Folge  eine  iBngei«.  Reihe  von  zuB&mmenfasBenden 
/CJLlV  Werken  Aber  die  wichtigsten  Abschnitte  dar  Uathematlschen 
^^v'*^  Wiasenschaften  mit  Eioschluß  ihrer  Anwendungen. 

Die  anerkennende  Beurteilung,  welche  der  Plan,  sowie  die  bis  jetzt 
eisohienenen  An&Btze  der  Enzyklopädie  der  Mathematischen  Wissen- 
schaften gefunden  haben,  die  allseitige  Zustimmung,  welche  den  von  'der 
Deutschen  Mathematiker-Tereimgang  veranlaBten  und  herausgegebenen 
eingehenden  Referaten  über  einzelne  Abschnitte  der  Hathematik  zu  teil 
geworden  ist,  beweisen,  wie  sehr  gerade  jetzt,  wo  man  die  Besultat«  der 
wissenschaftlichen  Arbeit  eines  Jahrhundä^s  zu  tiberblicken  bemflht-  ist, 
dich  das  BedflrEais  nach  znsammen^senden  Darstellungen  geltend  macht, 
dnrdi  welche  die  mamiigfachen  Einzelfordchungen  auf  den  verschiedenen 
Gebieten  mathematiBchen  Wissens  unter  einheitlichen  Gesichtepunkten 
geordnet  und  einem  weiteren  Kreis^  zug&nglich  gemacht  werden. 

Die  ^rwShnten  Aufsätze  der  Enzyklopädie  ebenso  wie  die  Referate ' 
in  den  Jahresberichten  der  Dentschea  Maihematiker -Vereinigung  be- 
absichtigen in  diesem  Sinne  in  knappe,  fOr  eine  raache  Orientiening 
bestimmter  Form  den  gegenwärtigen  Inhalt  einer  Disziplin  an  gesicherten 
Besultaten  zu  geben,  wie  auch  durch  sorgfältig^  Literatnrangaben  die 
historische  Entwi<^eIurLg  der  Methoden  darzulegen.  Dajüber  hinaus  aber 
mufi  ai^  eine  eingehende,  mit  Beweisen  versehene  Darstellung,  wie  sie 
zum  selost&ndigen,  von  umfangreichen  Quellenstudien  unabhängigen  Ein- 
dringen in  die  Disziplii)  erforderlich  ist;  auch  bei  den  breiter  angelegte 
Beferaten  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung,  in  welchen  haupt- 
sSchlich  das  historische  und  teilweise  auch  das  kritische  Element  zur 
Geltung  kommt,  verzichtet  werden.  Eine  solche  ausfVhrliche'  Darlegung, 
die  sich  mehr  in  dem  Charakter  eines  auf  geschichtlichen  und  litera- 
rischen Studien  gegrfindeten  Lehrbuches  bewegt  und  n^ben  den  rein. 
wissenschaftlichen  auch  pädagogische  Interessen  berflcksichtigt,  erscheint 
aber  bei  der  ,raschen  Entwickelung  und  dem  umfang  des  zu  eiuem 
grofien  Teil  nur  in  Monographien  niedergelegten  Stoffes  durchaus  wichtig, 
zumal,  im  Vergleiche  a.  B.  mit  Frankreich,  bei  uns  in  Deutsehland  die 
ntathematJsche  Literatur  an  Lehrbfichem  tlber  spezielle  Gebiete  der 
mathematischen  Forschung  nicht  ailau  reich  ist. 

Die  Verlagsbuchhandlung  B.  G.  Teubner  gibt  sich  der  Hofihung 
hin,  daB  sich  recht  zahlreiche  Mathematiker,  Physiker  und  Astronomen, 
Geodäten  und  TechEiker^  sowohl  des  In-  als  des  Auslandes,  in  deren 
Forscbur gagebieten  derartige  Arbeiten  erwünscht  sind,  zur  Mitarbeiter- 
schaft an  dem  Unternehmen  entschliefien  möchten.  Besonders  nahe  liegt 
die  Beteiligung  den  Herren  Mitarbeitern  an  der  Enzyklopädie  der  Mathe- 
matischen  Wissenschaften^     Die   umfangreichen   literarischen '  und  speziell 


Digiiizccb,  Google 


Digiiizccb,  Google 


JAf^^^^'^^'ptt^ 


B.  G.  TEUBNERS  SAMMLUNG  VON  LEHRBÜCHERN 
AUF  DEM  GEBIETE  DER 

MATHEMATISCHEN  WISSENSCHAFTEN 

MIT  EINSCHLUSS  IHRER  ANWENDUNGEN 


YORUALS  FELLOW  YOK  ST.  JOHN'S  GOUiEOE,  0AHBBID6E 

HONOBABT  FELLOW  VON  QUEEITO  COLLEGE,  OXFOBD 

BSDI.EIAN  PB0FE330B  DEB  THEOBETISCHEN  PHYSIK  AN  DEK  UNIYEBSITÄT  OXFORD 


AfEffc'LOVE 

M.A.,  D.Sc.,^R.S. 

YOK  ST.  JOHN'S  0 

OW  VON  QUEENS 
IBE  TISCHEN  PET! 

LEHRBUCH  DER  ELASTIZITÄT 


AUTORISIERTE  DEUTSCHE  AUSGABE 

UNTER  MITWIRKUNG  DES  VERFASSERS  BESORGT  VON 

Du.  ALOYS  TIHFE 


MIT  75  ABBILDUNGEN  IM  TEXTE 


LEIPZia  UND  BERLIN 

DRÜCK  UND  VERLAG  VON  B.  G.  TEUBNEE 

1907 


DigilizocB,  Google 


\-5| 


■cH 


ALLE  HKCHTE,  EIKSCHLIKSSLICH  UKS  CBERSÜTKUKGSRIXHTS.  VOBBKHALTK: 


-cbv  Google 


Aus  der  Vorrede  des  Verfassers. 


Das  vorliegende  Buct  ist  die  zweite  Äufl^a  eines  Werks,  das 
nnter  gleichem  Titel  in  zwei  von  1892  and  1893  datierten  Bänden 
im  Verlage  der  Cambridge  University  Press  erschien.  Als  vor  etwa 
fünf  Jahren  die  Frage  einer  Neuauflage  zum  erstenmal  emsÜich 
an  mich  herantrat,  wurden  mir  von  mehreren  Freunden  kritische 
Ausfahmngen  zu  bestimmten  Abschnitten  des  Buchs  und  eine  Reihe 
von  Einzelheiten  betreffende  Yerbesserungs vorschlage  übermittelt. 
Von  diesen  Freunden  muß  ich  Prof.  W.  J.  Lewis  und  Prof  W,  M"  F.  Orr 
mit  besonderem  Danke  nennen.  Ich  sah  damals,  daß  zwei  oder  drei 
Kapitel  umzuschreiben  und  die  Resultate  verschiedener  neuerer  Unter- 
suchnngen  einzuarbeiten  wären,  dachte  aber  nicht  an  eine  einschneidende 
Revision.  Die  Keuordnung  des  alten  Stoffes,  verbunden  mit  mehreren 
beträchtlichen  Einfügungen  und  ein  pnar  Kürzungen,  erwies  sich  je- 
doch als  ein  so  unerquickliches  Geschäft  und  das  Resultat  erschien 
so  unbefriedigend,  daß  ich  schließlich  den  Versuch  aufgab  und  ein 
neues  Buch  schrieb,  das  einige  Auszüge  aus  dem  alten  enthält.  Die 
Elastizität  sieh  re  —  die  Mechanik  der  festen  Körper  mit  Rücksicht 
auf  ihre  wirkliche  Beschaffenheit  —  besitzt  eine  so  hervorragende 
Bedeutung  in  sich,  und  die  ihr  eigentümlichen  physikalischen  Begriffe 
und  analytischen  Methoden  haben  auch  ^r  andere  Zweige  der  Physik 
eine  so  große  Tragweite,  daß  die  Anlage,  die  getroffen  wurde,  einer 
Rechtfertigung  wohl  nicht  bedarf. 

Bei  der  Auswahl  und  Art  der  Darbietung  des  Stoffes  waren  drei 
Gesichtspunkte  ma^ebend:  das  Buch  für  Ingenieure  uad  andere,  die 
baoptsächlich '  praktische  Ziele  vetfolgen,  brauchbar  zu  machen,  die 
Bedeutung  der  Theorie  für  allgemeine  Fragen  der  theoretischen 
Physik  in»  Licht  zu  rücken  und  ein  einigermaßen  vollständiges  Bild 
von  dem  heutigen  Stande  der  Wissenschaft  zu  geben.  Im  Interesse 
der  praktischen  Brauchbarkeit  sah  ich  mich  veranlaßt,  mehrere  ziem- 
lich langwierige  Rechnungen  durchzuführen,  der  physikalische  Ge- 
stchtspnukt  ist  insofern  zur  Geltung  gekommen,  als  verschiedene 
Gegenstände,  die  aus  dem  eigentlichen  Rahmen  der  mechanischen 
Theorie  herausfallen,  nicht  bloß  flüchtig  gestreift  werden,  das  Streben 
nach  Vollständigkeit  hat  zur  Aufnahme  einiger   ^gerer  analytischer 
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rV  Ans  der  Yortede  des  VerfaaaerB. 

Entwicklungen  geführt.  Andererseits  sind  rein  technische  Ausfüh- 
rungen, wie  Beschreibungen  von  Apparaten  und  zu  besonderen  Kon- 
struktionen gehörige  Rechnnngen,  fortgeblieben;  verwandte  Dinge,  wie 
die  von  ungleichmäßiger  Erwärmung  herrührende  Verzerrung,  die 
durch  Verzerrung  bewirkte  doppelbrechende  Eigenschaft  des  Glases, 
die  Theorie  des  als  elastischer  fester  Körper  angesehenen  Lichtäthers, 
sind  nur  eben  berührt;  von  einer  eingehenden  Behandlung  von 
Problemen  von  vorwiegend  mathematischem  Interesse  ist  in  der  Regel 
abgesehen.  Doch  sind  hier,  wie  auch  zu  anderen  Punkten,  zahlreiche 
Literaturnachweise  gegeben. 

Eine  Änderung,  die  getroffen  wurde,  bedarf  vielleicht  einiger 
Worte  der  Rechtfertigung.  Die  Bezeichnungen  für  die  Spanuungs- 
komponenten  und  die  Verzerrungskomponenteu  weichen  von  deo- 
jenigen,  die  in  der  ersten  Auflage  benutzt  wurden,  ab.  Wünsche, 
diese  Änderung  betreffend,  wurden  mir  verschiedentlich  unterbreitet, 
and  ich  selbst  habe  mich  den  Vorzügen  einer  Bezeichnungs weise, 
die  ihre  Bedeutung  unmittelbar  zur  Schau  trägt,  nicht  verschließen 
können.  Obwohl  ich  nach  wie  vor  der  Meinung  bin,  daß  manches 
für  die  vordem  angewendete  Bezeichnungsweise  von  Kelvin  und  Tait 
spricht,  glaubte  ich  mich  doch  nicht  berechtigt,  die  dagegen  er- 
hobenen Vorstellungen,  die  an  mich  gekommen  waren,  von  der  Hand 
zu  weisen. 

Für  denjenigen,  dem  der  Gegenstand  neu  ist,  empfiehlt  es  sich, 
haldmöglichst  sich  dem  Kapitel  V  zuzuwenden,  wo  er  eine  knappe  Zu- 
sammenfassung der  wesentlichsten  Teile  der  früheren  Kapitel,  einige 
Andeutungen  über  die  Art  der  der  mathematischen  Behandlung  zu- 
gänglichen Probleme  und  der  in  Pri^e  kommenden  Methoden,  sowie 
eine  Anzahl  von  Besnltateu  findet,  deren  Verifikation  bezw,  direkte 
Ableitung  fflr  ihn  eine  nutzbringende  Übung  sein  wird. 


Vorwort  des  Überaetzers. 

Hiermit  wird  die  im  Januar  dieses  Jahres  erschienene  zweite 
Auflage  des  „Treatiae  on  the  theory  of  elasticity"  von  A.  E.  H.  Love 
in  einer  dem  deutsehen  Publikum  bequemeren  Form  der  Öffentlichkeit 
übergehen.  Die  hervorr^ende  Förderung,  die  die  Lehre  von  der 
Elastizität  in  den  letzten  Jahrzehnten  gerade  in  England  erfahren 
hat,  rechtfertigt  vollauf  das  Unternehmen,  dazu  beizutragen,  den  Be- 
sitzstand der  euglischen  Elastiker,  der  in  dem  Loveschen  Lehrbuch 
niedergelegt    ist,    nach    Deutschland    zu    verpflanzen.      Insbesondere 
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Vocwort  des  t'bersetBeiB  V 

dili'fle  wegen  der  die  Engländer  auszeiclmenden  Tendenz,  neben  den 
mathematischen  Interessen  die  praktischen  nicht  aus  dem  Auge  zu 
rerlieren,  eine  engere  Fühlungnahme  der  in  Betracht  kommenden 
deutschen  Kreise  mit  der  englischen  Elastizitutstbeorie  wünschens- 
wert erscheinen.  Sie  wurde  für  eine  den  praktischen  Bedürfnissen 
entgegenkommende,  mit  den  Fortschritten  der  Technik  Hand  in  Hand 
gehende  Weiterbildung  der  mathemntigcben  Theorie  im  Geeiste  eines 
Barre  de  Saint-Venant  sicherlieh  befruchtend  wirken. 

Bei  der  Übersetzung  des  Torliegenden  Werkes  bot  die  Ver- 
deutschung der  knappen  und  kraftvollen  englischen  Ausdrucksweise, 
insbesondere  der  Terminologie,  manche  Schwierigkeit.  Eine  der  in 
deutschen  Büchern  eingeführten,  teilweise  sehwerfUlligen  Bezeichnungs- 
weisen anzunehmen,  konnte  ich  mich  nicht  eutschließen,  und  so  ver- 
suchte ich,  zumal  Neuprägungen  ohuehin  erforderlich  waren,  eine 
Nachbildung  der  bewährten,  viel  reicheren  englischen  Terminologie. 
Ich  führe  hier  nur  an,  daB  der  fundamentale,  von  Rankine  geprägte 
Name  „strain"  durch  das  Wort  „Verzerrung",  das  die  gleiche  viel- 
seitige Anwendbarkeit  besitzt,  wiedergegeben  ist.  Ich  will  bezüglich 
der  Terminologie,  die  ich  zum  Vorschlag  bringe,  noch  erwähnen,  daß 
einzelne  der  eingeführten  Benennungen  (j,Verzerrung",  „Drall")  ge- 
legentlieh von  Herrn  Prof.  F.  Klein  im  Seminar  und  in  Vorlesungen 
angewendet  wurden.  —  Um  den  gleichzeitigen  Gebrauch  der  eng- 
lischen und  der  deutscheu  Ausgabe  zu  erleichtern,  habe  ich  auch  in 
Kleinigkeiten  den  deutschen  Text  dem  englischen  möglichst  angepaßt. 
Einige  Druckfehler,  die  im  Original  stehen  geblieben  waren,  habe  ich 
beseitigt. 

Zum  Schlüsse  bleibt  mir  noch  die  angenehme  Pflicht,  Herrn 
Professor  Love,  der  mich  bei  der  Abfassung  und  Revision  des  Textes 
stets  in  liebenswürdigster  Weise  unterstützt  hat,  meinen  Dank  aus- 
zusprechen. 

Göttingen,  im  September  1906. 

Aloys  Timpe. 
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Historische  Einleitung. 


Die  mathecDatiscbe  Theorie  der  Elastizität  geht  aus  auf  rechnerische 
Beherrschung  des  Yerzerrungs-  oder  inneren  Verschiebungszustandes  in 
einem  festen  Körper,  der  der  Wirkung  eines  im  Gleichgewicht  befind- 
lichen Systems  von  Kräften  unterliegt  oder  im  Zustande  schwacher 
innerer  Bewegung  ist;  sie  sucht  Resultate  zu  gewinnen,  denen  praktische 
Bedeutung  für  die  Anwendungen  auf  das  Bau-  \uid  Ingenieurwesen  und 
alle  andern  Zweige  der  Technik  zukommt,  in  welchen  man  es  mit  festem 
Konstniktionsmaterial  zu  tun  hat.  Ihre  Geschichte  müßte  umfassen 
diejenige  des  Fortschritts  unserer  Experimentatkenntnisse  vom  Verhiilten 
deformierter  Körper,  soweit  sie  in  die  mathematische  Theorie  ver- 
arbeitet wurden,  die  Entwicklungsgeschichte  unserer  Vorstellungen  be- 
züglich der  physikalischen  Prinzipien,  auf  denen  die  Theorie  aufzubauen 
hat,  die  Geschichte  des  Wachstums  jenes  Zweiges  der  mathemntischen 
Analysis,  auf  dem  der  rechnerische  Fortschritt  beruht,  und  diejenige 
des  schrittweisen  Erschließens  praktischer  Regeln  durch  Deutung  ana- 
lytischer Ergebnisse.  In  einer  ideal  ausgearbeiteten  Theorie  würde  der 
Fortschritt,  den  wir  im  einzelnen  verzeichnen  könnten,  in  der  Rich- 
tui^  von  weniger  zu  mehr  liegen;  ebenso  wahr  ist  es  aber,  daß  in 
bezug  auf  die  physikalischen  Grundvoraussetzungen  Fortschritt  im 
Übergang  von  mehr  zu  weniger  liegt.  Gewiß,  keine  der  einmal  ge- 
machten Entdeckungen  auf  dem  Gebiete  der  gewonnenen  ExperimentÄI- 
kenntnisse  sowohl  wie  auf  dem  der  analytischen  Methoden  und  Resultate 
verliert  jemals  ihren  Wert  oder  wäre  je  zu  streichen;  aber  die  physi- 
kalischen Prinzipien  lassen  sich  auf  eine  kleinere  Anzahl  von  aUge- 
meinerem  Charakter  zurückführen,  sodaß  die  Theorie  mit  der  der 
andern  Zweige  der  Physik  in  innigere  Verbindung  gebracht  wird: 
dieselben  allgemeinen  dynamischen  Prinzipien  sind  eben  schließlich 
notwendig  und  hinreichend,  um  ihnen  allen  als  Grundlage  zu  dienen. 
Und  obwohl  wir  im  Falle  der  Elast izitätslehre  auf  Seiten  des  Experi- 
mentators häufig  Eückschritt  und  auf  Seiten  des  Mathematikers  be- 
sonders insofern  Mißgriffe  finden,  als  unklar  begründete  oder  bereits 
abgetane  Hypothesen  verwendet,  nur  näherungs weise  gültige  Methoden 
auf  die  Spitze  getrieben,  voreilige  Verallgemeinerungen  getroffen  und 
physikalische   Prinzipien    mißverstanden   wurden:   so   beobachten  wir 
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doch  in  allen  Punkten  einen  stetigen  Fortschritt,  wenn  wir  die  Ge- 
schichte nnserer  Wissenschaft  von  den  ersten  Forschungen  Galileis  bis 
schließlich  zu  den  Untersuchunf^en  von  Saint-Ven&nt  und  Lord  Kelvin 
überhlicken. 

Der  erste  Mathematiker,  der  die  Natur  des  Widerstands  fester 
Körper  gegen  Bruch  zu  erforschen  trachtete,  war  Galilei.')  Obwohl 
er  die  Körper  als  unelastisch  behandelte  —  er  war  eben  noch  nicht 
im  Besitz  eines  Gesetzes,  das  die  bewirkten  Verschiebungen  mit  den 
sie  bewirkenden  Kräften  verknOpft,  noch  auch  irgend  einer  physi- 
kalischen Hypothese,  ans  der  §olch  ein  Gesetz  hervorgegangen  wäre 
—  so  gaben  doch  seine  Untersuchungen  die  Richtschnur,  die  fßrder- 
hin  von  vielen  Forschern  befolgt  wurde.  Er  suchte  den  Widerstand 
eines  Balkens  zu  bestimmen,  dessen  eines  £nde  in  einer  Wand  ein- 
gemauert ist,  wenn  die  Bruchgefahr  vom  Gigengewicht  oder  einer 
äußeren  Last  herrührt;  und  er  schloß,  daß  der  Balken  um  eine  zu 
seiner  Längsrichtung  senkrechte,  in  der  Wandebene  liegende  Achse  sich 
zu  drehen  strebt.  Dies  Problem  und  insbesondere  die  Ermittlung 
jener  Achse  ist  bekannt  als  das  Galileische  Problem. 

In  der  Geschichte  der  durch  Galileis  Fragestellung  angeregten 
Theorie  sind  zweifellos  zwei  wichtige  Marksteine  die  Auffindung  des 
Hookeschen  Gesetzes  im  Jahre  1660  und  die  Formulierung  der  Grund- 
gleichungen  durch  Navier  im  Jahre  1821.  Das  Hookesohe  Gesetz 
lieferte  die  notwendige  esperiinentelle  Grundlage  für  die  Theorie. 
Als  man  die  Grundgleichungen  gewonnen  hatte,  waren  alle  Fragen 
der  kleinen  Verzerrung  elastischer  Körper  Gegenstand  mathematischer 
Berechnung  geworden.  , 

In  England  und  Frankreich  beschäftigten  sich  in  der  zweiten 
Hälfte  des  17.  Jahrhunderts  Hooke  und  Mariotte  mit  der  experimen- 
tellen Erforschung  der  Beziehungen  zwischen  Spannung  und  Ver- 
zerrung. Hooke*)  verkündete  1678  das  berühmte  Gesetz  der  Pro- 
portionalität von  Spannung  und  Verzerrung  mit  den  Worten  „Ut  tensio 
sie  vis]  d.  h.  die  Stärke  einer  Feder  erweist  sich  als  im  gleichen  Ver- 
hältnis mit  dem  bewirkten  Zug".  Unter  Feder  versteht  Hooke,  wie 
er  weiterhin  erklärt,  irgend  einen  „federnden  Körper",  und  unter  „Zug" 
das,  was  wir  jetzt  „Dehnung"  oder  allgemeiner  „Verzerrung"  nennen 
würden.  Dies  Gesetz  entdeckte  er  1660,  veröffentlichte  es  aber  erst 
1676,  und  auch  da  nur  in  Form  eines  Anagramms,  ceiiinosssttau. 
Dies  Gesetz  bildet  die  Grundlage  der  mathematischen  Theorie  der 
Elastizität,  und  wir  werden  hernach  seine  Verallgemeinerung  und  seine 
Bewertung  im  Lichte  der  heutigen  experimentellen  Forschung  ins 
Auge  fassen.     Hooke  scheint  keine  Anwendung  desselben  auf  die  Be- 

1)  Galileo  Galilei,  Discorsi  e  Dimostrazioni  malenmtiche,  Leideu  1638, 

2)  Robert  Hooke,  De  Potentia  restitutiea,  London  1678. 
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handluDf^  des  Galileischen  Problems  gemacht  zu  haben.  Diese  An- 
wendung macbte  Mariotte*),  der  im  Jahre  1680  dasselbe  Gesetz  un- 
abhängig verkündigte.  Er  bemerkte,  daß  der  Widerstand  eines 
Balkens  gegen  Biegung  von  der  Dehnung  und  Verkürzung  seiner 
Teile  herrühre,  indem  einige  seiner  Längsfasem  ausgedehnt  und  andere 
kontrahiert  würden.  Er  nahm  an,  daß  sie  zur  Hälfte  gedehnt,  zur 
Hälfte  verkürzt  würden.  Seine  Theorie  führte  ihn  dazu,  die  in  der 
Lösnng  des  Galileischen  Problems  benötigte  Äcbse  in  die  halbe  Höhe 
des  Querschnitts  ttber  der  Grundlinie  zu  verlegen. 

In  dem  Zeitraum  zwischen  der  Entdeckung  des  Hookeschen  Ge- 
setzes und  derjenigen  der  allgemeinen  Differentialgleichungen  der 
Elastizität  durch  Navier  war  die  Aufmerksamkeit  derjenigen  Mathe- 
matiker, die  sich  mit  unserer  Wissenschaft  beschäftigten,  hauptsäch- 
lich auf  die  Lösung  und  Erweiterung  des  Galileischen  Problems  und 
die  damit  zusammenhängenden  Theorien  der  Stab-  und  Plattenschwin- 
gungen und  der  Stabilität  der  Säulen  gerichtet.  Die  erste  Unter- 
suchung von  Bedeutung  ist  die  fiber  die  elastische  Linie  oder  Elastica 
von  Jakob  Bernoulli*)  im  Jahre  1705,  worin  der  Widerstand  eines 
gebogenen  Stabes  als  von  der  Dehnung  und  Verkürzung  seiner  Längs- 
fasem herrührend  angenommen  und  die  Gleichung  der  von  der  Achse 
gebildeten  Kurve  aufgestellt  wird.  Diese  Gleichung  enthält,  praktisch 
genommen,  das  Resultat,  daß  der  Biegun^widerstand  in  einem  der 
Krümmung  des  gebogenen  Stabes  proportionalen  Kräftepaar  besteht, 
ein  Resultat,  das  von  Euler  in  seiner  späteren  Abhandlung  über  die 
Probleme  der  Elastica  und  die  Schwingungen  dünner  Stabe  über- 
nommen wurde.  Sobald  der  Begriff  eines  der  Krümmung  propor- 
tionalen Biegungsmomeutes  festgelegt  war,  konnte  erkannt  werden, 
daß  die  bei  der  Biegung  eines  Stabes  geleistete  Arbeit  dem  Quadrat 
der  Krümmung  proportional  ist.  Daniel  Bernoulli^)  wies  Euler  auf 
die  Möglichkeit  hin,  die  Gleichung  der  Elastiea  dadurch  zu  Enden, 
daß  mau  das  Integral  des  Quadrats  der  Krümmung,  genommen  längs 
des  Stabes,  zum  Minimum  mache;  und  auf  Grund  dieses  Hinweises 
gelang  es  Euler^,  die  Differentialgleichung  der  Kurve  zu  gewinnen 
und  eine  Einteilung  der  verschiedenen  Formen  derselben  zu  geben. 
Die  eine  Form  ist  eine  Sinuskurve  mit  kleiner  Amplitude,  und  Euler 
legte  dar'),   daß  in  diesem  Falle  die  Kraft- Angriffslinie  mit  der  un- 


3)  E.  Mariotte,  TraiU  du  n 

4)  BemonlliB  Arbeit  ist  betitelt:  „T^ritable  hypoth^se  de  la  r^iatacce  des 
»olides,  ftvec  la  d^monetiation  de  la  courbure  dea  corpa  qui  fönt  reBSOrt";  man 
findet  sie  in  seineo  geBammelten  Werken,  Bd.  2,  Genf  1T41. 

6)  8.  den  36.  Brief  Daniel  Bernoutlig  an  Euler  (Oktober  1T42)  in  Fnß, 
Corretpimdance  maÜiematique  et  fhysiqu«,  t.  S,  St,  Petersburg  1843. 

0)  8,  das  Adt^tamentuin  „De  currie  elaaticia"  im  Methodus  inveniendi  Hnfos 
ettrva«  ntaximi  ntinimtTie  praprielate  gattdenteii,  Lausanne  1744. 

7)  Berlin,  Histoire  de  l'Äeademie,  t.  13  (1767),  -,  , 


4  ,  Historiathe  Einleitung. 

Terzeirten  Stabachse  zustunmenfallt,  sodaS  ein  binreichend  langer  und 
7on  Hause  aus  vertikaler  Stab  von  einer  am  oberen  Ende  angebrachten 
Last  gebogen  werden  kann.  Weitere  Untersuchungen*)  führten  ihn 
zur  Angabe  der  Mindestlünge  einer  Säule,  bei  der  dieselbe  unter 
ihrem  Eigengewicht  oder  einer  äuSeren  Last  sich  biegt.  Lagrange*) 
folgte  seiner  Theorie  und  benutzte  sie  zur  Bestimmung  der  stärksten 
Säulenform.  Diese  beiden  Schriftsteller  fanden  also,  daß  eine  Säule 
eine  gewisse  Lauge  besitzen  muß,  um  durch  ihr  Eigengewicht  oder  eine 
äußere  Last  gebogen  zu  werden,  und  sie  schlössen,  daß  sie  bei  ge- 
ringerer Länge  einfach  zusammengedrückt,  bei  größerer  dagegen  ge- 
bogen werden  wird.  Es  sind  dies  die  ersten  Untersuchungen  auf  dem 
Gebiete  elastischer  Stabilität. 

In  Eulers  Arbeit  über  die  Elastica  wird  der  Stab  als  eine  mate- 
rielle Linie  angesehen,  welche  der  Biegung  widersteht.  Die  Theorie  der 
Balken  von  endlichem  Querschnitt  wurde  von  Coulomb  behandelt.'") 
Dieser  Autor  berücksichtigte  sowohl  die  Gleichgewichtsbedingung,  die 
aus  der  Betrachtung  der  Horizontalkomponenten  der  Kräfte  folgt, 
welche  auf  den  von  einem  Xormalschnitt  abgetrennten  Balkenteil 
wirken,  als  auch  die  Ifomentengleichung.  So  war  es  ihm  möglich, 
die  wahre  Lage  der  „neutralen  Linie"  oder  „Null-Linie"  aufzufinden, 
und  er  gab  auch  eine  einwandfreie  Berechnung  des  Moments  der 
elastischen  Kräfte.  Seine  Balkentheorie  ist  die  genaueste  unter  den- 
jenigen, die  von  der  Annahme  ansehen,  daß  die  Spannung  in  einem 
gebogenen  Balken  samt  und  sonders  von  der  Dehnung  und  Verkürzung 
seiner  Längsfasem  herrührt  und  mathematisch  aus  dieser  Annahme 
und  dem  Hookeschen  Gesetze  abgeleitet  wird,  Coulomb  war  auch 
der  erste,  der  den  Drillungs widerstand  dünner  Stäbchen  untersuchte^'), 
und  auf  seine  Darstellung  nimmt  Saint -Venant  unter  dem  Namen 
Vancienne  tiu'orie  Bezug;  aber  seine  Formel  für  diesen  Widerstand  war 
überhaupt  nicht  aus  einer  elastischen  Theorie  abgeleitet.  Die  Formel 
setzt  die  Drillungssteiägkeit  eines  Stäbchens  proportional  dem  Träg- 
heitsmoment des  Normal  Schnitts  um  die  Achse  des  Stäbchens.  Ein 
anderer  Gegenstand,  dem  Coulomb  zuerst  Beachtung  schenkte,  war 
jene  Art  von  Verzerrung,  die  wir  jetzt  Schub  (Schiebung,  Gleitung; 
engl,  shear)  nennen,  wenngleich  er  ihn  nur  in  Verbindung  mit  dem 
Bruchvorgange  studierte.  Seine  Ansicht  scheint  die  gewesen  zu  sein, 
daß  Bruch'*)  dann   eintritt,   wenn   der  Schub   des  Materials  eine  ge- 

8)  AcUi  Aead.  PHroptilUanae  von  1778,  Pars  prior,  p,  121  —  19.1. 

9]  MiscMatieu   Taurinentia,  _t.  h  (1773). 
10;  „BBsai   bot   une   application   des   rfegles   de  Maxintis  et  Mintmis  i  qnel- 
quee  Probl&meB  de  Statique,  relatit's  ä  i'Architecture",  Mfm.  .  .  .  par  dii'ers  sa- 
eniits,  1776. 

11)  HiMoire  de  l'Academie  für  das  Jahi  1784,  p.  229—869,  Paris  1787. 

12)  S.  die  Einleitung  zu  der  vorhin  angezogenen  Arbeit,  Mem.  .  .  .  par  m- 
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wisse  Grenze  Oberaehreitet,  Der  Schub,  den  er  im  Auge  hat,  ist 
dauernde  Formänderung,  nicht  elastische  Verzerrung. 

Von  Coulombs  Arbeit  abgesehen,  ist  das  für  die  allgemeine 
mathematische  Theorie  bedeutsamste  Werk  dieser  Periode  die  physi- 
kalische Aaseiuandersetzung  Thomas  Youngs  über  Elastizität.  Dieser 
Naturforscher,  der  den  nach  ihm  benannten  Elastizitätsmodul  definierte, 
war  auSerdem  der  erste,  der  Schub  als  eine  elastische  Formänderung 
betrachtete.")  Er  nannte  ihn  „detnision"  und  bemerkte,  daS  der 
elastische  Widerstand  eines  Körpers  gegen  Schub  (Abseheren)  und 
sein  Widerstand  gegen  Dehnung  oder  Zusammendrückung  im  allge- 
meinen verschieden  sind;  aber  er  führte  keinen  besonderen  Steifigkeits- 
modul  ein,  um  Widerstand  gegen  Schuh  auszudrücken.  Kr  definierte 
„den  Elastizitätsmodul  einer  Substanz"")  als  „eine  ^ule  aus  der 
gleichen  Substanz,  die  auf  ihre  Grundfläche  einen  Druck  auszuüben 
vermag,  der  sich  zu  der  eine  gewisse  Kompression  hervorrufenden 
Last  ebenso  verhält  wie  die  Länge  der  Substanz  zur  Verminderung 
der  Lange".  Was  wir  jetzt  „Youngschen  Modul"  nennen,  ist  das  Ge- 
wicht dieser  ^ule  pro  Flächeneinheit  der  Grundfläche.  Diese  Ein- 
führung eines  bestimmten  physikalischen  Begriffs,  wie  er  an  den 
Elastizitätskoeffizienten  geknüpft  ist,  dei*  gleichsam  von  lichtem 
Himmel  auf  den  die  mathematische  Literatur  Durchwandernden  sich 
herab  senkt,  bezeichnet  einen  Wende  pimkt  in  der  Geschichte  der 
WissenschafL 

Hand  in  Hand  mit  den  die  Galileischeu  Untersuchung  fortfuhren- 
den statischen  Arbeiten  gingen  solche  über  die  Schwingungen  fester 
Kßrper.  Euler*)  und  Daniel  Bernoulii")  gelangten  zu  der  Differen- 
tialgleichung der  Querschwingungen  von  Stäben  durch  Variation  der 
Funktion,  durch  die  sie  früher  die  bei  der  Biegung  geleistete 
Arbeit   ausgedrQckt   hatten.*')     Sie   ermittelten   die   Form   der  Funk- 

IH)  A  Coume  of  Ltclurea  on  Natural  Pkilnsophy  and  Ihe  ifeehaHteal  Art», 
London  1807,  Leeture  XIII.  In  der  spHteren  Aoa^be  von  Kelland  11846)  finitet 
ea  sich  auf  p.  105  ff. 

14)  Loc.  dt.  it^ißnote  13).  Die  Definition  wnide  gegeben  in  Abschnitt IX 
TOD  Band  2  der  ersten  Aaegabe  und  wurde  in  Kellands  Ausgabe  weggelaBsen, 
ist  aber  in  den  Migixllantous  Wurkg  of  Dr.  Younij  wieder  aufgenommen. 

16)  „De  TibiationibuB  ,  ,  .  laminarom  elaBticaram  .  .  .",  und  „De  soniB  mnlti- 
farilB  quoB  luninae  elasticae  .  .  .  edunt  .  .  .'■  veröffentlicht  in  GommmUirii  A<;ade- 
Hwe  SeientiuTwm  Petropolitaiiae,  t,  lü  (1 TUI ),  Der  Leser  muß  darauf  aufmerlcsam 
gemacht  werden,  daß  in  Schriften  des  18.  Jahihunderts  eine  „Lamelle"  soviel 
bedeutet  wie:  ein  geradee  oder  Itrunimeg  Stabchen,  daa  man  aich  aus  einer 
dünnen  Platte  oder  lylindriBchen  Schale  durch  iwei  benachbarte  NormaUchnitte 
berauBgeEchnitten  denkt.     Dieser  Sprachgebrauch  zieht  sich  durch  viele  BQcher. 

IG)  Die  Form  der  Energiefunktion  und  der  Gedanke,  durch  Variation  der- 
selben die  Differentialgleichung  zu  gewinnen,  stammen  von  D.  Bemoulli,  Euler 
gab  die  Ansffthcung  des  Verfahrens  und  bestimmte  die  Normal fuuktionen  und 
die  Periodengleichnngen. 
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tiocen,  die  wir  jetzt  ,,NormalfunktioDen",  und  die  Gleichung,  die  wir 
jetzt  die  „Periodengleichung"  neunen  würden,  für  die  sechs  Fälle  von 
Grenzbedingunf^en,  die  sich  ergeben,  je  nachdem  die  Enden  frei,  ein- 
geklemmt oder  einfach  unterstützt  sind.  Chladni")  prüfte  diese 
Schwingungsarten  experimentell,  ebenso  die  Longitudinal-  und 
Drillungaschwingungen  von  Stäben. 

Der  Erfolg  der  auf  spezielle  Annahmen  gegrflnileten  Theorien 
dünner  Stäbe  scheint  Hoffnungen  erweckt  zu  haben,  daß  sich  in 
gleicher  Weise  für  Platten  und  Schalen  eine  Theorie  entwickeln  lassen 
würde,  sodaB  die  Schwingungsarten  einer  Glocke  aus  ihrer  Form  und 
Befest igungs weise  abgeleitet  werden  könnten.  Der  erste,  der  diese 
Aufgabe  in  Angriff  nahm,  war  Euler.  Er  hatte  bereits  eine  Theorie 
des  Biegungs Widerstandes  eines  krummen  Balkens  vorgeschlagen,  in 
welcher  die  Krümmungsänderung  dieselbe  Rolle  spielt  wie  die  Krüm- 
mung in  der  Theorie  des  von  Hause  aus  geraden  Balkens.'^)  In  einer 
Abhandlung  „De  Souo  Campanarum"")  schlug  er  vor,  eine  Glocke  in 
dünne  Ringe  zerlegt  zu  denken,  deren  jeder  sich  wie  ein  krummer 
Stab  verhält.  Dies  Verfahren  läßt  die  Krümm  an  gsänderung  in  Schnitten 
durch  die  Glockenachse  außer  Betracht.  Nun  folgte  Jakob  Bernoulli*') 
(der  Jüngere).  Er  nahm  die  Glocke  als  aus  einer  Art  Doppelschicht 
krummer  Stäbe  bestehend  an,  wobei  die  Stäbe  in  der  einen  Schicht 
senkrecht  zu  denen  in  der  andern  verlaufen.  Indem  er  das  Problem 
der  Schale  auf  das  einer  dünnen  Platte  zurückführte,  fand  er  eine 
Schwingungsgleichung,  die  nach  unserm  heutigen  Wissensstände  un- . 
richtig  ist. 

Jakob  Beruouilis  Ansatz  scheint  in  der  Absicht  gemacht  zu  sein, 
eine  theoretische  Grundlage  für  Chiadnis  experimentelle  Ei^bnisse 
bezüglich  der  Knotenlinien  schwingender  Platten")  aufzufinden.  Diese 
Ergebnisse  harrten  noch  der  Erklärung,  als  im  Jahre  1809  das  fran- 
zösische Institut  die  Untersuchung  der  Töne  einer  schwingenden  Platte 
als  Preisaufgabe  stellte.  Nach  mehreren  Bewerbungen  wurde  1S15 
der  Preis  Mdlle.  Sophie  Germatn  zuerkannt  und  ihr  Werk  1821  ver- 
öffentlicht.'^) Sie  nahm  an,  daß  in  der  Plattentheorie  die  Summe  der 
Hauptkrümmungen   der   gebogenen   Platte   dieselbe  Rolle   spiele   vrie 

17)  E.  F.  P.  Chladni,  J)ie  Akustik,  Leipzig  1802.  Der  Verfaeaer  gibt  einen 
Bericht  über  die  Geschichte  leiner  eigeuen  experimentellen  Untersuchungen  mit 
dem  ZeiCpunlit  ihrer  eisten  Veiütfentlichuiig. 

18)  In  dem  Methodus  iiu-enietidi  .  .  .  p.  274.  Vgl.  auch  seine  sf^tere  Schrift 
„üenuina  principia  ...  de  atatn  aeqnilihrii  et  motu  corponun  .  .  .",  Nov.  Comm. 
Acad.  Fetrapolitnnae,  t.  16  (l'^l)- 

19}  Nov,  Comm.  Pctropolitatiae,  t.  10  (,1776). 

20)  „Essai  th^orique  aar  let  vibtations  des  plaques  flastiquea  .  .  .",  Nov. 
Acta  Petropolitanae,  t.  6  (17Höj. 

21}  Zuerst  veröffentlieht  in  Leipzig  im  Jahre  1787.    Vgl.  Die  Akustik,  p.  VII. 
32i  Hecheretitt  aur  la  theorie  des  mrfacen  elastigues,  Paris  1821. 
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die  KrQmmuDg  der  elastischen  Mittellinie  in  der  Theorie  der  Stäbe, 
und  sie  schlug  vor,  die  bei  der  Biegung  geleistete  Arbeit  dem  über 
die  Fläche  erstreckten  Integral  des  Quadrate  der  Summe  der  Haupt- 
krümmungen proportional  zu  setzen.  Aus  dieser  Voraussetzung  und 
aus  dem  Prinzip  der  virtuellen  Arbeit  leitete  sie  die  Gleichung  der 
BiegungBschwingungen  in  der  jetzt  allgemein  angenommenen  Form 
ab.  Spätere  Untersuchungen  haben  gezeigt,  daß  die  Formel  für  die 
Biegnngsarbeit  unrichtig  war. 

Während  der  ersten  Periode  der  (Jeschichte  unserer  Wissenschaft 
(1638—1820)  war  gleichzeitig  mit  diesen  mannigfachen  Untersuchungen 
über  einzelne  Probleme  etwas  im  Werke,  was  zu  grofien  Verallge- 
meinerungen führen  sollte.  Das  war  die  physikalische  Spekulation 
über  die  Konstitution  der  Körper.  Im  18.  Jahrhundert  verdrängte  die 
Newtonsche  Auffassung  von  der  Materie,  wonach  diese  aus  kleinen 
mit  Zentralkräften  auf  eiBsnder  wirkenden  Teilchen  aufgebaut  ist,  die 
Cartesische  Idee  des  von  „Wirbeln"  durchdrungenen  plenum.  Newton 
legte  seinen  „Molekülen"  bestimmte  Größe  und  Gestalt  bei"),  aber 
seine  Nachfolger  vereinfachten  sie  allmählich  zu  materiellen  Punkten. 
Der  entschiedenste  Vertreter  dieses  Gedankens  ist  Boscovich"),  für 
den  die  materiellen  Punkte  nichts  anderes  als  dauernde  Kraftzentren 
waren.  Dieser  Gedankenrichtung  gehören  Laplaces  Theorie  der  Kapil- 
lariföt**)  und  Poissons  erste  Untersuchung  über  das  Gleichgewicht 
einer  „elastischen  Fläche"**)  an,  aber  lange  scheint  man  keinen  Ver- 
such gemacht  zu  haben,  zu  allgemeinen  Gleichungen  der  Bewegung 
und  des  Gleichgewichts  elastischer  fester  Körper  zu  gelangen.  Am 
Schlüsse  des  Jahres  1820  konnte  die  Frucht  all  des  auf  elastische 
Probleme  gewendeten  Scharfsinns  zusammengefaßt  werden  als  —  eine 
ungenügende  Theorie  der  Biegung,  eine  unrichtige  Theorie  der  Drillung, 
eine  unbewiesene  Theorie  der  Stab-  und  Plattenschwingungen  und  die 
Definition  des  Youngschen  Moduls.  Ein  solcher  Überschlag  würde 
aber  doch  einen  ganz  verkehrten  Eindruck  von  dem  Werte  der  älteren 
Forschungen  liefern.  Die  Erkenntnis  des  Unterschieds  zwischen  Schub 
und  Dehnung  war  die  Vorbedingung  für  eine  allgemeine  Theorie  der 
Verzerrung;  die  Erkenntnis,  daß  auf  die  Teilchen  des  Querschnitts 
eines  Balkens  Kräfte  mit  einer  gewissen  Resultante  wirken,  war  ein 
Schritt  vorwärts  zu  einer  Theorie  der  Spannung;  die  Anwendung  von 
Differentialgleichungen  auf  die  Durchbiegung  eines  gebogenen  Balkens 
and  die  Schwingungen  von  Stäben  und  Platten  war  der  Vorglanz  der 
Benutzung  von  Differentialgleichungen  der  Verschiebung;  die  Newtonsche 

!8)  Im  einzelneo  >.  Newton,  Optica,  2.  Aufl.,  London  1717,  31.  Frage. 
24)  B.  J.  liogooTich,   Theoria  J^üosapliiae  Naturalis  rtducta  ad  wnicam  legem 
viriuia  in  natura  existentium,  Venedig  1743. 

SG)  Meeanique  Gelegte,  SuppUment  au  XO"  Liire,  Paris  1^06. 
16)  Fans,  Mim,  de  l'Inatitut,  1614. 
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Vorstellung  von  der  Konstitution  der  Körper,  verbunden  mit  dpui 
Hookescheii  Gresetz,  ^ab  Mittel  zur  Bildung  solcher  Gleichungen  an 
die  Hand;  und  die  Verallgemeinerung  des  Prinzips  der  virtuellen  Ar- 
beit in  der  M^nigue  Analytiqtte  bahnte  Entdeckungen  in  diesem  wie 
iu  jedem  andern  Zweige  der  mathematischen  Physik  in  weitem  Um- 
fange den  Weg.  Die  physikalische  Wissenschaft  hatte  sich  aus  ihren 
Anfangsstadien  emporgeschwungen  zu  bestimmten  Methoden  der  Hypo- 
these und  Induktion  und  der  Beobachtung  und  Deduktion,  zu  der  klaren 
Erfassung  des  Ziels,  die  Gesetze  zu  entdecken,  durch  die  die  Erschei- 
nungen miteinander  verknüpft  sind,  und  zu  einer  Fülle  analytischen 
Rüstzeugs  fflr  die  weitere  Forachung.  Die  Stunde  war  gekommen, 
allgemeine  Theorien  zu  schaffen,  und  an  Männern  dazu  fehlte  es  nicht. 
Navier")  war  der  erste,  der  die  Grundgleichungen  des  Gleich- 
gewichts und  der  Schwingung  elastiaeher  Körper  erschloS.  Er  ging 
aus  von  der  Newtonschen  Vorstellung  von  der  Konstitution  der  Körper 
und  nahm  an,  daß  die  elastischen  Rückwirkungen  aus  Änderungen 
der '  Molekularkrüfte  entspringen,  welche  sich  aus  dem  Wechsel  in 
der  Anordnung  der  kleinsten  Teilchen  ergeben.  Er  betrachtete  die 
Moleküle  als  materielle  Punkte  und  nahm  an,  daß  die  Kraft  zwischen 
zwei  Molekülen,  deren  Entfernung  etwas  vergrößert  wird,  dem  Produkt 
der  Äbstandszu nähme  und  einer  Funktion  der  anfänglichen  Entfernung 
proportional  ist.  Sein  Verfahren  besteht  darin,  einen  Ausdruck  für 
die  in  irgend  eine  Richtung  fallende  Komponente  aller  Kräfte  ku 
bilden,  die  auf  ein  verschobenes  Molekül  wirken,  und  daraus  die  Be- 
wegungsgleichungen  des  Moleküls  abzuleiten.  Man  erhält  so  die 
Gleichungen  ausgedrückt  in  den  Verschiebungen  des  Moleküls,  Der 
Stoff  wird  als  isotrop  vorausgesetzt,  und  die  Gleichgewichts-  und 
Schwingungsgleich  uugen  enthalten  eine  einzige  Konstante  von  der 
Natur  des  Youngschen  Moduls.  Navier  bildete  alsdann  einen  Aus- 
druck für  die  Arbeit,  die  bei  einer  kleinen  Verschiebung  von  allen 
Kräften  geleistet  wird,  die  auf  das  Molekül  wirken;  er  stellte  dieselbe 
dar  als  die  Summe  der  Momente  (im  Siuue  der  Mecanique  analy- 
tique)  der  Kräfte,  die  ein  einzelnes  Teilchen  von  allen  andern 
Molekülen  erfährt.  Durch  Anwendung  der  Variationsrechnung  leitete 
er  nicht  nur  die  bereits  vorher  gewonnenen  Differentialgleichungen 
ab,  sondern  auch  die  Randbedingungen,  die  an  der  Oberfläche  des 
Körpers  gelten.  Diese  Arbeit  ist  sehr  wichtig  als  die  erste  allgemeine 
Untersuchung  ihrer  Art,  aber  mit  ihren  Beweisen  war  man  nicht  all- 
gemein einverstanden.  Man  erhob  Einwand  gegen  Naviers  Ausdruck 
für  die  Kraft  zwischen  zwei  „Molekülen"  und  gegen  sein  Verfahren, 
die  Ausdrücke  für  die  auf  ein  einziges  Molekül  wirkenden  Kräfte  zu 

27)  Paris,  Mhn.  Acad.  tickiuxe,  t.  7  (1827).    Die  Arbeit  wurde  im  Hai  1831 
voi^legt. 
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Tereiniacben.  Diese  Ausdrücke  eDtb&lten  dreifache  Summen,  die 
Navier  durch  IntegratioaeD  ersetzt,  und  die  Zuläsaigkeit  dieses  Schrittes 
wurde  bestritten.**) 

In  demselben  Jahre,  in  dem  die  Naviersche  Arbeit  vor  der  Aka- 
demie rertesen  wurde,  im  Jahre  1821,  erfuhr  das  Studium  der  Elasti- 
zität von  unerwarteter  Seite  einen  mächtigea  Antrieb.  Fresnel  ver- 
kündete die  Schlußfolgerung,  7.u  der  er  gelangt  war:  daß  die  beob- 
achteten Tatsachen  auf  dem  Gebiete  der  Interferenz  polarisierten 
Lichtee  nur  durch  die  Annahme  transversaler  Schwingungen  erklärt 
werden  könnten.")  Er  zeigte,  wie  wohl  ein  aus  „Molekülen"  die  durch 
Zeotralkrüfte  verknüpft  sind,  bestehendes  Medium  solche  Schwingungen 
ausführen  und  Wellen  der  verlangten  Art  fortpflanzen  konnte.  Vor 
YouDgs  und  Fresnels  Zeit  waren  die  Beispiele  von  Transversalwellen, 
die  man  kannte,  —  Wasserwellen,  Querschwingungen  von  Saiten, 
Stäben,  Membranen  und  Platten  —  keinenfalls  Beispiele  von  Wellen, 
die  sich  durch  ein  Medium  fortpflanzen;  und  weder  die  -Anl^nger 
noch  die  Gegner  der  Undulationstheorie  des  Lichts  scheinen  unter 
Licfatwellen  etwas  anderes  verstanden  zu  haben  als  „longitudinate" 
Verdichtungs-  und  Verdünnungswellen  von  jener  Gattung,  mit  der 
man  durch  die  Fortpflanzung  des  Schalls  vertraut  war.  Die  Theorie  der 
Elastizität  und  insbesondere  das  Problem  der  Fortpflanzung  von  Wellen 
dnrch  ein  elastisches  Medium  zog  jetzt  die  Aufmerksamkeit  zweier 
erstklassiger  Mathematiker  auf  sich:    Cauchy'")   und  Poisson")  — 

28)  EritUche  Bemetkougen  za  der  Navieraclieii  Arbeit  und  eineD  Bericht  über 
die  Ansei DandersetzuQgeD,  va  denen  sie  AnlaB  gab,  findet  man  in  Todhanter  and 
PeonoD,  History  of  the  Theory  of  Etastieity,  vol.  1.,  Cambridge,  1886,  p,  189, 
221,  277;  vgl.  auch  die  Dantelluag,  die  H.  Borkhardt  in  seinem  Bericht  über 
„Entwicklungen  nach  OBzillierenden  Funktionen",  veröffentlicht  in  dem  Jahres- 
htri^t  der  Deutschen  Mathematiker -VeTeiniffung,  Bd.  JO,  Heft  2,  Lieferung  8 
(1903),  gibt.  Eg  wird  nicht  QberflQsaig  sein  zu  bemerken,  daß  die  Anffasanng, 
wonach  die  Molekdle  aU  mhende  materielle  Punkte  angesehen  werden,  die  sich 
bei  den  gegenseitigen  Ausiehunga-  and  AbatofiungskrftftAn  im  Zustande  stabilen 
Gleichgewichts  befinden  und  dnich  äuBere  Kräfte  in  etwas  veränderter  Lage  er- 
halten werden,  grundverschieden  ist  von  den  UolekularvoTstellnngen,  mit  denen 
uns  die  moderne  Thermodynamik  vertraut  gemacht  bat.  Die  „Molekular- 
theorien"  von  Navier,  Poiason  und  Cauchy  haben  keine  sehr  engen  Besiehnngen 
za  modernen  Anachannngen  Qber  MolekQle. 

29)  S.  E.  Verdet,  Q'JuvreK  campUteg  d'Avguatin  Framtl,  t.  1,  Paria,  1866, 
p.  LXXXVI.  dgl.  p.  629  ff.  Verdet  setzt  auseinander.  daB  Fresnel  zu  seiner  Hy- 
pothese der  Transveraabchwingungen  im  Jahre  1816  gelangte  (Ute.  cit.  p.  LV, 
SSCi,  894).  Thomas  Tonug  schrieb  in  seinem  Artikel  „Cbromatics"  {Eneyel.  Brit. 
Supplement,  1817)  den  Licbtschwinguugen  verhfiltnism&ßig  schwache  Transversal- 
komponenten  zu. 

SO)  CaucbjB  Stndien  über  Elastizität  fanden  ihre  erste  Anregung  durch  seine 
Mitgliedschaft  in  der  Kommission,  die  Bericht  erstatten  sollte  über  eine  der  Pariser 
Akademie  im  August  1820  vorgelegte  Abhandlung  Naviers  über  elastische  Platten. 

31)  Wir  bemerkten,  daS  Poisson  schon  1814  über  elastische  Platten  ge- 
schrieben hatte. 
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ersterer  ein  besonnener  Befürworter,  letzterer  ein  zweifelnder  Kri- 
tiker der  FresnelscheB  Anschauungen,  Künftighin  hatte  sich  die 
Weiterbildung  der  Elastizitätstheorie  eng  anzuschließen  an  die  Frage 
der  Ausbreitung  des  Lichts,  und  diese  Weiterbildung  erfuhr  sie  in 
hohem  Grade  durch  die  Arbeiten  dieser  beiden  Gelehrten. 

Etwa  bis  Herbst  1822  hatte  Cauchj^*)  die  Anfangsgrunde  der 
reinen  Elastizitätstheorie  größtenteils  erschlossen.  Er  hatte  den  Be- 
griff des  Spaonungszu Standes  in  einem  Punkte  eingeführt,  wie  er 
festgelegt  wird  durch  die  Spannungen  pro  Flächeneinheit,  die  auf  alle 
durch  den  Punkt  gehenden  FlöcbeDelemente  wirken.  Zu  diesem 
Zwecke  hatte  er  den  Begriff  des  hydrostatischen  Drucks  verallgemeinert 
und  gezeigt,  dafi  sieb  der  Spann ungszustand  ausdrücken  läßt  dnrch 
sechs  Spann ungskomponenten  und  ebenso  mit  Hilfe  von  drei  nur 
normal  wirkenden  Kräften  auf  ein  gewisses  Dreiseit  von  Ebenen,  die 
einander  rechtwinklig  schneiden  —  der  „Hauptspannungsebenen". 
Er  hatte  auch  gezeigt,  wie  man  die  Differentialquotienten  der  drei 
VerschiebuDgskoinponenten  dazu  benutzen  kann,  die  Dehnung  jedes 
Linien  Clements  in  dem  Körper  zu  beurteilen,  und  hatte  den  Ver- 
zernuigszustand  in  der  Umgebung  eines  Punktes  ausgedrückt  in  den 
sechs  Verzerrungskomponenten  und  ebenso  in  den  Dehnungen  eines 
gewissen  Dreikants  von  Linien,  die  sich  rechtwinklig  schneiden  — 
der  „Verzerrung-Hauptachsen".  Er  hatte  dfe  Gleichungen  der  Be- 
wegung (bezw.  des  Gleichgewichts)  bestimmt,  durch  die  die  Spannungs- 
komponenten  mit  den  im  Innern  des  Körpers  verteilten  Femwirkungen 
und  den  kinetischen  Heaktionen. verknüpft  sind.  Mit  Hilfe  von  Be- 
ziehungen zwischen  Spannungs-  und  Verzerrungskomponenten  hatte 
er  aus  den  Gleichungen  der  Bewegung  und  des  Gleichgewichts  die 
SpannuBgskomponenten  eliminiert  und  war  so  zu  Gleichungen  gelangt, 
die  sich  auf  die  Verschiebungen  beziehen.  In  der  veröffentlichten 
späteren  Fassung  dieser  Untersuchung  gewann  Cauchy  seine  Beziehungen 
zwischen  Spannung  und  Verzerrung  mittels  zweier  Voraussetzungen, 
nämlich  1)  daß  die  fraglichen  Beziehungen  linear  sind,  2)  daß  die 
Hauptspanuungsebenen  normal  zu  den  Verzerrungs-Hauptachsen  liegen. 
Die  experimentelle  Grundlage,  auf  die  diese  Voraussetzungen  sich 
stützen  lassen,  ist  dieselbe  wie  die,  auf  welcher  das  Hookesche  Gesetz 


32)  Cavcbji  Abhandlung  wurde  der  Pariser  Akademie  im  September  1822 
mitgeteilt,  aber  nicht  veröffentlicht.  Ein  Anszug  erschien  in  dem  BuUrtin  des 
Scwnas  ä  la  Society  philomathi^ue,  1888,  eine  Inbalts&ngabe  in  sptlteren  E*ubli- 
kationen,  nämlich  in  zwei  Artikeln  im  Jahrgang  1827  van  Canchja  Exereiees  de 
tnathfmatique  and  in  einem  Artikel  im  Jahrgang  1828.  Die  Titel  dieser  Artikel 
sind  1)  „De  la  pression  on  tenwon  dans  un  eorps  solide",  2)  „Sur  la  conden- 
sation  et  la  dilatation  des  corps  aoHdee",  3)  „Sur  les  äquations  qui  eipriment 
lea  conditions  d'öquilibre  ou  les  lois  de  mouvement  intärieur  d'un  corpa  aolide". 
Der  letztere  entb&lt  die  richtigen  Gleichungen  der  Elastizität. 
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ruht,  aber  Caucliy  nahm  darauf  keinen  Bezug.  Die  erhaltenen 
Gleichungen  sind  jene,  welche  man  jetzt  fUr  isotrope  feste  Körper 
annimmt.  Die  in  diesen  Untersuchungen  angewendeten  Methoden  sind 
grundverBchieden  von  denen  der  Navierschen  Abhandlung.  Insbeson- 
dere wird  Ton  der  Hypothese  der  materiellen  Punkte  und  der  Zenttal- 
kräfte  kein  Gebrauch  gemacht.  Die  Gleichungen,  die  man  bekommt, 
unterscheiden  sich  von  den  Navierschen  in  einem  wichtigen  Punkte: 
die  Navierschen  Gleichungen  enthalten  eine  einzige  Konstante,  die 
das  elastische  Verhalten  des  Körpers  kennzeichnet,  während  die 
Cauehyschen  zwei  solcher  Konstanten  erhalten. 

Später  dehnte  Cauchy  seine  Theorie  auf  den  Fall  kristallinischer 
Körper  aus  und  machte  nun  von  der  Hypothese  materieller  Funkte 
Gebrauch,  zwischen  denen  Anziehunga-  oder  Ab  stoß  ungsk  rufte  wirken. 
Er  setzte  voraus,  daÖ  die  Kraft  zwischen  zwei  Punkten  in  die  Richtung 
ihrer  Verbindungslinie  falle  und  eine  Funktion  ihres  Abstandes  sei; 
femer,  daß  der  Punkthaufen  in  dem  folgenden  Sinne  homogen  sei: 
Sind  A,  B,  C  irgend  drei  der  Punkte,  so  gibt  es  in  dem  Haufen  einen 
Punkt  D,  der  so  liegt,  daß  die  Linie  CD  mit  AB  gleich  und  parallel 
und  der  Richtungssinn  von  C  nach  D  derselbe  ist  wie  der  ßichtungs- 
sinn  von  A  nach  B.  Weiter  wurde  angenommen,  daß  bei  einer  Ver- 
riickung  des  Systems  die  relative  Verschiebung  zweier  Punkte,  die 
innerhalb  des  weirhselseitigen  Wirkungsbereichs  liegen,  klein  ist  im 
Vergleich  zu  ihrer  Entfernung.  In  der  ersten  Abhandlung"),  in 
welcher  Cauchy  von  dieser  Hypothese  Gebrauch  machte,  bildete  er 
einen  Ausdruck  für  die  Kräfte,  die  auf  einen  einzelnen  materiellen 
Punkt  in  dem  System  wirken,  und  leitete  Differentialgleichungen  der 
Bewegung  und  des  Gleichgewichts  ab.  Im  Palle  der  Isotropie  ent- 
hielten die  Gleichungen  zwei  Konstanten.  In  der  zweiten  Abhandlung**) 
wurden  Ausdrücke  für  die  Drucke  auf  irgend  eine  in  dem  Körper 
gelegte  Ebene  gebildet.  Wenn  der  Anfangszustand  spannungslos  und 
der  Stoff  isotrop  ist,  so  drückt  sich  die  Spannung  durch  die  Ver- 
zerrung vermöge  einer  einzigen  Konstanten  aus,  und  eine  der  Kon- 
stanten der  vorigen  Abhandlung  muß  verschwinden.  Die  Gleichungen 
sind  dann  identisch  mit  den  Navierschen.  In  gleicher  Weise  fand 
Cauchy  im  allgemeinen  Falle  der  Äolotropie  21  unabhängige  Kon- 
stanten. Von  diesen  sind  15  wahre  „elastische  Konstanten",  und  die 
übrigen  6  drücken  die  Anfangsspannung  aus  und  verschwinden  iden- 
tisch, wenn  der  Anfangszustand  spannungslos  ist.    Diese  Dinge  wurden 


88)  Eaxrciceg  de  mathetnatique,  J83ö,  „Sur  l'äquilibre  et  le  mouTement  d'un 
Byetime  de  pointe  materieU  eoUicit^B  par  dea  forcea  (fattraotion  on  de  räpolsion 
mntaelle''  Dieaei  Aufsatz  folgt  unmittelbar  auf  den  zuletzt  angeführten  und  geht 
dem  nogleich  anznrahrendeu  usmittelbar  vorfaer. 

34)  ExfTcices  de  maäiAnatigue ,  18S8,  „De  la  preBHion  ou  teoHion  dani  an 
Bjat^e  de  points  mat^rieU". 
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von  Cauchy  nicht  ganz  klar  herausgearbeitet.  Olausius''^)  hat  jedoch 
gezeigt,  daß  das  der  Sinn  seines  Werks  ist.  Clausius  kritisierte  die 
heschränkenden  Bedingungen,  die  Cauchy  der  Anordnung  seiner  mate- 
riellen Punkte  auferlegte,  wies  aber  nach,  daß  diese  Bedingungen  fOr 
die  Ableitung  der  Gauchjschen  Gleichimgen  nicht  notwendig  sind. 

Die  erste  Poisaonsche  Abhandlung*^)  über  denselben  Gfegenatand 
wurde  im  April  1828  vor  der  Pariser  Akademie  verlesen.  Die  Arbeit 
ist  sehr  bemerkenswert  wegen  ihrer  zahlreichen  Anwendungen  der 
allgemeinen  Theorie  auf  spezielle  Probleme.  Bei  der  Ableitung  der 
Grundgleichungen  gewinnt  Poisson,  ebenso  wie  Cauchy,  zuerst  die 
Gleichgewichtsbedingungen,  ausgedrflckt  in  Spannungskomponenten, 
und  berechnet  dann  den  aus  den  „Molekularkräften"  resultierenden 
Druck  auf  irgend  eine  Ebene.  In  den  Größen,  die  die  Spannungen 
in  den  Verzerrungen  ausdrücken,  kommen  Summationen  bezüglich 
aller  „Molektlle"  vor,  die  innerhalb  des  ^molekularen"  Wirkungs- 
bereichs eines  gegebenen  liegen.  Poisson  entscheidet  sich  gegen  das 
Verfahren,  alle  Summationen  durch  Integrationen  zu  ersetzenj  vielmehr 
nimmt  er  an,  daß  dies  zwar  bei  den  Summationen  bezQglich  der  von 
dem  gegebenen  ,,MolekÜl"  auslaufenden  Winkel  zulässig  sei,  nicht  aber 
bei  den  Summationen  bezüglich  der  Entfernungen  von  diesem  „Mole- 
kül". Die  so  erhaltenenen  Gleichgewichte-  und  Bewegungsgleichungen 
für  isotrope  elastische  Körper  stimmen  übereis  mit  den  Navierschen. 
Das  Prinzip,  auf  Grund  dessen  Summationen  durch  Integrationen  er- 
setzt werden  können,  hat  Cauchy  *°)  wie  folgt  auseinandergesetzt:  Die 
Anzahl  der  Moleküle  in  einem  Raumteil,  der  eine  sehr  große  Zahl 
von  Molekülen  enthält  und  dessen  Abmessungen  gleichzeitig  klein 
sind  im  Vergleich  zum  Radius  der  molekularen  Wirkungssphäre,  kann 
dem  Volumen  proportional  gesetzt  werden.  Wenn  wir  nun  absehen 
von  den  Molekülen  in  unmittelbarer  Nähe  des  einen,  das  wir  ins 
Auge  fassen,  so  werden  die  Wirkungen  aller  übrigen,  die  in  irgend 
einem  der  besagten  kleinen  Raumteile  enthalten  sind,  gleichwertig 
sein  mit  einer  Kraft,  die  in  die  Richtung  der  durch  den  Schwerpunkt 
dieses  Raumtails  gehenden  Linie  füllt  und  proportional  ist  dem  Vo- 
lumen und  einer  Funktion  des  Abstandes  des  betrachteten  Moleküls 
von  dem  Schwerpunkt  des  Raumteils.  Die  Wirkung  der  entfernteren 
Moleküle  wird  als  „regulär",  die  der  näheren  als  „irregulär"  bezeichnet; 
und  nun  nahm  Poisson  an,  daß  die  irreguläre  Wirkung  der  näheren 
Moleküle    im  Vergleich   zu   der  regulären  Wirkung  der  entfernteren 


86)  „Über  die  Terftoderungen,  welche  in  den  bUber  gebräuchlichen  Kormelu 
für  das  Gleicfagewicht  und  die  Bewegung  elaetiacher  fester  EOrper  durch  neaere 
Beobachtungen  notwendig  geworden  Bind",  Ann.  Phys.  Chem.  (Poggendorff), 
Bd.  Tß  (ie<9). 

S6)  „M^oire  suf  l'äquilibre  et  le  mouvemeut  dee  corpe  solides'^,  Man. 
Pari»  Äctui.,  t.  8  (1929). 
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veroscblasBigt  werden  bann.  Diese  ADuahaie  bildet  die  Stelle,  an 
der  später  Stokes^^)  mit  seiner  Kritik  gegen  Poisson  einsetzte.  Wie  wir 
gesehen  haben,  gelangte  Cauchy  von  (tiner  andern  Voraussetzung  aus 
zu  den  Foissonsclien  Resultaten.*")  Clausius  war  der  Ansicht,  daß 
sowohl  die  Foissonschen  wie  die  Cauchyschen  Methoden  sich  in  un- 
anfechtbarer Form  darstellen  ließen. 

Die  Theorie  der  Elastizität,  wie  sie  von  Poisson  und  Cauchy  auf 
der  nunmehr  akzeptierten  Grundlage  der  materiellen  Punkte  und  der 
Zento^kräfte  aufgebaut  war,  wurde  von  ihnen  und  ebenso  von  Lame 
und  Clapeyron'*)  auf  zahlreiche  Seh wingungsauf gaben  und  statisch- 
elastische Probleme  angewendet;  so  wurden  Mittel  bereit  gestellt,  ihre 
Folgerungen  experimentell  zu  prüfen,  aber  es  dauerte  lange,  bis  durch 
einwandfreie  Experimente  die  Probe  gemacht  wurde.  Poisaon  be- 
diente sich  ihrer,  um  die  Ausbreitung  von  Wellen  durch  ein  isotropes 
elastisches  festes  Medium  zu  untersuchen.  Er  fand  zwei  Gattungen 
von  Wellen,  die  sich  in  großer  Entfernung  von  den  Störungs quellen 
praktisch  als  „longitudinal"  und  „transversal"  erweisen,  und  es  war 
eine  Folgerung  seiner  Theorie,  daß  das  Verhältnis  der  Geschwindig- 
keiten der  beiden  Wellengattungen  gleich  YS  :  1  ist.*")  Cauchy*^) 
wendete  seine  Gleichungen  auf  die  Frage  der  Aiisbreitung  des  Lichts 
in  kristallinischen  sowohl  wie  in  isotropen  Medien  an.  Die  Theorie 
wurde  zuerst  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Optik  von  Green**)  und 
später  nach  ihrer  statischen  Seite   von  Stokes*')  verworfen.     Green 

31)  „On  the  Theory  of  the  . .  ,  Equilibrinm  and  Motion  of  Elaatic  Solide", 
Cambridge  JPhil.  Soc.  Tram.  vol.  8  (IBIB  =  Stokea,  Math,  and  Phys.  Paperg,  fol.  1 
[Cambridge  1880],  p.  Tö). 

36)  In  einer  «päteren  Abhandlung,  die  1889  der  Akademie  vorgelegt  and 
im  J.  de  VKeoie  polytechnigut,  i.  13  (1831)  veröffentlicht  winde,  legte  PoiBBon  eine 
der  Canchjachen  (Fußnote  31)  ganz  ähnliche  Methode  zugrunde.  Poisaon  dehnt« 
Beine  Theorie  aof  Oolotrope  Körper  aus  in  Beinem  „Memoire  sur  IMquilibre  et  le 
monvement  des  corps  ciiatallis^a",  einer  Abhandlung,  die  1839  vor  der  Pariser 
Akademie  verlesen  und  nach  seinem  Tode  in  Mim.  de  VAcad.,  i.  18  (1843)  ver- 
öffentlicht wurde. 

39)  „Memoire  bot  l'äqnilibre  Interieur  des  corps  solides  homo<;ränea",  Parts, 
M.em.  par  dirers  savanU,  t.  i  (1833).  Die  Abhandlang  wurde  auch  im  J.  f.  Math. 
{VreJk),  Bd.  7  (1831)  veröffentlicht;  sie  war  der  Pariser  Akademie  vorgelegt 
worden,  und  der  von  Poiasot  und  Navier  Aber  eie  erstattete  Bericht  datiert  von 
1828.  Was  die  allgemeine  Theorie  anbelangt,  so  ist  die  zugrunde  gelegte  Me- 
thode die  NavierBche. 

lU)  S.  d.  von  November  1828  d&tiert«ii  Nacbtiag  zu  der  in  Fußnote  36  an- 
gezogenen Abhandlung.  Caucb,y  verzeichnete  dasaelbe  ßesuttat  in  den  Extrcices 
dt  malh/matique,  1830. 

11)  ExfTciceB  de  Mathemaiique,  1880. 

43)  „On  tbe  lawa  of  reflexion  and  refi^ction  of  light  at  the  common  sur- 
face  of  two  non-cryatallized  media",  Cambridge  Ptiil  Soc.  Trans,  vol.  1  (1889). 
Die  Abhandlung  trägt  die  Jahreszahl  1837.  Sie  ist  wieder  abgedruckt  in  Mathf- 
matical  Papers  of  (Äe  hie  George  Oreen,  London  1871,  p.  246. 
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befriedigte  die  Hypothese  nicht,  auf  der  die  Theorie  ruht,  und  er 
suchte  nach  einer  neuen  Begründung;  Stokes'  Kritik  wendete  sich 
mehr  gegen  das  Beweisvertahren  und  einzelne  Resultate. 

Die  Umwälzung,  die  Green  in  den  Änfangsgriinden  der  Theorie 
hervorbrachte,  ist  an  Bedeutung  vergleichbar  mit  derjenigen,  die  die 
Entdeckung   der  Grundgleichungen  durch  Navier  herbeiführte.     Aus- 
gehend von  dem,  was  jetzt  Prinzip  der  Erhaltung  der  Energie  genannt 
wird,  schlug  er  eine  neue  Methode  vor,  diese  Gleichungen  zu  gewinnen. 
Er  selbst  sprach  sein  Prinzip  und  seine  Methode  in  folgenden  Worten  aus; 
„Wie    immer    die   Teilchen    eines    Massensystems    aufeinander 
wirken  mögen:   multipliziert   man   die   ausgeübten    inneren   Kräfte 
mit  den  Differentialen  der  entsprechenden  Richtungen,  so  ist  die  Ge- 
samtsumme   für    irgend    einen    bestimmten    Teil    der   Masse    stets 
da«  exakte  Differential   einer  Funktion.     Ist   aber   diese   Il'unktion 
bekannt,  so  können  wir  unmittelbar  das  in  der  Mecanique  Analy- 
tiqw.  angegebene   allgemeine  Verfahren  anwenden,   das  gerade  auf 
Probleme   der   Bewegungen  solcher   Systeme   anwendbar   erscheint, 
die  aus  einer  ungeheuren  Zahl  wechselseitig  aufeinander  wirkender 
Teilchen  zusammengesetzt  sind.     Von  den  Vorteilen,  die  diese  Me- 
thode mit  sich  bringt,  ist  besonders  wichtig  der  Umstand,  daß  wir 
durch   bloße   Rechnui^;  und   mit  geringer   Mühe   unsererseits   mit 
Notwendigkeit    zu    allen    Gleichungen    und    Bedingungen    geführt 
werden,  die  notwendig  und  kinreichend  für  die  vollständige  Lösung 
irgend  eines  Problems  sind,  auf  das  wir  sie  anwenden'. 

Die  Funktion,  von  der  hier  die  Rede  ist,  ist  mit  umgekehrtem 
Vorzeichen  die  potentielle  Energie  des  verzerrten  elastischen 
Körpers  pro  Volumeinheit,  ausgedrückt  in  den  Verzerrungskompo- 
nentenj  nnd  die  Differentialquotienten  der  Funktion  nach  den  Ver- 
zerrungskomponenten sind  die  Spannungskomponenten.  Green  nahm 
an,  daß  die  Funktion  nach  Potenzen  und  Produkten  der  Verzermnga- 
komponenten  entwickelbar  sei.  Er  ordnete  sie  daher  als  Summe 
homogener  Funktionen  dieser  Größen  vom  ersten,  zweiten  und  höheren 
Grade.  Von  diesen  Gliedern  darf  das  erste  nicht  vorkommen,  da  die 
potentielle  Energie  ein  wahres  Minimum  sein  muß,  wenn  der  Körper 
nnverzerrt  ist;  und  da  die  Veraerrungen  sämtlich  klein  sind,  so  wird 
das  zweite  Glied  allein  in  Betracht  kommen.  Aus  diesem  Prinzip 
leitete  Green  die  Gleichungen  der  Elastizität  ab,  die  im  allgemeinen 
Falle  21  Konstanten  enthalten.  Im  Fall  der  Isotropie  treten  zwei 
Konstanten  auf,  und  die  Gleichungen  stimmen  mit  denen  der  ersten 
Cauchy  sehen  Abhandlung'*)  Obere  in. 

Lord  Kelvin")  hat  den  Beweis  für  die  Existenz  der  Greenschen 

48)  Sil'  W.  Thomson,  Quart.  J.  of  Math.  vol.  6  {1666),  wieder  abgedruckt 
in  Fhil  Mag.  (Bar.  5)  vol.  6  (1878)  und  gleichfalls  in  Mathemaiical  and  Pftyweoi 
Papera  by  Sir  WiUiam  Thtmton,  vol.  1,  Cambndge  1882,  p.  891. 
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YerzerruugsPiieTgie-Funktioii  auf  den  ersten  nnd  zweiten  Hauptsatz 
der  ThermodTnamik  gestützt.  Aus  diesen  Sätzen  folgerte  er,  daß, 
wenn  ein  fester  Körper  ohne  Temperaturveränderung  verzerrt  wird, 
die  SpannuDgskomponenten  gleicli  den  Ableitangen  einer  Funktion 
der  VerzemingskomponeDten  nacli  diesen  einzelnen  Komponenten  sind. 
Wie  sich  zeigen  läßt,  gilt  das  gleiche  Resultat,  wenn  die  Verzerrung 
so  sehnell  von  statten  geht,  daß  kein  Teil  des  Körpers  Wärme  auf- 
nimmt uder  abgibt. 

Die  Poissonache  Theorie  führt  zu  dem  Schlnä,  daß  der  Wider- 
stand eines  Körpers  gegen  Kompression  durch  rundum  gleichförmigen 
Druck  zwei  Drittel  des  Youngschen  Moduls  des  Stoffes  und  der  Wider- 
stand gegen  Abscheren  zwei  FQnftel  des  Youngschen  Moduls  betrat. 
£in  mit  ersterem  gleichbedeutendes  Resultat  findet  sich  bei  Poisson 
ansgesprochea^),  letzteres  ist  tatsächlich  enthalten  in  seiner  Theorie 
der  DrillungsGchwingungen  eines  Stabes.*')  Die  Tatsache,  daß  Wider- 
stand gegen  Kompression  und  Widerstand  gegen  Abscheren  die  beiden 
C^rundarten  elastischen  Widerstandes  in  isotropen  Körpern  sind,  wurde 
von  Stokes")  festgestellt,  und  er  führte  endgültig  die  beiden  Haupte 
moduln  der  Elastizität,  die  jene  Widerstände  ausdrücken,  ein  —  den 
„Kompressionsmodul"  und  den  „Schubmodul",  wie  man  sie  jetzt  nennt. 
Aus  dem  Hookeschen  Gesetz  und  aus  Symmetriebetrachtungen  schloß 
er,  daß  allseitig  gleicher  Druck  an  einer  Stelle  von  einer  ihm  pro- 
portionalen Kompression  ohne  Schub  und  daß  jede  Schubspannung  von 
einer  entsprechenden  ihr  proportionalen  Schubverzerrung  begleitet  ist. 
Als  experimentelle  Grundlage  für  das  Hookesche  Gesetz  zog  er  die 
Tatsache  heran,  daß  es  möglich  ist,  Körper  in  den  Zustand  isochroner 
Schwingung  zu  versetzen.  Nach  einem  Verfahren,  das  dem  der  ersten 
Cauchjschen  Abhandlung'')  analog  ist,  aber  auf  der  oben  genannten 
experimentellen  Grundlage  ruht,  leitete  er  die  Gleichungen  mit  zwei 
Konstanten  ab,  wie  sie  von  Cauch;  und  Green  aufgestellt  worden 
waren.  Mit  ßUcksicht  auf  die  verschiedenen  Grade  des  Widerstandes,  ' 
den  verschiedene  Klassen  von  Körpern  —  Flüssigkeiten,  weiche  Körper, 
haj*te  Körper  —  gegen  Kompression  und  Verdrehung  an  den  Tag  legen, 
lehnte  er  den  aus  der  Poissonschen  Theorie  folgenden  Schluß  ab, 
wonach  der  Kompressiousmodul  zum  Sehubmodul  im  Verhältnis  ö  :  3 
stQnde.  Et  setzte  auseinander,  daß,  wenn  das  Verhältnis  dieser  Mo- 
duln als  unendlich  groß  angesehen  werden  könnte,  auch  das  Ver- 
hältnis der  Geschwindigkeiten  der  „longitudinalen"  und  „transversalen" 
Wellen   unendlich    groß   sein    würde;   damit   aber   würde,   wie   schon 

44)  Ännaits  de  Chimie  et  de  Phygique,  t.  36  (1887). 

45)  Diese  Theorie  findet  sich  in  der  in  Fußnote  B6  angezogenen  Abhandlong. 
4S)  S.  PuSnote  37.     Auf  den  unterschied  zwiacben  den   beiden  Art«n  von 

ElaBtütität  war  hingewiesen  worden   von  Poncelet,   Inlroduclion   ä  la  M^canique 
itidu«trielle  ^yaiqne  et  experimentcUe,  Mets  1888. 
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tireen  gezeigt  hatte,  die  Anwendung  der  Theorie  auf  die  Optik  er- 
leichtert sein. 

Die  Methoden  Navjers,  Poissons  und  der  späteren  Cauchyscheu 
Abhandlungen  ftlhren  zu  Bewegungsgleichungen,  die  weniger  Kon- 
stanten enthalten  als  jene,  zu  denen  man  mittels  der  Methoden  von 
Green,  Stokes  und  Cauchys  erster  Abhandlung  gelangt.  Anf  die  Be- 
deutung des  Widerspruchs  hat  zuerst  Stokes  uachdrQcldich  hingewiesen. 
Es  handelt  sich  um  folgende  Fragen:  Ist  elastische  Äolotropie  durch 
21  oder  durch  15  Eonstanten  und  elastische  Isotropie  durch  zwei 
Konstanten  oder  eine  zu  charakterisieren?  Pearson")  bat  fSr  die  beiden 
Theoriendie  Ausdrfl  cke„Multikonstanten-Theori6*'bezw.„  Rarikonstanten- 
Theorie"  geprägt,  und  der  über  sie  geführte  Streit  hat  fast  bis  auf  die 
heutige  Zeit  gedauert.  Die  Sache  liegt  so,  daß  man  die  rar i konstanten 
Gleichungen  aus  den  multikoustanten  durch  Gleichsetzen  gewisser  Koeffi- 
zientenpaare  ableiten  kann,  daß  aber  die  rarikonstanteo  Gleichungen 
auf  einer  besonderen  Hypothese  Über  die  Konstitution  der  Materie 
beruhen,  während  die  Annahme  der  Multikonstanz  diese  Hypothese 
ausschließen  soll.  Anf  Widersprüche  zwischen  den  Resultaten  der 
beiden  Theorien  läßt  sich  die  Probe  durch  das  Experiment  anwenden, 
und  man  sollte  meinen,  daß  diese  eine  endgültige  Entscheidung  bringen 
würde;  die  Schwierigkeit  aber,  die  Isotropie  des  Versuchsmaterials 
außer  Zweifel  zu  stellen,  hat  den  Wert  vieler  experimenteller  Unter- 
suchungen fraglich  gemacht,  und  die  Neigung  der  multikonstanten 
Elastiker,  sich  auf  Experimente  mit  Stoffen  wie  Kork,  Gallerte  und 
Gummi  zu  stützen,  hat  ihre  Argumente  erschüttert.  Zum  guten  Teil 
drehte  sich  die  Diskussion  um  den  Wert  des  Verhältnisses  der  Quer- 
verkürzung  zur  Längsdehnnng  eines  Stabes,  dessen  Enden  auf  Zug 
beansprucht  werden.  Dies  Verhältnis  nennt  man  oft  die  „Poissonsche 
Konstante".  Poisson**)  leitete  aus  seiner  Theorie  das  Ergebnis  ab,  daß 
dies  Verhältnis  gleich  ^/^  sein  müsse.  Die  Wertheimschen  Experi- 
mente mit  Glas  und  Messing  bestätigten  diese  Folgerung  nicht,  und 
Wertheim**)  schlug  vor,  den  Bruch  gleich  '/,  anzunehmen  —  einem 
Wert,  der  keine  theoretische  Unterlage  hat.  Die  zwingende  Beweis- 
kraft des  Experiments  veranlaßte  Lame  in  seinem  Lehrbuch*^),  die 
multikon stauten  Gleichungen  anzunehmen,  und  nach  dem  Erscheinen 
dieses  Buches  ging  man  allgemein  dazu  über,  sich  ihrer  zu  bedienen. 
Saiut-Venant  drückte,  obwohl  er  fest  an  die  Rarikonstanz  glaubte, 
die  Ergebnisse  seiner  Untersuchungen  über  die  DriUung  und  Biegung 
und  die  Verteilung  der  Elastizität  um  einen  Punkt  ^)  in  der  Sprache 

47)  Todhnnter  und  Pearaon,  Uistory  of  Ae  Thenry  of  Eltuticity,  vol.  J, 
Cambridge  1S86,  p.  496. 

48)  Aiinaks  de  Cliimie,  t.  23  (1848). 

id)  Leivnf  sur  la  thfori«  mathematiqut  de  retoiticite  des  curpa  soVdeii,  Pariit  186S. 
50)  Die  AbhBudlnng  über  die  Dritlong  fiodet  aich  in  deo  Mfm.  da  Savants 
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der  Multi  konstanten -Theorie  aus.  Kirchhoff''^)  scliloß  sich  in  seinen 
Arbeiten  ober  dflnne  Stäbe  und  Platten  derselben  Theorie  an  und 
stützte  dieselbe  durch  Experimente,  die  sich  auf  die  Drillung  and 
Biegung  von  Stahlstäben  bezogen^*};  und  Clebsch  gebrauchte  in  seinem 
.  Lehrbuch^)  die  Sprache  der  bikonstanten  Isotropie.  Kelvin  und  Tait**) 
taten  die  Streitfrage  mit  ein  paar  Worten  ab  und  machten  sich  die 
Stokesschen  Anschauungen  zu  eigen.  Die  besten  neueren  Experimente 
bestätigen  den  Schluß,  daß  die  Poissonscbe  Konstant«  von  dem  Wert '/, 
merklich  abweichen  kann  in  Stoffen,  die  anbedenklich  als  isotrop 
und  homogen  behandelt  werden  können.  Den  schlagendsten  eiperi- 
mentellen  Nachweis  hat  aber  wohl  Voigt^)  aus  dem  Studium  der 
Elastizität  von  Eristallen  erbracht  Das  Fehlen  von  Bd^chaften 
fflr  die  Isotropie  der  Yersuchsstoffe  bedeutete  keine  Schwierigkeit 
mehr,  als  er  den  Mut  hatte,  Experimente  mit  Stoffen  vou  bekannter 
äolotroper  Beschaffenheit  anzustellen.")  Der  Punkt,  der  klar  zu  stellen 
war,  liegt  jedoch  weiter  zurück.  Nach  Qreen  besteben  für  einen 
Stoff  von  allgemeinstem  äolotropeu  Charakter  21  unabhängige  elastische 
Konstanten.  Die  Molekularbypothese,  wie  sie  von  Cauchy  ausgeu-beitet 
und  von  Saint-Venant  aufrecht  erhalten  wurde,  führt  auf  15  Kon- 
stanten, so  daß,  wenn  die  Rarikonstanten-Theorie  richtig  ist,  6  un- 
abhängige Relationen  zwischen  Oreens  21  Koeffizienten  bestehen 
müssen.  Diese>  Gleichungen  nenne  ich  die  Cauchjschen  Relationen.'^) 
Voigts  Experimente  betrafen  nun  die  Drillung  und  Biegung  von 
Prismen  aus  verschiedenen  Krjstallen;  für  die  Meisten  der  letz- 
teren galten  die  Saint -Venantschen  Formeln  für  äolotrope  Stube,  für 
die  übrigen  lieferte  er  selbst  die  erforderlichen  Formeln.  Nur  bei 
Beryll  und  Steinsalz  wurden  die  Gauchjschen  Relationen  wenigstens 
lumähemd  beetiitigt;  bei  den  sieben  andern  geprüften  Krjstallarten 
ei^ben  sich  beträchtliche  Unterschiede  zwischen  den  Koeffizienten, 
die  nach  jenen  Relationen  gleich  sein  müßten. 

Unabhängig  von  der  deutlichen  Sprache  der  Experimente  hat  die 

etranpers,  t.  14  (1866),  die  über  die  Biegung  im  J.  de  MaA.  (LUiwilie),  (3^.  S), 
t.  1  (1656),  und  die  über  die  Verteilung  der  Elastizität  im  J.  d.  Math.  (lAou- 
Ville),  (S6r.  2),  t.  8  (1868). 

51)  /.  f.  Math.  (Orelte),  Bd.  40  (1860)  und  Bd.  66  (1859), 

58)  Atm.  Phy».  Chem.  (Poggenäorff),  Bd.  108  (1858). 

68)  Theorie  der  XlMtieität  fester  Körper,  Leipzig  1862. 

64)  ThoDMon  und  Tait,  Natural  Fhiloaoj^y,  1.  Auflage,  Oxford  1867,  2,  Auf- 
lage Cambridge  1879— 8it. 

65)  W.  Voigt,  Ann-  Phy».  Chem.  (Wiedemannj,  Bde.  31  (1887),  84  and  S6 
(1888),  S8  \,1»%V). 

66)  Eine  gewiue  Voraueaetzung,  die  zaeitt  F.  E.  Neuraann  machte,  liegt 
in  der  Bemerlniag,  dafi  die  Äolotropie  einee  Etistalh  hinBichtlich  der  Elastizität 
aue  der  kriBtaUographiacheu  Form  bekannt  ist. 

67)  Aneebeinend  sind  dioeelben  zuerst  von  Saint~Venant  in  der  Abhandlong 
aber  die  Drillung  \b.  Fußnote  60)  explioit«  aa^itellt. 
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Erweiterung  unserer  Anschauungen  fiber  die  Konstitution  der  Materie 
das  ihrige  dazu  getan,  der  Rarikonstanten-Theorie  den  Boden  zu  ent- 
ziehen. Die  Hypothese  der  materiellen  Punkte  und  Zentralkräfte  hat 
heutzutage  das  Feld  geräumt.  Diese  Schwenkung  in  der  physikalischen 
Spekulation  rührt  her  von  mancherlei  Ursachen,  unter  denen  das 
NichtUbereinstimmen  der  Rarikonstanten-Theorie  der  Elastizität  mit 
den  Ergebnissen  des  Experiments  eine  ziemlich  untergeordnete  Stellung 
einnimmt.  Viel  nachh^tiger  wirkten  die  Entwicklung  der  Atomistik 
in  der  Chemie  und  der  statistischen  Molekulartheoriea  in  der  Physik, 
der  wachsende  Umfang  der  Energetik  und  die  Entdeckung  der  elek- 
trischen Strahlung.  Mau  erkennt  jetzt,  daß  eine  Theorie  der  Atome 
einen  Teil  einer  Theorie  des  Äthers  bilden  muß  und  daß  die  Zuver- 
sicht, mit  der  man  ehemals  der  Hypothese  der  Zentralkräfte  zwischen 
materiellen  Punkten  vertraute,  voreilig  war.  Wollen  wir  die  Gesetze 
der  Elastizität  fester  Körper  ermitteln,  ohne  die  Natur  des  ätherischen 
Mediums  oder  die  Natur  der  Atome  zu  kennen,  so  bleibt  uns  nichts 
übrig  als  mit  Green  und  Lord  Kelvin  die  bekannten  Energiegesetze 
heranzuziefaea;  und  wir  können  die  Theorie  auf  eine  feste  Grundlage 
stellen,  wenn  wir  uns  für  die  Behauptung,  daß  die  Verzerrungsenergie- 
Funktion  bis  zu  eiuem  gewissen  Grade  der  Verzerrung  eine  quadra- 
tische Funktion  der  Verzerrungskomponenten  ist,  auf  das  Experiment 
berufen,  anstatt  uns  mit  Green  auf  eine  ReiheneutwicUung  der  Funk- 
tion zu  stützen. 

Das  Problem  der  Bestimmung  des  Spannungs-  und  Verzerrungs- 
zustandes in  einem  festen  Körper,  der  gegebenen  Fernwirkungen  im 
Innern  und  gegebenen  Drucken  an  der  Oberfläche  unterworfen  ist 
oder  aber  durch  geeignete  Oberflächendrucke  in  eiuen  Körper  von 
vorgeschriebener  Oberäächenform  deformiert  ist,  läßt  sich  auf  die 
analytische  Aufgabe  zurUckfflbren:  Funktionen  aufizuönden,  die  die 
Verschiebungskomponenten  darstellen.  Diese  Funktionen  müssen  die 
Differentialgleichungen  des  Gleichgewichts  in  allen  Punkten  innerhalb 
der  Oberfläche  des  Körpers  befriedigen  und  außerdem  gewissen  spe- 
ziellen Bedingungen  an  dieser  Oberfläche  genDgen.  Die  Methoden, 
die  für  die  Integration  der  Gleichungen  ersonnen  worden  sind,  zer- 
fallen in  zwei  Klassen.  Die  Methoden  der  einen  Klasse  stimmen  darin 
überein,  daß  eine  spezielle  Lösung  gesucht  wird  und  die  Randbedin- 
gungen durch  eine  Lösung  in  Form  einer  (möglicherweise  unendlichen) 
Reihe  spezieller  Lösungen  befriedigt  werden.  Die  speziellen  Lösungen 
lassen  sich  im  allgemeinen  durch  harmonische  Funktionen  ausdrücken. 
Diese  Klasse  von  Lösungen  kann  man  autfassen  als  eine  Erweiterung 
der  Methode  der  Entwicklung  nach  Kugelfunktionen  und  in  trigono- 
metrische Reihen.  Die  Methoden  der  andern  Klasse  laufen  darauf 
hinaus,  die  zu  ermittelnden  Größen  durch  bestimmte  Integrale  aus- 
zudrücken, wobei  die  Elenente  der  Integrale  aus  Singularitäten  ent- 

Digitizccby  Google 


IntegratioiiBmethoden.     Problem  der  Kugel  und  des  HaJbranma.  \Ü 

springen,  die  über  die  Oberfläche  oder  im  Inneiiraum  verteilt  sind. 
Diese  Klasse  von  Löaungeji  liefert  eine  Erweiterung  der  Methoden, 
die  Green  in  die  Potentialtheorie  einführte.  Zur  Zeit  der  Entdeckung 
_  der  Grundgleicfaungen  der  Elastizität  war  die  Reihenmethode  schon  auf 
astronomische  Probleme,  akustische  Probleme  und  Probleme  der  Wärme- 
leitung angewendet  worden^);  die  Singularitätenmethode  war  noch 
nicht  erfunden.^')  Mit  der  Anwendung  der  R«ihenmethode  auf  Pro- 
bleme des  Gleichgewichts  elastischer  fester  Körper  machten  Lame  und 
Clapeyron'*)  den  Anfang.  Sie  behandelten  den  Fall  des  von  einer 
unendlichen  Ebene  begrenzten  Körpers,  wenn  auf  jener  ein  noch  einem 
beliebigen  Gesetz  verteilter  Druck  lastet.  Später  behandelte  Lam4^) 
das  Problem  des  von  einer  Kugel  begrenzten  Körpers,  der  durch  ge- 
gebene Oberflächendrucke  deformiert  wird.  Das  Problem  der  Ebene 
ist  im  wesentlichen  identisch  mit  dem  der  Ausbreitung  einer  Kraft, 
die  lokal  auf  ein  kleines  StQck  der  Oberfläche  eines  festen  Körpers 
wirkt,  in  das  Innere  des  Körpers.  Das  Kugelproblem  baute  Lord 
Kelvin'^)  weiter  aus,  der  es  für  den  Zweck  der  Erforschung  der  Erd- 
festigkeit zu  verwerten  suchte"^),  ebenso  6.  H.  Darwin  in  Verbindung 
mit  andern  kosmisch-physikalischen  Problemen.")  Die  als  Lösungen 
auftretenden  Reihen  sind  ausgedrückt  in  EugelAinktionen.  Lösungen 
der  Gleichungen  in  Zylinderkoordinaten  kann  man  in  Besselachen 
Funktionen  ausdrücken**),  aber  von  Kngel  und  Zylinder  abgesehen 
ist  die  Reihenmethode  nicht  sehr  erfolgreich  angewendet  worden. 
Von  der  Singularitätenmethode  machte  in  der  Elastizitätstheorie  zu- 
erst E.  Betti**)  Gebrauch;  dieser  ging  aus  Ton  einem  gewissen  Rezi- 
prozitätssatz, dessen  Typus  sich  jetzt  in  vielen  Zweigen  der  mathe- 
matischen Physik  wiederfindet.  Aus  diesem  Sata;  leitete  er  ohne 
weiteres  eine  Formel  für  den  Uittelwert  jeder  Crattung  von  Ver- 
zemiDg  ab,  die  in  einem  Körper  durch  gegebene  Kräfte  hervor- 
gebracht wird.  Die  Singularitätenmethode  ist  hauptsächlich  von  den 
Elastikem  der  italienischen  Schule  weiter  ausgebildet  worden.  Bei 
der  Lösung  des  Problems  der  Eraftausbreitung  hat  sie  sich  als 
leistungsfähiger  erwiesen  als  die  Eeihenmethode.     Die  Grundlösung, 

5d)  S.  Burkhardt,  „Entwicklungen  nach  oszillierenden  Fnuktionen",  Jahreg- 
berüM  der  deu(«cA«n  MaAematiker- Vereinigung,  Bd.  10,  Heft  2. 

S9)  Sie  wurde  erfunden  von  Green,  An  Easaij  on  the  Application  of  Matke- 
matical  Analyeif  tn  (he  TheorieK  of  Eleclricity  and  Magnttient,  Nottingham  1828. 
WiedeisbiKedmckt  in  Maditmatieal  Papers  of  the  late  George  Green,  London  1871. 

flO)  J.  de  MaA.  (Liouville),  t  19  (1854). 

ei)  Phil.  Tram.  Roy.  Soc.,  vol.  158  (1863).  Siehe  auch  3Iath.  and  Phy». 
Papem,  vol.  3  (Cambridge  1890),  p.  361,  und  Kelvin  and  Tait,  Nat.  Phü.,  Teil  2. 

62)  Brit.  Aseoc.  Rep.  187»,  Math,  and  Phys.  Papers.  vol.  H,  p.  813. 

63)  tViil    Trans.  Hoy.  Soc.,  vol.  170  (1879),  und  »ol.  178  (IwSa). 
M)  L.  Pochhammer,  /.  f.  Math.  (Crelle),  Bd.  81  (1876),  p.  33. 
65)  n  Nuovo  Cimento  (Ser.  2),  t.  6—10  (1872  f.). 
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die  die  Yerscliiebung  ausdrückt,  welche  von  einer  Kraft  in  einem 
Punkte  eines  unbegrenzten  Körpers  herrührt,  wurde  von  Lord  Kelvin**) 
aufgestellt.  Später  entdeckte  sie  Boussinesg^') gleichzeitig  mit  andern 
partikulären  Losungen,  die  tatsächlich  aus  ihr  durch  Syntheme  sich 
ableiten  lassen.  Die  gewonnenen  Resultate  fürten  Boussbiesq  zu 
einer  Losung  des  Problems  der  Ebene  und  zu  einer  Theorie  der  „lo- 
kalen Störungen''.  Nach  letzterer  nimmt  die  Wirkung  einer  Kraft, 
die  in  der  Umgebung  irgend  eines  Punktes  des  Körpers  angreift,  mit 
wachsender  Entfernung  von  diesem  Punkte  sehr  rasch  ab,  und  ein  im 
Gleichgewicht  befindliches  Kräfteaystem,  das  an  einem  kleinen  Stück 
des  Körpers  augebracht  wird,  ruft  eine  Wirkung  hervor,  die  in  be- 
trächtlicher Entfernung  von  dem  Stückchen  zu  vernachlässigen  ist. 
Um  die  Wirkung  abzuschätzen,  die  von  den  nahe  bei  einem  Punkt 
angreifenden  Kräflien  in  einer  gewissen  Entfernung  von  dem  Punkte 
hervoi^e bracht  wird,  braucht  man  nicht  die  Ängridsweise  der  Kräfte 
im  einzelnen  in  Betracht  zu  ziehen,  sondern  nur  die  statische  Resul- 
tante und  das  Moment.  Die  direkte,  auf  den  Bettischen  Rezipro- 
zitätssatz  gegründete  Integrationsmethode  wendete  V.  Cerruti**}  auf 
das  Problem  der  Ebene  an.  Einige  der  Resultate  fand,  unabhängig 
von  jenem,  Hertz,  und  unter  seinen  Händen  führten  dieselben  zu  einer 
Theorie  des  StoBes  und  einer  Theorie  der  Härte,*') 

Eine  andere  Methode  zur  Bestimmung  des  Spannungszustandes 
in  einem  Körper  knüpft  an  ein  von  G.  B.  Airy™)  verzeichnetes  Re- 
sultat an.  Dieser  bemerkte,  dafi  im  Falle  zweier  Dimensionen  aus 
den  statischen  Oleichungen  für  einen  durch  Oberöachendrucke  defor- 
mierten Körper  hervorgeht,  daß  sich  die  Spannungskomponenten  als 
partielle  Ableitungen  zweiter  Ordnung  einer  einzigen  Funktion  aus- 
drücken lassen.  Maxwell^')  erweiterte  das  Resultat  auf  den  Fall  dreier 
Dimensionen,  wo  man  drei  solcher  „Spannungsfunktionen"  braucht. 
Später  zeigte  sich,  daß  diese  Funktionen  durch  ein  ziemlich  ver- 
wickeltes System    von  Differentialgleichungen  verknüpft  sind.")     Die 

66)  Sir  W.  ThomaOD,  üainbridge  and  Dublin  Math.  J.,  1848,  wieder  abge- 
druckt in   Math,  and  Phyg.  Papers,  vol.  1,  p.  B7. 

67)  In  Be^ug  auf  frühere  UuterBDchimgeu  BouasineBqB  betr.  einfache  Lo- 
sungen liehe  Parü,  C.  M.,  t.  86—88  (1878—1879)  und  t.  93— US  {1881—1888). 
Ein  voUBtAndigerer  Beriebt  findet  sich  in  seinem  Buch,  Aj^lkalions  des  polen- 
tieli  ä  l'itude  de  l'iquilibrf  et  du  mmivement  des  folides  iiaetiques,  Paris  1886. 

68)  Born,  Atx.  Lincei,  Mtm.  fia.  mal,  1888. 

69)  J.  f.  Math.  (Crelle),  Bd.  98  (1888),  und  Verhandlungen  des  Verein»  eiir 
Beförderung  des  Geiceibefleißes,  Berlin  188S.  Die  Abhandlungen  sind  wieder  abge- 
druckt in  den  Ges.  Weilen  von  HeinrvSh  Htrlz.  Bd.  1,  Leipzig  1896,  p.  166  und  175, 

70)  Bril.  Assoe..  Hep.  1868,  und  PMl.  Trans.  Bot/.  Soc.,  vol.  163  (1863).  p.  49. 

71)  Edinburgh  Boy.  Soc.  Tratis  ,  vol.  26  (18701  =  Sekntilic  Papeis.  vol.  3, 
p.  161. 

72)  W.  J.  Ibbetaon,  An  EUmtntary  Treatise  on  Oie  Mathewatical  l'heory  of 
prrfecüy  Elagtk  SoUda,  Ijondon  1887. 
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Spannutigskompoiieiiteii  mOsaen  in  dar  Tat  mit  den  Yerzemingskom- 
ponenten  durch  die  bekannten  Beziehungen  zwischen  Spannung  und 
Verzerrung  verbunden  sein,  die  Yerzerrungskomponenten  aber  sind 
nicht  unabhängig  von  einander;  zwischen  den  zweiten  Diöerential- 
quotienten  der  Yerzerrungskomponenten  nach  den  Koordinaten  be- 
steht ein  System  linearer  Gleichungen,  die,  in  Übereinstimmung  mit 
den  gewöhnlichen  Formeln  zwiacheu  Verzerrung  uud  Verschiebung, 
die  Bedingungen  auadrUcken,  unter  welchen  den  Verzerrungskompo- 
nenten eine  Verschiebung  entepricht.^')  Durch  Berücksichtigung  dieser 
Relationen  kann  man  zu  einem  vollständigen  Oleichungssystem  ge- 
langen, dem  die  Spannungskomponenten  zu  genügen  haben,  und  damit 
ist  die  Möglichkeit  eröfihet,  den  Spannungszustand  direkt  zu  be- 
stimmen ohne  den  Umweg  der  Aufstellung  und  Auflösung  von  Diffe- 
rentialgleichungen zur  Ermittlung  der  Verschiebungskomponenten."} 
Im  Falle  zweier  Dimensionen  erhült  man  Gleichungen  von  einfachem 
Charakter,  die  viele  interessante  Lösungen  zulassen. 

Die  Theorie  der  freien  Schwingungen  fester  Körper  erfordert  die 
Integration  der  Gleichungen  der  vibratorischen  Bewegung  bei  vor- 
geschriebenen Grenzbedingungen  filr  die  Spannungen  oder  Verschie- 
bungen. Poisson**)  gab  die  Lösung  des  Problems  der  freien  Radial- 
echwingnngen  einer  Vollkugel,  und  Clebsch")  begründete  die  allge- 
meine Theorie  nach  dem  Muster  der  Poisaonschen  Lösung.  Diese 
Theorie  enthielt  die  Verallgemeinerung  des  Begriffs  der  „Xormtd- 
koordinaten"  auf  Systeme  mit  einer  unendlichen  Zahl  von  Freiheits- 
graden, die  Einführung  der  entsprechenden  „Normalfunktionen"  und 
den  Nachweis  für  jene  Eigenschaften  dieser  Funktionen,  von  denen 
die  Entwicklungen  willkürlicher  Funktionen  abhängen.  Die  Aus- 
einandersetzungen, die  vor  und  während  der  Zeit  Poissons  über  die 
Schwingungen  von  ^aiten,  Stitben,  Membranen  und  Platten  statt- 
gefunden hatten,  hatten  Clebschs  Verallgemeinerungen  den  Weg  ge- 
ebnet. Vor  der  Veröffentlichung  des  Lehrbuchs  von  Clebsch  hatte 
Lame")  eine  abweichende  Theorie  vorgeschlagen.  Er  kannte  die 
Poissonsche  Entdeckung  der  beiden  Gattungen  von  Wellen  und  schloß, 
daß  die  Schwingungen  jedes  festen  Körpers  in  zwei  entsprechende 
Klassen  zerfallen  müßten;  dieser  Voraussetzung  gemäß  untersuchte  er 
die  Schwiugungen  verschiedener  Körper.  Die  Tatsache,  daß  seine  Lö- 
sungen die  Bedingungen  nicht  belriedigen,  die  an  der  Begrenzung 
von  Körpern  mit  spannungsfreier  Oberfläche  gelten,  ist  eine  hin- 
reichende Widerlegung  seiner  Theorie;  endgültig  aber  wurde  sie  ab- 
getan,  als   alle   Arten   der  freien  Schwingung   einer  homogenen   iso- 

711)  Saint-VenaQt  teilte  die  Identitäten  zwischen  den  Venermogskompo- 
nenten  mit  in  teinet  Bearbeitung  von  Naviers  Ret,um^  des  Levon»  mr  l'appljcaiion 
äf  ia  meeanique,  Pai-is  1861,  „Appendice  8". 

7i)  J.  H.  Micheil,  London  Math.  Soc.  Proe.,  vol.  31  (1900),  p.  100.        ,  , 
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tropen  Kugel  ermittelt  waren  und  sich  zeigte,  daß  die  Klassen,  in 
die  sie  zerfallen,  Lames  Annahme  nicht  bestätigen.  Die  rechnerische 
Erledigung  des  allgemeinen  Problems  der  Schwingnngen  einer  Kugel 
wurde  zuerst  von  P.  Jaeriscf')  vollständig  gegeben.  Dieser  zeigte^ 
daß  sich  die  Lüsung  ausdrucken  lüßt  mittels  Kugelfunktionen  und 
gewisser  Funktionen  des  Abstands  vom  Kugelzentrum,  die  praktisdi 
genommen  Besselsche  Funktionen  von  der  Ordnung  einer  um  '/,  ver- 
mehrten ganzen  Zahl  sind.  Zu  demselben  Resultate  gelangte  unab- 
■  hängig  H.  Lamb'*),  der  über  die  einfacheren  Schwingungsarten  der 
Kugel  und  die  Knotenääcben  Aufschluß  gab,  die  in  ihr  bei  Ausfilfarung 
einer  Normalschwingung  auftreten.  Er  berechnete  auch  die  in  Betracht 
kommenden  Wurzele  der  Frequenzengleichung.  L.  Pochhammer'^ 
hat  die  Methode  der  Normalfunktionen  auf  die  Schwingungen  von 
Zylindern  angewendet  und  ist  auf  Schwingungsarten  geführt  worden, 
die  den  bekannten  Schwingungstypen  von  Stäben  analog  sind. 

Das  Problem,  mit  Hilfe  der  Gleichungen  der  schwingenden  Be- 
wegung die  Ausbreitung  von  Wellen  durch  ein  elastisches  Medium  zu 
verfolgen,  erfordert  Untersuchungen  anderer  Art  als  jene,  die  sich  auf 
die  Normalschwingungsarten  beziehen.  Im  Fall  eines  isotropen  Me- 
diums benutzten  Poisson'*)  und  Ostrogradsky  ")  Methoden,  die  auf 
Zusammensetzung  von  Lösungen  vom  einfachen  harmonischen  Typus 
hinauslaufen,  und  gelangten  zu  einer  Losung,  die  die  Verschiebung 
^a  beliebiger  Zeit  durch  die  anfängliche  Verteilung  von  Verschiebung 
und  Qesoh windigkeit  ausdrückt.  Ein  abweichendes  Verfahren  schlug 
später  Stükes^)  ein;  dieser  zeigte,  daß  die  beiden  Poissonschen  Wellen 
wirbelfreie  Dilatationswellen  und  dilatationsfreie  Seh iebungs wellen  sind, 
letztere  mit  Rotation  der  Elemente  des  Mediums  verbunden.  Cauchy'^J 
und  Green^')  untersuchten  die  Ausbreitung  ebener  Wellen  durch  ein 
kristallinisches  Medium  und  erhielten  tür  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit Gleichungen  in  Ausdrücken  für  die  Richtung  der  Nonnalen 
zur  Wellenfläche.  Im  allgemeineu  besteht  die  WeLLenfläche  aus  drei 
Schalen;  ist  das  Medium  isotrop,  so  sind  es  drei  Kugeln,  und  zwei 
derselben  fallen  zusammen.    Blanchet^')  dehnte  die  Poissonschen  Re- 


7ö)  J.  f.  Math.  (Grelle),  Bd.  88  (1880). 

16;  London  Math.  Soc.  Proe.,  vol,  18  (1888|. 

77)  ./,  f.  Math.  (Crellf).  Bd.  81  (1876),  p.  82*. 

78)  l'aris,   Mem.  de  VÄeaä.,  t.  10  (1831i. 

79)  St.  Petersburg.  M,m.  rff  VAcad.  1  (18.S1). 

80)  „On  the  Dynamical  Theorj  of  Difliactfoii",  Cambridge  Phil.  Soc.  Trans., 
vol.  »  (1»49)-  Wieder  abgedraokt  in  Stokee'  Math,  and  iVij/s.  Pnptrn,  vol.  2  (Cam- 
bridge,  1883). 

81)  Cambridge  Phil.  Soc.  Tram.,  vol.  7  (1839).  Wieder  abgedruckt  in  Greens 
Mnthematical  Paper»,  p.  298. 

Mi)  J.  äe  Math.  (iMUVille),  t.  5  (1840),  t.  7  (1842), 
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sultate  auf  den  Fall  eines  kristallinischen  Mediums  aus.  Christoffel^') 
befaßte  sich  mit  dem  Fortschreiten  einer  Unstetigkeitsfläche  in  einem 
Medium.  In  jedem  Augenblick  scheidet  diese  Fläche  zwei  Teile  des 
Mittels  TOD  einander,  in  denen  die  Verschiebungen  sich  durch  ver- 
schiedene  Formeln  ausdrücken;  Christoffel  wies  nun  nach,  daß  sich  die 
Flache  normal  zu  sich  selbst  mit  einer  Geschwindigkeit  fortbewegt, 
die  in  jedem  Punkt  durch  die  Kichtung  der  Flächennormale  nach  dem- 
selben Öesetze  bestimmt  ist,  das  für  die  in  jener  Richtung  fortschreitenden 
ebenen  Wellen  gilt.  Außer  den  Dilatations-  und  Schiebungswellen,  die 
sich  durch  einen  isotropen  Körper  fortpöanzen  können,  hat  Lord 
Rayleigh^)  eine  dritte  Gattung  untersucht,  die  sich  Über  die  Ober- 
fläche ausbreitet.  Die  Geschwindigkeit  der  Wellen  dieser  Gattung  ist 
kleiner  als  die  der  beiden  andern. 

Vor  der  Entdeckung  der  Grundgleichungen  besaß  man  Theorien 
der  Drillung  und  Biegung  von  Balken,  die  von  Galileis  Untersuchung 
und  von  einer  Coulombschen  Hypothese  ansehen.  Die  damit  auf- 
geworfenen Probleme  gehören,  was  praktische  Anwendungen  angeht, 
zu  den  wichtigsten,  die  es  gibt,  da  die  meisten  Probleme,  mit  denen 
<lie  Ingenieure  zu  tun  haben,  jedenfalls  für  die  Zwecke  einer  rohen 
Annäherung  sich  auf  Fr^en  des  Widerstandes  von  Balken  zurück- 
ßihren  lassen.  Cauchy  war  der  erste,  der  die  Grundgleichungen  auf 
diese  Klasse  von  Problemen  anzuwenden  suchte;  seine  Untersuchung 
Ober  die  Torsion  eines  rechteckigen  Prismas**)  ist,  wenn  auch  un- 
richtig, so  doch  von  geschichtlicher  Bedeutung,  da  er  erkannte,  daß 
die  Normalschnitte  nicht  eben  bleiben.  Auf  die  Pmxis  hatte  sein 
Resultat  wenig  EinÖuß.  Die  technischen  Lehrbücher  der  ersten 
HÄlfte  des  letzten  Jahrhunderts  geben  eine  Theorie  der  Drillung  mit 
einem  Endergebnis,  das  wir  schon  als  von  Coulomb  herrührend  ver- 
merkten, nämlich  daß  der  Drillungswiderstand  proportional  ist  dem 
Produkt  aus  einer  elastischen  Konstanten,  dem  Betrag  des  Dralls  und 
dem  Trägheitsmoment  des  Querschnitts.  Was  andererseits  den  Fall 
der  Biegung  anbetrifft,  so  folgten  die  technischen  Lehrbücher  dieser 
Zeit  der  Bemoulli-Eulerschen  (eigentlich  Coulombschen)  Theorie,  die 
den  Biegungs widerstand  samt  und  sonders  aus  der  Dehnung  und  Ver- 
kürzung der  Längsfasera  entspringen  läßt.  Saint-Venant  gebohrt  das 
Verdienst,  die  Probleme  der  Balken-Drillung  und  -Biegung  der  allge- 
meinen Theorie  zu^nglicb  gemacht  zu  haben.  Er  erkannte,  wie 
schwierig  es  ist,  zu  allgemeinen  Lösungen  zu  gelangen,  wie  es 
aber  andererseits  für  praktische  Zwecke  durchaus  notwendig  ist, 
eine  Theorie  zu  haben,   die  sich  zur  Beurteilung  der  Festigkeit  von 

«3j  Ann.  di  Mat.  (Ser.  a'i,  t,  8  (1877i. 

84)  London  Math.  Noc.  Proe.,  vol.  17  (1887)  =  ücietilific  Poper«,  vol.  S, 
Cambridge  1900,  p.  141. 

80J  Exereicfg  de  malhiauitiqiteg,  4me  Änn^e,  1839. 
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Bauwerken  anwenden  läßt;  weiter  überlegte  er,  daß  nur  in  den  seltensten 
Fällen  die  genaue  Angriffs  weise  und  Verteilung  der  an  ii^end  einer 
Vorrichtung  angebrachten  Last  bekannt  sein  dürfte,  und  kam  so  dazu, 
über  die  Methoden  nachzudenken,  die  vor  der  Formulierung  der 
Grundgleichungen  zur  Lösung  einzelner  Probleme  benutzt  worden 
waren.  Diese  Überlegungen  fahrten  ihn  zur  Erfindung  der  nach  ihm 
benannten  s^i-inversen  Lösungsmethode.  Einige  der  landläufigen 
Annahmen  bezw.  der  gemeiniglich  ans  ihnen  abgeleiteten  Resultate 
werden,  wenigstens  in  der  Mehrzahl  der  Fälle,  zutrefi'en;  und  indem 
man  nun  einzelne  dieser  Annahmen  oder  Resultat«  beibehält,  wird  es 
möglich  sein,  die  CMeichungen  zu  vereinfachen  und  so  zu  Lösungen 
zu  gelangen  —  allerdings  nicht  zu  solchen,  die  willkürliche  Ober- 
öächenbedii^ungen  befriedigen,  aber  doch  zu  solchen,  die  gewissen 
praktisch  wichtigen  Typeu  von  Ober&ächenbedingungen  genügen. 

Das  erste  Problem,  auf  das  Saint-Venant  seine  Methode  an- 
wendete, war  das  der  Torsion  von  Prismen,  deren  Theorie  er  in  der 
berühmten  Abhandlung  über  die  Torsion  vom  Jahre  1855  ent- 
wickelte.^) Hierbei  nahm  er  an,  daß  der  Verzermngszustand  sich 
zusammensetzt  aus  einer  einfachen  Drillung  um  die  Prismenachse,  wie 
sie  in  der  Coulombschen  Theorie  auftritt,  und  jener  Art  von  Ver- 
zerrung, wie  sie  eine  über  den  Querschnitt  des  Prismas  veränderliche 
Längs  Verschiebung  mit  sich  bringt.  Die  Wirkung  dieser  letzteren 
zeigt  sich  in  einer  Verwölbung  der  Querschnitte  zu  krummen  Flächen. 
Er  legte  dar,  daß  sich  ein  derartiger  Verzerrungszustand  in  dem 
Prisma  durch  Kräfte  aui^echt  erhalten  läßt,  die  nur  an  den  Enden 
angreifen,  und  daß  die  a;i  den  Enden  anzubringenden  Kräfte  statisch 
gleichwertig  sind  mit  einem  Eräftepaar  um  die  Aefase  des  Primas.  Die 
Stärke  des  Moments  kann  man  ausdrSckeu  als  das  Produkt  aus  dem 
Drall,  der  Steifigkeit  des  Materials,  dem  Quadrate  des  Flächeninhalts 
des  Querschnitts  imd  einem  Zahlenfaktor,  der  von  der  Gestalt  des 
Querschnitts  abhängt.  Für  eine  große  Klasse  von  Querschnitten  ist 
dieser  Zahlenfaktor  sehr  nahe  proportional  dem  Verhältnis  des  Quer- 
schnittsinhalts  zum  Quadrat  des  Trügheitaradius,  bezogen  auf  die  Achse 
des  Prismas.  S[Kitere  Untersuchungen  haben  gezeigt,  daß  das  Problem 
vom  analytischen  Standpunkt  identisch  ist  mit  zwei  verschiedenen  hy- 
drodynamischen Problemen,  nämlich  dem  Fließen  einer  zähen  Flüssig- 
keit in  einer  engen  Röhre  von  der  Form  des  Prismas^)  nnd  der  Be- 
wegung, die  eine  reibungslose  Flüssigkeit  in  einem  Gefäß  von  der 
Form  des  Prismas  annimmt,  wenn  das  Gefäß  um  seine  Achse  gedreht 
wird,"^)  Diese  hydrodynamischen  Analogien  haben  zu  einer  betiScht- 
lichen  Vereinfachung  des  Problems  geführt. 

86)  J.  BoussiMiiq,  /,  a.  Math.  {Liouvük),  (S^r.  2).  t.  16  (1871), 

87)  Kelvin  »nd  T«t,  Nal.  JftiV..  Part,  a,  p.  348. 
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Die  alten  Biegungatbeorien  schlosseD  zwei  widersprechende  Yor- 
anssetzungen  in  sich:  1)  daß  die  Verzerrung  aus  Dehnungen  und  Ver- 
kürzungen der  Längsfasem  besteht,  2)  daä  die  Spangung  aus  Zug  in 
den  gedehnten  Fasern  (auf  der  vom  ErDmmungsmittelpunkt  ange- 
wandten Seite)  und  Druck  in  den  rerkützten  Fasern  (auf  der  dem 
KrOmmungsmittelpunkt  zugewandten  Seite)  besteht.  Wenn  der 
Spannungszustand  streng  durch  die  zweite  Voraussetzung  gegeben 
ist,  so  mtlssea  die  Längsdehnungen  von  Querverkflrzungen  und  die 
Längsverkürzungen  von  Querdehnungen  begleitet  sein.  Femer  ver- 
schwindet über  jeden  Xormalscbnitt  des  gebogenen  Balkens  die  Resul- 
tante der  Spannungen,  wie  sie  die  alten  Theorien  liefern,  und  diese 
Spannungen  sind  statisch  gleichwertig  mit  einem  Kräftepaar  um  eine 
Achse,  die  zur  Biegungsebene  senkrecht  steht.  Mithin  sind  die  Theorien 
auf  keinen  Fall  der  Biegung  durch  eine  transversale  Last  anwendbar. 
Saint- Venant**)  übernahm  aus  den  älteren  Theorien  zwei  Voraus- 
setzungen. Er  nahm  an,  daß  die  Dehnungen  und  Verkürzungen  der 
Längsfasem  ihren  Abstanden  von  derjenigen  Ebene  proportional  sind, 
die  durch  die  Linie  der  Schwerpunkte  der  Normalschnitte  (die  „Zentrd- 
linie")  senkrecht  zur  Biegungsebene  gebreitet  ist  Desgleichen  nahm 
er  an,  daß  auf  die  zur  Zentrallinie  parallelen  Ebenen  keine  Xormal- 
spannungen  wirken.  Die  Spannungs-  und  Verzerrungszustände,  die 
diesen  Bedingungen  in  einem  prismatischen  Körper  genügen,  lassen 
sich  durch  Kräfte  und  Momente  erhalten,  die  allein  an  den  Enden 
angebracht  sind,  und  schließen  zwei  FSlle  in  sich.  Der  eine  ist  der 
der  gleichförmigen  Biegung  eines  Stabes  durch  Kräftepaare,  die  an  den 
Enden  angreifen.  In  diesem  Falle  ist  die  Spannung  durch  die  älteren 
Theorien  richtig  gegeben,  und  die  Krümmut^  der  Zentrallinie  ist 
proportional  dem  Biegungsmoment,  wie  in  jenen  Theorien;  aber  die 
Querverkürzungen  und  Querdehnungen  bewirken  eine  Verkrümmung 
der  zur  Biegungsebene  senkrechten  Längsschnitte  zu  an ticlasti sehen 
Flächen.  Der  zweite,  in  der  Saint- Venantschen  Theorie  eingeschlossene 
Fall  der  Biegung  bezieht  sich  auf  einen  in  horizontaler  L^e  am 
einen  Ende  eingemauerten  Sparren  oder  Balken,  der  durch  eine  am 
andern  Ende  angebrachte  vertikale  Last  gebogen  wird.  In  diesem 
Falle  ist  der  Spannungszustand,  wie  ihn  die  älteren  Theorien  liefern, 
durch  Hinzufügen  von  Schubspannungen  zu  berichtigen.  Die  über 
irgend  einen  Normalschnitt  verteilten  Normalspannungen  sind  statisch 
gleichwertig  mit  einem  Moment,  das  der  Krümmung  der  Zentrallinie 
an  der  Schnittstelle  proportional  ist,  genau  wie  in  der  Theorie  der 
einfachen  Biegung.  Die  Tangentialkräfte  Über  einen  Normalschnitt 
sind  mit  der  Endlast,  statisch  gleichwertig,  aber  in  jedem  Punkt  sind 
Große   und   Richtung   der  Tangentialspannung   völlig   bestimmt  und 

88)  S.  die  in  Fnflnote  60  angeio^nen  Abhandlungen  von  1866  und  1H66. 
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folgen  ziemlich  verwickelten  Gesetzen.  Die  von  deo  älteren  Theorien 
gelieferte  Verzerrung  ist  durch  Hinzufügen  von  Querverkürzungen 
und  Querdehn uqgen  za  berichtigen,  genau  wie  in  der  Theorie  der 
einfachen  Biegung,  femer  durch  Überlagerung  der  den  Schubspannuogen 
entsprechenden  Schiebungen. 

In  der  Saint-Venautscheu  Theorie  der  Torsion  und  der  Bi^ung 
sind  die  Momente  und  Krüfte,  die  die  Drillung  und  Biegung  bewirken, 
die  Resultanten  tod  Spannungen,  die  an  den  End-Querschnitten  aus- 
geübt werden,  und  diese  Spannungen  sind  dort  auf  eine  völlig  be- 
stimmte Art  und  Weise  verteilt.  Die  an  wirkUcheu  Bauwerken  an- 
gebrachten Kräfte  und  Momente  sind  aber  selten  auf  diese  Art  und 
Weise  verteilt.  Die  Anwendung  der  Theorie  auf  praktische  Probleme 
beruht  nun  «rf  einem  Ton  Sunt-Venant  eingeführten  Prinzip,  das  man 
wohl  das  „Prinzip  der  elastisch«)  Oleichwertigkeit  statisch  ^eich- 
wirk ender  Lasteosysteme"  genannt  hat.  Nach  diesem  Prinzip  sind 
die  Wirkungen,  die  aus  Abweichungen  von  dem  angenommenen  Lasten- 
verteilungsgesetz entspringen,  unerheblich,  ausgenommen  in  der  Nähe 
der  Enden  des  gebogenen  Balkens  oder  gedrillten  Stabes;  in  der  Nübe 
der  Enden  aber  rufen  sie  nur  „lokale  Störungen"  hervor.  Bedingung 
für  die  praktische  Brauchbarkeit  der  Resultate  ist,  daß  die  Länge 
des  Balkens  ein  beträchtliches  Vielfaches  von  dem  größten  Durch- 
messer seines  Querschnitts  ist. 

Spätere  Untersuchungen  von  A.  Clebsch")  undW.  Voigt*') haben 
zu  beträchtlichen  Vereinfachungen  der  Saint-Venantschen  Theorie  ge- 
führt. Clebsch  zeigte,  daB  die  Annahme,  es  wirkten  auf  die  zur 
Zentrallinie  parallelen  Ebenen  keine  Normalspannungen,  ftir  sich  vier 
Gleichgewiühtsfälle  für  einen  prismatischen  Körper  ergibt,  nämUch 
I)  einfache  Dehnung  durch  Zugbeanspruchung  an  den  Enden,  2)  ein- 
fache Biegung  durch  Kräftepaare,  3)  Drillung,  4)  Biegung  eines 
Sparrens  durch  transversale  Endlast.  Voigt  zeigte,  daß  die  Anuahtne, 
die  Spannung  in  jedem  Punkte  sei  unabhängig  von  der  längs  des 
Balkens  gemessenen  Koordinate,  für  sich  auf  die  ersten  drei  Fälle  fährt, 
und  daß  die  Annahme,  die  Spannung  sei  eine  lineare  Funkiion  jener 
Koordinate,  den  vierten  Fall  ergibt.  Nimmt  man  statt  der  linearen 
Funktion  eine  quadratische,  so  kann  man  noch  den  Fall  des  an  den 
Enden  unterstützten  Balkens  einbeziehen,  der  durch  eine  gleichmäßig 
über  seiue  Länge  verteilte  Last  gebogen  wird.*")  Der  Fall  der  un- 
gleichförmigen Belastung  läßt  sich,  sofern  die  Oberflächen  drucke  hin- 
sichtlich ihrer  Abhängigkeit  von  der  längs  des  Balkens  gemessenen 
Koordinate  ganze  rationale  Funktionen  sind,  auf  den  Fall  der  gleich- 


ttS)  „Theoretische   Studien   aber   die   ElastizitätaverhältniBHe  der  KristaUe", 
Göttinger  Äbhandlmigm,  Bd.  34  (lö87), 

90)  J.  H.  Michell,  Quart.  J.  of  Math.,  vol.  SS  (1901). 
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förmigen  Belastung  zurtlckfabreo  *')  Aus  diesen  Theorien  geht  her- 
vor, daB,  wenn  an  dem  Balken  seitliche  Kräfte  angreifen,  die  in  der 
Saint -Venantschen  Theorie  geltende  Proportionalität  zwischen  der 
Ertlmmung  der  Zentrallinie  und  dem  Biegungsmoment  nicht  mehr 
genau  zutrifft.*^  Von  ungewöhnlichen  Bekstungsverhältnissen  ab- 
gesehen ist  jedoch  die  Abänderung,  die  in  jener  Baxiehung  Platz  zu 
greifen  hat,  von  geringer  praktischer  Bedeutung. 

Die  Saint- Venantsche  Theorie  der  Torsion  und  der  einfiudieii 
Biegung  haben  in  technische  Lehrbücher  Eingang  gefunden^  in  den 
meisten  Büchern  über  angewandte  Mechanik  wird  aber  die  Theorie 
der  Biegung  durch  transTersale  Belastung  nach  einer  Hethode  be- 
handelt, die  von  Jouravski'*)  und  Rankine**)  erfunden  und  später 
von  Grashof*')  weiter  ausgebildet  wurde.  Die  nach  dieser  Methode 
bestimmten  Spannungskomponenten  befriedigen  nicht  die  notwendigen 
Bedingungen,  die  es  verbQi^en,  daß  ihuen  irgend  ein  mögliches  Ver- 
schieb ungssjstem  entspricht.^')  Die  Spannimgsverteilung,  die  man 
mit  dieser  Methode  findet,  ist  jedoch  annähernd  richtig  im  Falle  eines 
Balkens,  dessen  Breite  nur  ein  kleiner  Bruchteil  der  Höhe  ist.*') 

Die  wichtigste  praktische  Anwendung  der  Biegungstheorie  ist 
jene,  die  Navier^')  auf  die  Biegung  eines  auf  Stützen  ruhenden  Balkens 
machte.  Die  Last  mag  aus  dem  Eigengewicht  des  Balkens  und  aus 
Gewichten  bestehen,  die  am  Balken  hefustigt  sind.  Den  Youngschen 
Modul  bestimmt  mau  gewöhnlich  durch  Beobachtung  der  Durchbiegung 
eines  au  den  Enden  uoterstütitten  und  in  der  Mitte  belasteten  Stabes. 
Dergleichen  Anwendungen  der  Theorie  gründen  sich  sämtlich  auf  die  Pro- 
portionalität der  Krümmung  mit  dem  Biegungsmoment.  Das  Problem 
des  durchlaufenden  Trägers,  der  auf  mehreren  Stützen  ruht,  war  an- 
fangs recht  schwierig;  für  jeden  Abschnitt  hatte  man  nach  der 
Navierschen  Methode  eine  Lösung  zu  finden  und  dann  die  Lösui^^en 
unter  einander  zu  vergleichen,  um  die  Integrationskonstanten  zu  be- 


ul) E.  Almftnn,  Bom,  Äec.  Lincei  Beiid.  (Sei.  6),  t.  10  (1901).  p.  äSiJ,  400. 
Im  xweilen  dieser  AufBätie  wird  eine  Losung  des  Problemi  der  Biegung  durch 
gleichm&Bige  Belaetnog  durch  eine  Methode  geh-onnen,  die  von  der  Micbellschea 
in  dem  eben  Migeiogeueu  Aufsatz  abweicht. 

92)  Dies  Reauit»t  rermerkte  zuerst  K.  Pearson,  Quarl.  J.  of  Math.,  vol.  24 
(1B89),  in  Verbindung  mit  einem  besonderen  Gesets  der  L&stverteilaug  über  den 
Querschnitt. 

93)  Ann.  des  ponts  et  chaiisi^f'es,  185G. 

94)  Applied  Mfchanies,  1.  Auflage,  London  ISü8.  Die  Methode  ist  in  späteren 
Auflagen  beibehalten  worden. 

9b)  Elaatitität  uttd  Feitigkeit,  2.  Anflage,  Berlin  IBTS.  Grashof  gibt  ebenso- 
wohl die  Saint^Venaut^che  Theorie, 

S6)  Saint- Venant  vermerkte  dies  Resultat  in  seiner  Ausgabe  der  Navierschen 
LeiOne,  p.  S94. 

9TJ  In  der  zweiten  Auflage  seiner  Lecotis  (1638). 
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stimmen.  Die  rechnerischen  Schwierigkeiten  verminderten  sich  außer- 
ordentlich, als  Clapeyron'*)  bemerkte,  daß  die  Biegungsmomente  in 
drei  auf  einander  folgenden  TJnterstützungsp unkten  durch  eine  unver- 
änderliche Beziehung  verknöpft  sind;  immerhin  hat  man  in  vielen  be- 
sonderen Fällen  noch  eine  umständliche  Rechnung.  Mohr**)  hat  je- 
doch eine  graphische  Lösuiigsmetbode  erfunden,  und  diese  macht  einen 
großen  Teil  der  Rechnungen,  die  früher  mittels  des  Glapeyronschen 
„Drei-Momenten-^tzes"  erledigt  wurden,  überflüssig.  Viele  andere 
Anwendungen  der  Biegungstheorie  auf  Fach  werk  pro  bleme  iindet  man 
in  BOcbem  wie  Müller -Breslaus  Neuere  Methoden  der  Festigkeitsldire 
(Leipzig  1886),  Weyrauchs  Theorie  elastischer  Körper  (Leipzig  1884), 
Ritters  Anicendungen  der  graphischen  Statik  (Zürich  1888).  Eine  um- 
iangreiche  Literatur  ist  über  diesen  Gegenstand  entstanden,  die  Elasti- 
zitätstheorie findet  darin  aber  nur  spärliche  Verwendung. 

Die  Theorie  der  Biegung  und  Drillung  dünner  Stäbe  und  Drähte 
—  einschließlich  der  Theorie  der  Spiralfedern  —  wurde  lange  unab- 
hängig von  den  Grund gleichun gen  der  Elastizität  mit  Hilfe  von 
Metboden  entwickelt,  die  den  von  Euler  benutzten  verwandt  sind. 
Anfangs  nahm  man  an,  daß  das  Biegungsmoment  in  die  Oskulations- 
ebene  der  von  der  Zentrallinie  gebildeten  Kurve  fallen  müsse;  und 
als  Binet'"")  die  Gleichung  der  Momente  um  die  Tangente  einführte, 
schloß  Poisson^*")  daraus,  daß  das  Drillungsmoment  konstant  sei.  Erst 
allmählich  gelangte  man  zu  der  Vorstellung,  daß  zwei  Biegungsmomente 
in  den  beiden  Hauptebenen  in  Betracht  kommen,  und  zum  Verständnis 
des  Drallbetrags.  Nachdem  man  so  die  Anfangsgründe  der  Theorie  ge- 
wonnen hatte,  brauchte  man  offenbar  nur  noch  zu  wissen,  wie  die  Bie- 
gungs-  und  Drillungsmomente  sich  durch  die  Krümmung  und  den  Drall 
ausdrücken'**),  um  mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  Gleiehgewichtsbe- 
dingungen  die  von  der  Zentrallinie  angenommene  Kurvenform,  den  Drall 
des  Drahts  um  jene  Linie  und  die  in  jei^em  Querschnitt  Übertragenen  Zng- 
und  Schubkriifte  zu  ermitteln.  Die  ßiegungs-  und  Drillungsmomente 
sowohl  wie  die  über  einen  Querschnitt   resultierenden  Kräfte  müssen 

98)  Paria,  C.  B.,  t.  45  (185T).  Die  Geschichte  des  Clapeyionschen  Satses 
gibt  J.  M.  Heppel,  Proc.  Soy.  Soe.,  London,  vol.  19  (1871). 

99)  „Beitrag  xai  Theorie  des  Facbwerka",  Zettsdtrift  dtn  Architekten-  und 
Ingenieur- Vereins  zu  Hannover,  18T4.  Die«  ist  der  von  MfiUer- Breslau  gegebene 
Hinweia.  L^vy  berichtet  über  die  Methode  in  seiner  Siaiique  Graphique,  t.  2  und 
achreibt  eie  Uohr  zu.  Einen  etwas  abweichenden  Bericht  gibt  Canevazzi  in  M«- 
tuorie  delV  Äccademia  di  Bologna  (Ser.  4),  t.  1  (ISeO).  Eine  Erweiternng  der 
Methode  findet  sich  bei  Colmann,  Xhe  graphische  Statik,  Bd.  1,  Zürich  18T6.  S. 
auch  Ritter,  Die  eltistiiche  Linie  and  ihre  Amreiidung  auf  den  kontinuierlichen 
Satken,  Zürich  188;), 

100)  /,  de  l'Eeole  polytechiiigue,  t  10  (1815). 

101)  Correspondance  sur  I'Ecole  polytechnique,  t.  3  (1816), 

103)  Die  enteprechenden  Fonneln  verdankt  man  Saint- Venant,  Paris,  C.  S., 
t.  17,  19  (184S,  1844). 
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TOD  den  auf  die  QuerschnittBelemente  wirkenden  Spasaungen  herrflhreD, 
und  die  richtigen  Äuadrtlcke  für  jene  hat  man  mittels  der  aUgemeinen 
Theorie  zu  suchen.  Hier  erhebt  sich  aber  die  Schwierigkeit,  daß  die 
Grundgleichungen  nur  bei  kleiueo  Verschiebungen  anwendbar  sind, 
während  in  Spiralfedern  u.  dgl.  die  YerBchiebungeu  keinesw^s  klein 
sind.  Kirchhoff"**)  war  der  erate,  der  dieser  Schwierigkeit  die  Spitze 
bot.  £r  legte  dar,  daß  die  Grundgleichungen  auf  jedea  Stäckchen  eines 
dünnen  Stabes  streng  anwendbar  sind,  wenn  alle  linearen  Abmessungen 
des  Stückchens  von  derselben  Größenordnung  sind  wie  die  Durch- 
messer des  Querschnitts.  Er  wies  darauf  hin,  daß  die  Gleichgewichts- 
oder Bewegungsgleicfaungen  tüi  eine  erste  Annäherung  sieb  rereinfiicben 
ließen  durch  Weglassong  der  kinetischen  Reaktionen  und  der  im  In- 
nern verteilten  Femwirkungeu.  Mit  Hilfe  eines  größtenteils  kinema- 
tischen Verfahrens  entwickelte  Kirohboff  seine  Theorie.  Wenn  ein 
dünner  Stab  gebogen  und  gedrillt  wird,  so  erfährt  jedes  Element  eine 
Verzerrung,  die  der  in  einem  Saint -Venantsehen  Prisma  analog  ist; 
benachbarte  Elemente  aber  müssen  fortgesetzt  aneinander  passen. 
Um  diese  Art  der  Kontinuität  auszudrücken,  sind  gewisse  Bedingungen 
anzusetzen;  diese  Bedingungen  nun  nehmen  die  Gestalt  ron  Differential- 
gteicfanngen  an,  die  die  relativen  Verschiebungen  von  Punkten  in 
einem  Stückchen  des  Stabes  verknüpfen  mit  den  Relativkoordinaten 
der  Punkte  und  den  Größen,  die  die  Lage  des  Stückchens  inbezug 
auf  den  Stab  als  Ganzes  bestioimen.  Aus  diesen  Differentialgleichungen 
leitete  Kirchhoff  eine  ungefähre  Schätzung  der  Verzerrung  in  einem 
Sbibelemente  ab  und  daraus  den  Betrag  der  potentiellen  Energie  pro 
Längeneinheit,  ausgedrückt  durch  die  Dehnung,  die  Knlmmungs- 
komponeuten  und  den  Drall.  Die  Gleichgewichts-  und  Schwingungs- 
gleichungen gewann  er  durch  Variation  der  Energie-Funktion.  Im 
Falle  des  dOnnen  Stabes,  an  dem  nur  an  den  Enden  Kräfte  angreifen, 
zeigte  er,  daß  die  die  Form  der  Zentrallinie  bestimmenden  Gleichungen 
identisch  sind  mit  den  Bewegungagleichungen  eines  schweren  starren 
Körpers,  der  in  einem  Punkte  befestigt  ist.  Dieser  Satz  ist  bekannt 
als  „Kirchhoffs  kinetische  Analogie". 

Die  Kircfahoäsche  Theorie  hat  zu  vielen  Erörterungen  Anlaß  ge- 
geben. Clebsch*')  schlug  vor,  jenen  Teil  derselben,  mittels  dessen 
die  Biegungs-  und  Drillungsmomßnte  sich  berechnen  lassen,  durch 
Berufung  auf  die  Resultate  der  Saint -Venantschen  Biegungs-  und 
Drillungstheorie  zu  ersetzen.  Kelvin  und  Tait**)  regten  an,  die 
KirchhoSsche  Formel  für  dif  potentielle  Enet^ie  durch  allgemeine 
Überlegungen  zu   begründen.     J.  Boussinesq'**)   schlug   vor,  durch 

lOS)  „Über  das  Gleichgewicht  mud  die  Bewegung  einet  unendlich  dünneit 
elaBtiichen  Stabes",  J.  f.  Math.  (OrelUi,  Bd.  66  (1859).  Die  Theorie  findet  «ich 
auch  in  Kirchhotfs  VorUiitn^en  aber  maOi.  Phya.,  MeOmnik  (3.  Anf  läge,  Leipzig  ia88>. 

104)  J.  (h  Math.  {Liouvilk),  (Ser.  2),  t.  16  (1871). 
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dei'artige  Überlegungen  zu  Kirchhoffa  Nah eruugaauad ruck  iilr  die 
Dehnung  einer  Längsfaser  zu  geUngen.  Clebsch^')  gab  die  abgeän- 
derten Formeln  für  die  Biegungs-  und  Drillungsmomente  bei  einem 
Stabe,  dessen  Zentrallinie  im  ungespauntea  Zustand  krumm  ist;  spätere, 
unabhängige  Untersuchungen  haben  seine  Resultate  bestätigt.  Die 
Auseinandersetzungen,  die  stattgefunden  haben,  haben  manche  Schwierig- 
keiten geklärt,  und  die  Ergebnisse  der  Theorie  sind,  losgelöst  von 
den  Methoden,  durch  die  man  sie  gewann,  durch  die  späteren  Schrift- 
steller ^"'}  bestätigt  worden. 

Die  Anwendungen  der  Kirehhoffscben  Theorie  dünner  Stäbe  um- 
fassen die  Theorie  der  Elastica,  die  im  einzelnen  mittels  des  Theo- 
rems von  der  kinetischen  Analogie  untersucht  worden  ist"**),  die 
Theorie  der  Spiralfedern,  deren  Einzelheiten  Kelvin  und  Tait^)  aus- 
gearbeitet haben,  und  mannigfache  Probleme  elastischer  Stabilität. 
Von  letzteren  sei  erwähnt  das  Problem  des  Knickens  eines  elastischen 
Ringes,  der  unter  radial  nach  innen  gerichtetem  und  ringsum  gleich- 
mäßigem Drucke  steht."'') 

Die  Theorie  der  Schwingungen  dünner  StÄbe  wurde  den  all- 
gemeinen Gleichungen  der  schwingenden  Bewegung  elastischer  fester 
Körper  durch  Poisson**)  untergeordnet.  Er  betrachtete  den  Stab  als 
Kreiszylinder  von  kleinem  Querschnitt  und  entwickelte  alle  vorkom- 
menden Größen  nach  Potenzen  der  Entfernung  eines  Teilchens  von 
der  Zy linder acfase.  Vernachlässigt  man  Glieder,  die  Ober  eine  gewisse 
Größenordnung  (die  vierte  Potenz  des  Radius)  hinausgehen,  so  sind 
die  Gleichungen  tür  die  Biegungsschwingungen  identisch  mit  den 
Euierschen  Gleichungen  der  Querschwingung.  Die  für  die  Längs- 
schwingungen gefundene  Gleichung  hatte  Navier'"^)  aufgestellt.  Die 
Gleicbung  für  die  Torsionsscbwingungen  gewann  zuerst  Poisson**) 
Das  Neue  in  Poissons  Resultaten  bestand,  was  das  Problem  der 
Schwingungen  von  Stäben  betrifft,  vorzüglich  darin,  daß  die  Koeffi- 
zienten, von  denen  die  Frequenzen  abhängen,  durch  die  in  den  Grund- 
gleichungen vorkommenden  Konstanten  ausgedrückt  waren ;  einen  Fort- 
schritt in  der  Methode  aber  bedeutete  die  Ableitung  der  allgemein 
anerkannten  speziellen  Differentialgleichungen,  die  diese  Schwingunj^- 
arten  beherrschen,  aus  den  Grundgleichungen  der  Elastizität.  Auf 
L.  Pochhammers  vollständigere  Untersuchung")  wurde  schon  Bezug 
genommen.     Die  Poissonsche  Theorie  wird  als  Näherungstheorie  durch 

106)  S.  8.  Bsp.  i.  B.  BaHaet,  London  Math.  Soe.  Proc,  vol.  23  (1993),  und 
Amer.  J.  of  Math.,  vol.  17  (1896),  und  J.  H.  Michell,  London  Math.  Soc.  Proc, 
vol.  »1  (1900),  p,  130. 

106)  W,  Heß,  Maäi.  Ann.,  Bde.  23  (1884)  und  26  (1886). 

107)  Die  erste  Uoterauctanng  dieaea  Problems  Bcheint  heizuhüiren  von  Bresae, 
CiMira  de  micaniqtie  appliquee,  Premiere  pnrtit,  Paris  1869. 

108)  Bulletin  des  Science»  ä  la  Societe  philomatiqtte,  1S21. 
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Anwendung  der  Kirchhoffschen  Resultate  bestätigt.  Diese  Anwendung 
hat  man  au^edelmt  auf  die  Schwingungen  krummer  Stäbe;  das  erste 
Problem,  das  gelöst  wurde,  war  das  der  Biegungsscbwingungen  eines 
Kreisringes,  der  in  seiner  eigenen  Ebene  aehwingt.""*) 

Ein  wichtiges  Problem,  das  sich  in  Zusammenhang  mit  der 
Theorie  der  Längsschwingungen  ergibt,  ist  das  Problem  des  Stoßes. 
Wenn  zwei  Körper  zusammenprallen,  so  gerät  jeder  in  einen  Zustand 
innerer  Schwingung;  man  scheint  nun  gehofft  zu  haben,  daß  eine 
Lösung  des  Problems  der  Schwingungen,  die  in  zwei  in  ihrer  LängE- 
richtung  aufeinander  stoßenden  Balken  entstehen,  über  die  Gesetze 
des  Stoßes  Licht  verbreiten  wQrde.  Poisson^'")  war  der  erste,  der 
Tou  diesem  Gesichtspunkte  aus  eine  Lösung  des  Problems  rerauchte. 
Seine  Int^rationsmethode  mittels  trigonometrischer  Reihen  vermehrt 
aufterordentlich  die  Schwierigkeit,  allgernftine  Resultate  abzuleiten; 
durch  einen  unseligen  Rechenfehler  gelangte  er  zu  der  paradoxen 
Schlußfolgerung,  daß  die  Balken,  wenn  sie  aus  gleichem  Stoff  bestehen 
und  gleichen  Querschnitt  besitzen,  sich  nie  wieder  trennen,  es  sei 
denn,  daß  sie  gleich  lang  wären.  Saint-Yenant"^)  behandelte  das 
Problem  mit  Hilfe  der  Lösung  der  Schwingungsgleichung  in  will- 
kürlichen Funktionen  und  gelangte  zu  gewissen  Ergebnissen,  deren 
wichtigste  sich  auf  die  Dauer  des  Stoßes  und  die  Existenz  eines  schein- 
baren „Restitutionskoeffizienten"  för  vollkommen  elastische  Körper 
beziehen.*")  Diese  Theorie  wird  durch  das  Experiment  nicht  bestätigt. 
Eine  von  Voigt"')  angedeutete  Verbesserung  ergab,  ins  einzelne  aus- 
geführt, keine  merklich  bessere  Übereinstimmung;  es  scheint  also, 
daß  der  Versuch,  die  Erscheinungen  des  Stoßes  aus  Schwingungs- 
Torgängen  zu  verstehen,  aufgegeben  werden  muß.  Viel  erfolgreicher 
erwies  sich  die  Hertzsche  Theorie'"),  die  man  aus  einer  Lösung  jenes 
Problems  gewinnt,  das  wir  das  Problem  der  Kraftausbreitung  nannten. 
Hertz  stellte  ober  einen  besonderen  Fall  desselben,  den  zweier  gegen- 
einander gedruckter  Körper,  eine  selbständige  Untersuchung  an.  Er 
schlug  vor,  die  in  ihnen  durch  den  Stoß  hervorgerufene  Verzerrung 
als  Örtliche  statische  Wirkung  anzusehen,  die  allmählich  entsteht  und 
allmählich  wieder  verschwindet;  und  er  fand  Mittel  und  Wege,  die 
Bauer    des    Stoßes    und    Umfang    und    Gestalt    der    zur   Berührung 


109)  a  Hoppe,  J.  f.  Math.  (OrelieJ,  Bd.  78  (1871). 

110)  In  Bsinem  TraiU  de  Mecanigue,  1838. 

111)  „Snr  le  choc  longitudinal  de  deux  burea  älastiquea . . .",  J.  de  Math, 
(LiwvitUJ,  (S^r.  2),  t.  la  (1887). 

112)  Vgl.  HopHnson,  Mesaenger  of  Mathtmalics,  vol.  1,  1874. 

118)  Ann.  i%y».  Chem.  (Wiedemann),  Bd.  19  (1883).  S.  auch  Hau Bmanninger 
in  dengelben  Annahn,  Bd.  36  (18B6). 

114)  „Über  die  Berührung  fester  elaatiacher  Körper",  /.  /".  itath.  (CrelU), 
Bd.  92  (1883). 
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kommeaden  Teile  zu  bestimmen.  Die  Theorie  gestattete  eioea  be- 
friedigenden Yergleich  mit  dem  Experiment. 

Die  Theorie  der  Schwingungen  läfit  sich  auf  Probleme  aßwenden, 
die  sich  auf  mancherlei  Arten  von  Erschütterungen  und  auf  den  Ein- 
flufi  beweglicher  Lasten  beziehen.  Sowohl  die  Trägheit  wie  die  elasti- 
schen Rückwirkungen  der  Körper  3piel.en  beim  Widerstand  g^en 
Verzerrung  unter  rasch  wechselnden  Bedingungen  mit;  den  hierbei 
auftretenden  Wideretand  bezeichnet  man  zuweilen  als  „dynamischen 
Widerstand".  Mit  dem  speziellen  Problem  des  longitudinalen  Stoßes 
eines  schweren  Körpers  gegen  das  eine  Ende  eines  Stabes  beschäftigten 
sich  Sebert  und  Hugoniot'"),  sowie  Bousainesq,'")  Die  Folge- 
rungen, zu  denen  sie  gelangten,  hat  Saint-Yenant^^')  tabellarisch  and 
zeichnerisch  dargestellt.  Praktisch  bedeutsamer  sind  aber  wohl  die 
Probleme  dynamischen  Widerstandes  gegen  Impulse,  welche  Biegung 
hervorzubringen  suchen.  Wenn  ein  Körper  senkrecht  gegen  einen 
Stab  anschlägt,  so  gerät  der  Stab  in  Schwingung;  folls  sich  nun  der 
Körper  mit  dem  Stabe  bewegt,  so  wird  die  gewöhnliche,  in  Normat- 
funktionen  ausgedrückte  Lösung  für  die  Schwingungen  des  Stabes 
hinfällig.  Lösungen  verschiedener  derartiger  Probleme,  ausgedrückt  in 
den  Normalfunktionen  des  von  dem  Stab  und  dem  anschli^enden  Körper 
'  gebildeten  zusammengesetzten  Systems,  stammen  von  Saint-Venant."^) 

Yon  den  Problemen  dynamischen  Widerstandes  müssen  wir  be- 
sonders Willis'  Problem  der  wandernden  Last  anttlhren.  Wenn  ein 
Zug  über  eine  Brücke  fährt,  so  ist  die  entstehende  Yei'zen-UDg  nicht 
identisch  mit  jener,  welche  auftritt,  wenn  derselbe  Zug  auf  der  Brücke 
steht.  Um  die  damit  vorgelegte  Aufgabe  zu  erläutern,  schlug  Willis"^) 
vor,  die  Brücke  als  geraden  Draht  und  den  Zug  als  durchbiegendes 
Gewicht  anzusehen.  Indem  er  die  Trägheit  des  Drahtes  vernachlässigte, 
erhielt  er  eine  Differentialgleichung,  die  bemach  von  Stokes"*)  gelöst 
vnirde.  Spätere  Schriftsteller  haben  gezeigt,  daß  der  vernachlässigte 
Einfluß  der  Trägheit  sehr  bedeutend  ist.  Zu  einer  vollständigeren  Lösung 
gelaugten  M.  Philipps"^)  und  Saint-Yenant"');  ein  ausgezeichnetes 

116)  Paris,  a  R.,  t.  96  (1Ö82). 

H6)  Äpplicatwns  des  JPotetOieU  .. .,  Paris  1885.  Die  Resultate  wurdeD  ver- 
«ffentlieht  in  einer  Note  in  Paria,  G.  B,  t.  97  (1883). 

117)  In  Abhandlungen  in  PaHs,  C.  R.,  t.  B7  (1888),  wieder  abgedruckt  als 
Anhang  za  eeiuer  Übersetzung  des  Lehrbuchs  von  Clebsch  (Paris  ISSS), 

116)  In  der  eben  angezogeueii  ClebBch-Äuegabe,  N(A«  du  %  61.  Vgl.  Lord 
Bayteigh,  Theory  of  Sound,  Kap.  VIII. 

119)  Anhang  zum  Report  of  the  CommigsiMierg . . .  to  enquire  into  (Ar  Ap- 
pUeation  of  In»i  to  Baüway  Structure»  (1849). 

12U)  Cambridge,  Phil  Soe.  IVans.  vol.  8  (IB49)  —  Stokea,  3taili.  und  I^ys. 
PapeTB.  vol.  2  (Cambridge  1888),  p.  178. 

181)  Park,  Ann.  dee  Miiies,  t.  7  (1866). 

123)  In  der  Clebsch-Anagabe,  NoU  du  S  61. 
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precis  ihrer  Itesultate  kaim  man  im  zweiten  Bande  tod  Todhunter 
und  Pearsons  History  (Artikel  378  tT.)  nachleseo. 

Wir  sahen  bereits,  wie  Probleme  des  Gleichgewichts  und  der 
Schwin^ngen  ebener  Platten  und  krummer  Schalen  vor  der  Entdeckung 
der  Grundgleichungen  der  Elastizität  in  Angriff  genommen  wurden  und 
wie  diese  Aufgaben  zu  jenen  gehörten,  die  zur  Erschließung  solcher 
Oleichungen  fQhrten.  Nach  der  Formulierung  der  Gleichungen  scheint 
man  in  der  Behandlung  des  Problems  der  Schalen  viele  Jahre  lang 
wenig  Fortschritte  gemacht  zu  haben;  riel  Beachtung  fand  aber  das 
speziellere  E*roblem  der  Platten.  Sowohl  Poisaon'*^  wieCauchy'^J 
behandelten  es,  ausgehend  von  den  Grundgleichungen  der  Elastizität 
und  Yon  der  Annahme,  daß  alle  vorkommenden  Größen  sich  nach 
Potenzen  des  Abstandes  von  der  Mittelfläche  entwickeln  lassen.  Die 
Oleichungen  des  Gleichgewichts  und  der  freien  Schwingung,  diefBr 
den  Fall  gelten,  dafi  die  Verschiebung  rechtwinkelig  zur  Ebene  der 
Platte  gerichtet  ist,  wurden  abgeleitet  Über  die  Poissonschen  Rand- 
bedingungen ist  viel  gestritten  worden.  Dieselben  drDcken  aus,  daß 
die  resultierenden  Kräfte  und  Kräftepaare,  die  am  Rande  angreifen, 
gleich  sein  mflssen  den  Kräften  und  Kräftepaaren,  die  ans  der  Verzerrung 
•entspringen.  In  einer  berühmten  Abhandlung  wies  Kirchhoff"'^) 
□ach,  daß  von  jenen  Bedingungen  eine  nberzählig  ist,  sie  sich  also 
im  allgemeinen  nicht  gleichzeitig  befriedigen  lassen.  Seine  Methode 
ruht  auf  zwei  Voraussetzungen:  1)  anfänglich  zur  Mittelfläcbe  der 
Platte  normale  Fasern  bleiben  nach  der  Verzerrung  gerade  und  nor- 
mal zur  Mittelfläche,  2)  alle  Elemente  der  Mittelfläche  bleiben  nn- 
gedehnt.  Diese  Voraussetzungen  ermöglichten  es  ihm,  die  potentielle 
Energie  der  gebogenen  Platt«  durch  die  in  der  Mittelfläche  hervor- 
gerufenen Krümmungen  auszudrücken.  Mit  Hilfe  des  Prinzips  der 
virtuellen  Arbeit  wurden  sodann  die  Bewegungsgleichnngen  nnd  die 
Randbedingungen  abgeleitet;  schließlich  wurden  diese  auf  das  Problem 
der  Biegnngsschwingnngcn  einer  Kreisplatte  angewendet. 

Man  kann  das  Problem  der  Platten  mittels  ähnlicher  Überlegungen 
in  Angriflf  nehmen,  wie  sie  Kirchhoff  in  seiner  Theorie  dünner  Stäbe 
gebrauchte.  Eine  Behandlung  des  Problems  nach  diesem  Verfahren 
wurde  von  Gehring'**)  geliefert  und  später  in  verbesserter  Form  tob 

125)  In  der  Abb  and  long  vom  Jahre  1628.  Die  UnterBucbuiii;  ist  zum  groBen 
Teil  in  Todhunter  ond  Peamona  History  wiedergegeben. 

134)  In  einem  Artikel  „Sur  requilibre  et  le  mouvement  d'une  plaque  solide" 
in  den  Exm-dets  de  mathemaliquea ,  vol.  3  (1828).  Vob  dieeem  Artikel  ist  das 
meiite  ebenfalls  von  TodhunteT  und  Pearaon  wiedergegeben. 

126)  /.  /:  MtUh.  (OrelUj,  Bd.  40  (1850). 

1S6)  „De   i^qnaüonibuE   ditfeieiitialibuB   qaibua   iequilibrium    et   motna   la- 
mine  crj'BtallinK  deGniuntur"  (Dias,),  Berlin  1860.     Man  kann  die  Entwicklungen 
in  Eircbhofis  VorUttungeti  aber  niath,  Pltys.,  Mtdianik,  zum  Teil  auch  im  Lehr- 
buch ron  Clebscb  nachleaen.  ^,  . 
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Eirchhoff'")  übemommen.  Im  einzelnen  tilmelt  die  ÄuBfllhrang  auSer- 
ordentlich  jener  in  KircUtoff?  Theorie  dünner  Stabe;  sie  ährt  zu 
einem  Auedruck  für  die  potentielle  Energie  pro  Flächeneinheit  der 
Mittelöäche  der  Platte^  Dieser  Ausdruck  besteht  ans  zwei  Teilen: 
der  eine  ist  eine  quadratische  Funktion  der  Größen,  welche  die  Deh- 
nung der  Mittelfläcfae  definieren,  mit  einem  der  Plattendicke  pro- 
portionalen Koe^zienten,  der  andere  eine  quadratiache  Funktion  der 
Größen,  welche  die  Biegung  der  Mittelfiäehe  definieren,  mit  einem 
Koeffizienten,  der  der  dritten  Potenz  der  Dicke  proportional  ist.  Die 
Gleichungen  der  kleinen  Bewegung  werden  durch  Anwendung  des 
Prinzips  der  virtuellen  Arbeit  abgeleitet.  Wenn  die  Verschiebung 
eines  Punktes  der  Uittelfläche  sehr  klein  ist,  so  Mngt  die  Biegung 
nur  von  den  zur  Plattenebene  senkrechten  Verschiebungen,  die  Deh- 
nung nur  von  den  zur  Plattenebene  parallelen  Verschiebungen  ab, 
und  die  .Gleichungen  zerfallen  in  zwei  Gruppen.  Die  Gleichung  der 
BiegungsBchwinguogen  und  die  Grenzbedingungen  stimmen  überein 
mit  denjenigen,  die  Kirchhoff  früher  aufgefuuden  und  diskutiert  hatte.^^) 
Wie  in  der  Theorie  der  Stäbe,  so  wendet  sich  auch  in  der  Platten- 
theorie die  Aufmerksamkeit  vielmehr  den  auf  die  Gesamtdicke  be- 
zogenen Drucken,  Schubkräften  and  Biegungsmomenten  zu  als  den 
auf  die  FlUchenelemente  wirkenden  Spannungen,  die  zu  solchen  Kräften 
and  Uomenten  AnlaB  geben.  Um  die  Vorstellungen  zu  fixieren,  denken 
wir  die  Platte  horizontal  und  betrachten  die  auf  eine  gedachte  ver- 
tikale Schnittebene  ausgeübten  Kräfte;  auf  dieser  Ebene  wollen  wir 
durch  zwei  benachba^e  Vertikalen  ein  kleines  Flächenstlick  bugrenzen. 
Die  Entfernung  dieser  beiden  Linien  heifie  die  „Breite"  des  Flächen- 
stücks. Die  Spannungen  auf  die  Elemente  dieses  Flächenstücks  sind 
statisch  gleichwertig  mit  einer  Kraft  im  Schwerpunkt  desselben  und 
einem  Moment.  Ist  die  „Breite"  sehr  klein,  so  ist  die  Größe  der 
Kraft  und  des  Moments  der  Breite  proportional  und  wir  können  sie 
auf  die  Längeneinheit  der  Linie  beziehen,  in  der  unsere  vertikale 
Schnittebene  die  Mittelfläche  der  Platte  durchsetzt.  Die  so  gerech- 
neten Kraft-  und  Momentenkomponenten  nennen  wir  die  „Spannungs- 
resultanten" und  „Spannungsmomente".  Die  Spann  ungsresultnnten 
bestehen  aus  einem  Zug  senkrecht  zur  Ebene  des  Flächenstücks,  einer 
wagerechten  Schubkraft  und  einer  lotrechten  Schubkraft.  Die  Spannungs- 
momeute  hiiben  eine  Komponente  um  die  Normale  der  Schnittebene, 
welche  wir  das  „Drillungsmoraent"  nennen,  und  eine  Komponente  in 
der  diese  Konnale  enthaltenden  Vertikalebene,  welche  wir  das  „Biegungs- 
moment" nennen.  Die  Spannungsresultaoten  und  Spannnngsmomente 
hängen  ab  von  der  Richtung  der  Schnittebene,  sie  sind  aber  fiir  alle 
derartigen  Dichtungen  bekannt,  wenn  man  sie  für  zwei  derselben  kennt. 

127)   Vorlesungen  über  math.  Phyn.,  Mfchanik. 
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Clebsch")  überuahin  au8  der  KirchliofF-Gehringsclien  Theorie  die  un- 
gefähre Schätzung  der  Verzerrung  und  Sp&nnnng  in  einem  kleinen 
Ton  vertikalen  Schnittebeneu  begrenzten  Teil  der  Platte  und  stellte 
die  in  den  Spannungareaultanten  und  Spannungsmomenten  ausgedrück- 
ten Gleichgewichtsbedingnngeu  fQr  die  Platte  auf.  Seine  Gleichungen 
zerfallen  in  zwei  Gruppen :  die  eine  Gruppe  enthält  die  Zugspannungen 
und  die  horizontalen  Schubkräfte,  die  andere  Gruppe  die  Spannungs- 
momente  und  die  Tertikaien  Schubkräfte.  Die  letztere  Gleichui^^ 
gruppe  bezieht  sieb  auf  die  Biegung  der  Platte  und  ist  von  der  Form, 
dafi,  wenn  der  Zusammenhang  zwischen  den  Spannungsmomenten  und 
d«r  Deformation  der  Mittelebene  bekannt  ist,  die  vertikalen  Schub- 
ki^Lfte  sich  bestimmen  lassen  und  eine  Gleichung  für  die  Durch- 
bi^ung  der  Platte  aufgestellt  werden  kann.  Die  Ausdrücke  fOr  die 
Momente  aind  aus  der  Kirchho&chen  Theorie  zu  entnehmen.  Clebsch 
löste  seine  Gleichung  für  die  Durchbiegung  einer  Ereisplatte,  die  am 
Kande  eingeklemmt  und  irgendwie  belastet  ist. 

Die  ganze  Theorie  der  in  Spannnngsreeultanten  und  Spannungs- 
momenten ausgedrückten  Gleicbgewichtsbedingungen  wurde  von  Kelvin 
und  Tait")  über  jede  Kritik  erhoben.  Diese  Autoren  bemerkten  auch, 
daß  im  Falle  der  gleichförmigen  Biegung  die  Ausdrücke  für  die 
Spuujungsmomente  sich  aus  der  Saint -Venantschen  Theorie  der  anti- 
klastischen Biegung  eines  Balkens  ableiten  lassen;  die  Verschmelzung 
zweier  Poissonschen  Bandbedingungen  zu  einer  Eirchhoffschen  erkürten 
sie  als  Beispiel  für  das  Prinzip  der  elastischen  Gleichwertigkeit  ata- 
tisch gleichwirkender  Lastensysteme.  Neuere  Untersuchungen  haben 
dazu  beigetn^en,  die  Schwierigkeiten  zu  beseitigen,  die  man  hinsicht- 
lich der  Kirchhoöschen  Theorie  empfunden  hatte.'**)  Weiteren  Fort- 
schritten ist  das  Fehlen  strenger  Lösungen  von  Problemen  der  Platten- 
biegung, wie  sie  Saint-Yenant  für  Balken  gefunden  hatte,  hinderlich 
gewesen.  Die  wenigen  derartigen  Lösungen,  die  man  gewonnen  hat"*), 
deuten  auf  eine  Bestätigung  des  Hauptergebnisses  der  Theorie,  das 
nicht  streng  bewiesen  ist,  nämlich  des  Mäherungsauadrucks  für  den. 
Zusammenhang  zwischen  den  Spannungsmomenten  und  der  Krümmung 
der  Mitteliläche. 

Das  Problem  der  krummen  Platten  oder  Schalen  nahm  von  den 
Gmndgleichungen  der  Mastizität  aus  zuerst  H.  Aron*^^  in  Angriff. 
Kr   drückte   die   Geometrie   der  Mittelääche   nach   Gaußischer  Weise 

128)  S.  z.  Bap,  J.  BouBBinesq,  J.  de  Maäi.  (Liouville),  (S«r.  3),  t.  19  (1871) 
und  (Str.  8),  t.  5  (1879);  H.  Umb,  London  Math.  Soe.  Proe.,  vol.  21  {1890); 
J.  H.  Michell,  London  Math.  Soc.  Proc.,  vol.  31  (1900);  J,  Hodomard,  Tram.  Amer. 
Math.  8oc.,  vol.  3  (I80a). 

laS)  Einige  Losungen  gab  Saint-Tenant  in.BeinerClebacb-Ausgabe,  p.  887  ff. 
Ander«  findet  man  in  Kap.  XXII  diesea  Buches. 

180)  J.  f.  Jtfaffi.  (OrtlU),  Bd.  38  (1874). 
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mittels  zweier  Parameter  ans  und  übertrug  auf  das  Problem  die  Me- 
thode, die  Clebsch  bei  den  Platten  benutzt  hatte.  Er  gelangte  zu 
einem  Ausdruck  für  die  pot«utLelle  Energie  der  verzerrten  Schale,  der 
von  derselben  Korm  ist  wie  jener,  den  Kirchhoff  für  die  Platten  er- 
halten batte;  nur  traten  &d  die  Stelle  der  Größen,  die  die  KrQnunung 
der  Mittelääche  definieren,  die  Unterschiede  ihrer  Werte  im  verzerrten 
und  im  unverzerrteu  Zustand.  E.  Mathieu'")  Übertrug  auf  das  Pro- 
blem die  Methode,  die  Poisson  bei  den  Platten  benutzt  hatte.  Er 
bemerkte,  daß  die  bei  einer  Schale  miJglichen  Schwingungaarten  nicht 
in  Klassen  zer&Ilen,  die  bezüglich  durch  normale  und  tangentiale 
Verschiebungen  gekennzeichnet  sind,  und  legte  Bewegungsgleicbungen 
zugrunde,  die  sich  aus  der  Aronschen  Formel  filr  die  potentielle 
Energie  durch  Beibehaltung  jener  Glieder  ableiten  ließen,  welche  nur 
von  dei' Dehnung  der  MitteMäch  eabhängen.  Lord  Bayleigh'^')  schlug 
eine  andere  Theorie  vor.  Aus  physikalischen  Überlegungen  schloß 
er,  daß  die  Mittelääche  einer  schwingenden  Scbale  ungedehnt  bleibt, 
und  ermittelte  in  Übereinstimmung  mit  dieser  Bedingung  den  Cha- 
rakter der  Verschiebuog  eines  Punktes  der  Mittelfläche.  Die  unmittel- 
bare Anwendung  des  Kirchhoff-Gehringschen  Verfahrens"')  führte  zu 
einer  Formel  für  die  potentielle  Energie  von  derselben  Gestalt  wie 
die  der  Aronscheti  und  zu  Bewegungsgleicbungen  und  Randbedingungen, 
die  mit  der  Lord  Bajleighschen  Theorie  schwerlich  zu  vereinbaren 
waren.  Spätere  Untersuchungen  haben  gezeigt,  daß  die  Dehnungen, 
die  so  als  notwendige  Begleiterscheinung  der  Schwingungen  erwiesen 
waren,  praktisch  auf  einen  schmalen  Bereich  am  Rande  der  Sehale 
beschränkt  sein  werden,  während  der  größte  Teil  der  Sehale  nach 
dem  Lord  Rayleighschen  Typus  schwingt. 

Wann  immer  sehr  dünne  Stäbe  oder  Platten  bei  Bauwerken  ver- 
wendet werden,  wird  es  nötig,  die  Möglichkeit  des  Knickens  in  Be- 
tracht zu  ziehen;  so  tritt  uns  dos  allgemeine  Problem  der  elastischen 
Stabilität  entgegen.  Wir  sahen  bereits,  daß  die  ersten  Untersuchungen 
aber  derartige  Probleme  von  Euler  und  Lagrange  angestellt  wurden. 
Es  sind  eine  Reihe  einzelner  Probleme  gelöst  worden.  Bei  allen 
diesen  sind  zwei  Gleichgewichtslagen  für  die  gleiche  Anordnung 
äußerer  Kräfte  möglich,  und  der  gewöhnliche  Beweis"*)  für  die  Ein- 
deutigkeit der  Lösung  der  Gleichungen  der  Elastizität  versagt.  £ine 
allgemeine  Theorie  der  elastischen  Stabilität  entwarf  G.  H.  Bryan"^). 
Er  gelangte  zu  dem  Resultat,  daß  der  Eindeutigkeitssatz  nur  in 
solchen  Fällen  hinfällig  wird,  wo  große  wechselseitige  Verschiebungen 

131}  J.  de  VEeole  polj/techniqat,  t.  61  (1888). 

132)  Lnndon  3Iath.  Soc,  Proc,  vol.  18  (1882,. 

133)  A.  E.  H.  Love,  Phil  Trans.  Soy.  Soc.  (Ser,  A),  vol,  179  (1888). 
ISi)  Kirchhoff,   VorUgangen  Über  math.  T^ys.,  Mechanik. 

1851  Cambridge  ThÜ.  Soc.  Proe..  vol.  8  (1«89),  p.  199 
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bei  sehr  kleiueii  Verzerrungen  auftreten  köniien,  wie  in  dünnen 
Stäben  und  Platten;  ferner  in  Fällen,  wo  Verseluebungen,  die  sich 
nur  wenig  von  den  bei  einem  starren  Körper  möglichen  Ver- 
rückungen unteracheiden,  Btattfinden  können,  wie  bei  einer  Kugel,  die 
in  einen  Ereisring  von  etwae  kleinerem  Durchmesser  gedrückt  wird. 
In  tillen  f^en,  wo  zwei  Gleichgewichtslagen  möglich  sind,  ist  das 
Kriterium  für  die  Bestimmung  der  wirklich  angenommenen  L&ge  durch 
die  Bedingung  gegeben,  daß  die  Enei^ie  ein  Minimum  sein  muß. 

Die  Geschichte  der  mathematischen  Theorie  der  Klastizität  zeigt 
deutlich,  daß  die  Entwicklung  der  Theorie  nicht  ausschließlich  durch 
Rücksichten  auf  ihre  Brauchbarkeit  für  die  technische  Mei^hanik  ge- 
leitet wurde.  Den  meisten  Männern,  durch  deren  Forschungen  sie 
begrOndet  und  ausgestaltet  wurde,  lag  mehr  am  wissenschaftlichen 
als  am  materiellen  Fortschritt,  mehr  daran,  die  Welt  zu  verstehen, 
als  sie  bequemer  zu  machen.  Diese  Geistesrichtung  hat  es  mög- 
licherweise bewirkt,  daß  die  Elastizitätstheorie  weniger  zum  mate- 
riellen Fortschritt  der  Menschheit  beigetragen  hat,  als  sie  es  sonst 
wohl  getan  haben  würde.  Sei  dem  wie  ihm  wolle,  der  geistige  Ge- 
winn, der  ans  der  Arbeit  dieser  Männer  erwachsen  ist,  ist  sehr  hoch 
anzuschlagen.  Die  ÄnseinHndersetzungen,  die  über  die  Zahl  und  Be- 
deutung der  elastischen  Konstanten  stattgefunden  haben,  haben  über 
die  tiefsten  Fragen  betreffend  die  Natur  der  Moleküle  und  die  Art 
ihrer  Wechselwirkung  Licht  Terbreitet,  Die  Versuche,  die  optischen 
Erscheinungen  mittels  der  Hypothese  eines  Mediums  zu  erklären,  das 
denselben  physikalischen  Charakter  wie  ein  elastischer  Körper  besitzt, 
führten  in  erster  Linie  zur  Erfassung  eines  konkreten  Beispiels  ftir 
ein  Medium,  das  transversale  Schwingungen  fortzupflanzen  vermag, 
und  auf  einer  späteren  Stufe  zu  dem  endgültigen  Schluß,  daß  das  als 
Lichttniger  dienende  Medium  uicht  den  in  der  Hypothese  angenommenen 
physikalischen  Charakter  besitzt.  80  haben  sie  in  letzter  Linie  unsere 
Vorstellungen  von  der  Natur  des  Äthers  und  der  Natur  der  Licht- 
schwingungen  wesentlich  erweitert.  Die  Methoden,  die  man  für  die 
Lösung  der  Gleichungen  de.t  Gleichgewichts  eines  isotropen  festen 
Körpers  ersonnen  hat,  bilden  einen  wichtigen  Teil  einer  analytischen 
Theorie,  die  in  der  reinen  Mathematik  eine  hohe  Bedeutung  besitzt. 
Die  Anwendung  dieser  Methoden  auf  das  Problem  der  inneren  Kon- 
stitution der  Erde  hat  zu  Ei^ebniseen  geführt,  die  sowohl  in  der 
Geoli^e  als  in  der  kosmischen  Pbysik  auf  die  Richtung  des  spekula- 
tiven Denkens  nachhaltig  einwirken  müssen.  Selbst  bei  den  mehr 
technischen  Problemen,  wie  bei  der  Ausbreitung  der  Kraft  und  dem 
Widerstand  von  Stäben  und  Platten,  hat  größtenteils  eher  die  theo- 
retische als  die  praktische  Seit«  dieser  Fragen  die  Aufmerksamkeit 
auf  sich  gezogen.  Darin  Einsicht  zu  erlangen,  was  beim  Stoß  vor- 
geht, die  Theorie  des  Verhaltens  dünner  Stäbe  mit  den  Grundgleidiungen 
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in  Einklang  zn  bringen  —  diese  und  ähnliche  Ziele  waren  fOr  die 
meiBten  der  Männer,  denen  wir  die  Elastizitätstheorie  verdanken,  ver- 
lockender als  daa  Streben,  Mittel  ausfindig  zn  machen,  um  bei  Ma- 
schinen konstraktiouen  Ersparnisse  zu  bewirkeu  oder  die  Sicherheita- 
bedingungen  bei  Bauwerken  festzustellen.  Die  Tatsache,  daß  große 
matwieile  Fortschritte  der  indirekte  Erfolg  von  in  diesem  Geiste 
geleisteter  Arbeit  sind,  ist  nicht  ohne  Beileutui^.  Die  ebenso 
bedeutsame  Tatsache,  dafl  die  meisten  grofiea  Fortschritte  in  der 
Naturwissenschaft  von  Männern  herrühren,  die  aus  erster  Hand  mit 
den  Bedürfnissen  der  Praxis  und  ezperimeateiien  Methoden  bekannt 
waren,  ist  oft  genug  betont  worden;  und  obwohl  Namen  wie  Green, 
Poisson,  Cauchy  zeigen,  daß  diese  Regel  nicht  ohne  wichtige  Aus- 
nahmen besteht,  finden  wir  sie  doch  durch  zahlreiche  Beispiele  in  der 
Geschichte  unserer  Wissenschaft  besfötigt. 
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Kapitel  I. 
Analyse  der  Verzerrnng. 

§  1.  Delmimg. 

Wenn  iofolge  irgend  welcher  Ursachen  in  der  gegenseibigen  L^e 
der  Teile  eines  Körpers  Änderungen  eintreten,  so  nennt  man  den 
Körper  „verzerrt"  (engl,  „strained").  Ein  sehr  ein&ches  Beispiel  eines 
verzerrt-en  Körpers  ist  ein  gedehnter  Stab.  Ein  Stab  von  quadratischem 
Querschnitt  sei  vertikal  aufgehängt  und  am  unteren  Ende  mit  einem  Ge- 
wichte belastet.  Man  ziehe  auf  dem  Stabe  in  seiner  Längsrichtung  eine 
Linie,  bezeichne  auf  ihr  zwei  Punkte  und  messe  den  Abstand  dieser 
Punkte.  Wenn  das  Gewicht  angehängt  ist,  ist  der  fragliche  Abstand  ein 
wenig  größer  als  bevor  es  angehängt  war.  Sei  l^  die  Länge  vor  der 
Beckung,  l  die  Länge  nach  derselben.  Dann  ist  (l  —  l^)  j  \  eine  Zahl  (im 
allgemeinen  eine  sehr  kleine  Bruchzahl),  welche  die  Dehnung  (engl,  ejcteti- 
sion)  der  fraglichen  Linie  genannt  wird.  Ist  diese  Zahl  die  gleiche  für  alle 
zur  Balkenliuige  parallelen  Linien,  so  kann  man  sie  als  „die  Dehnung  des 
Stabes"  bezeichnen.  Ein  Stahlstub  von  1  Quadratzoll  (=  6  -  4515  cm*) 
Qoerschnittainhalt,  der  mit  1  Tonne  (^  1016  ■  05  kg)  belastet 
wird,  wird  eine  Dehnnng  von  ungefähr  7  x  10"*  erfahren.  Es  ist 
klar,  dafi  zur  Messung  solch  kleiner  Größen  ziemlich  genaue  Apparate 
und  verfeinerte  Beobachtungsmethodcn  erforderlich  Bind,')  Ohne  auf 
Messungsverfabren  einzugehen,  wollen  wir  etwas  näher  den  Verzerrungs- 
zustand in  dem  gereckten  Stabe  betrachten.  Es  bezeichne  e  die  Deh- 
nung des  Stabes,  sodaS  seine  Länge  im  Verhältnis  l  -j-  e ;  1  gewacbsen  - 
ist;  wir  betrachten  das  Volumen  eines  Stabteils,  der  von  zwei  be- 
stimmten Querschnitten  begrenzt  wird.  Dies  Volumen  wird  durch 
Recken  des  Stabes  vei^röBert,  nicht  aber  im  Verhältnis  l  +  e:l. 
Wird  der  Stab  in  der  Längsrichtung  gereckt,  so  zieht  er  sich  seitlich 
zusammen.  Wenn  e'  die  lineare  Querverkilizung  ist,  so  verkleinert 
sich  der  Querschnittsinhalt  im  Verhältnis  (1  —e')':  1,  und  das  frag- 
liche Volnmen  wächst  im  Verhältnis  (1  +  e)  (1  —  e')';  1.  Im  Falle 
eines  durch  Zug  gespannten  Stabes  ist  e'  ein  gewisses  Vielfaches  von 
e,  etwa  oe,  und  a  beträgt  für  sehr  viele  Stoße  ungefähr  ^  oder  ^. 
Ist  e  sehr  klein  und  wird  e*  vernachlässigt,  so  ist  die  Flächenkontrak- 
tion gleich  2ae  und  die  kubische  Dilatation  gleich  (I  —  2tf)  e. 

11  S.  z.  B.  Swing,  Strengtli  of  Materials  (Cambrid^  1890),  p-  TS  fF. 
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Um  den  VerzerruDgszuBtand  reehneriBch  zu  beschreiben,  wttrden 
wir  ein  Koordinaten syetem  x,  y,  x  mit  dem  Ursprung  auf  der  Achse 
nehmen  und  die  ^-Koordinate  längs  der  Stablänge  mesBCD.  Irgend' 
ein  Teilchen  des  Stabes,  das  vor  Anhäugung  des  Gewichtes  die  Koor- 
dinaten x,y,e  hat,  wird  hernach  eine  neue  Lage  einnehmen.  Das 
Teilchen,  das  sich  zu  Anfang  im  Ursprung  befand,  möge  den  Weg  z^ 
zuracklegen,  dann  bewegt  sich  das  Teilchen,  das  an  der  Stelle  {x,y,z)i 
war,  nach  einem  Punkte,  dessen  Koordinaten  sind 

a-(l-ffe),    y(l-tfe),    z^-\- {e  -  z^){\ -^  e). 
Der  Verzerr ungszustand   ist  also   uicht  gerade  einfach.     Könnte  mau 
am    Stabe   seitliche    Kräfte   anbringen,    um    die   Querrerkilrzung   zu 
verhindern,  so  wOrde  sich  der  Yerzeriungszu stand  sehr  vereinfachen. 
Man  wird  ihn  dann  als  „einfache  Dehnung^  kennzeichnen. 

§  2.  Reiner  Scbab. 
Als  zweites  Beispiel  einer  Verzerrung  wollen  wir  aunehnien,  daß 
am  Stabe  seitliche  Kräfte  angebracht  werden,  die  eine  Dehnung  der 
zur  X-Achse  parallelen  Linien  vom  Betrage  c,  und  eine  Dehnung  der 
zur  y- Achse  parallelen  Linien,  vom  Betrage  £,  hervorrufen,  ferner  daß 
nötigenfalls  Längskräfte  angebracht  werden,  um  Dehnung  oder  Ver- 
kflrzung  parallel  zur  z-Achse  zu  verhindern.  Das  Teilchen,  das  an 
der  Stelle  (x,  y,  z)  war,  wird  sich  nach  [x  +  SiX,  y  +  £,.v,  z)  bewegen 
and  der  Inhalt  des  Querschnitts  im  Verhältnis  (1  +  e,)  (1  +*,):! 
wachsen.  Sind  Cj  und  c,  so  mite^inander  verknüpft,  daß  dies  Yer- 
hältnis  gleich  eins  ist,  so  wird  im  Flücheninhalt  des  Querschnitts  oder 
im  Volumen  irgend  eines  Stabteiis  keine  Änderung  eintreten,  die  Ge- 
stalt des  Querschnitts  aber  wird  sich  verzerren.  Es  ist  dann  entweder 
*,  oder  f,  negativ,  d.  h.  man  hat  VerkürzuTUj  der  entsprechenden 
Linienschar.  Die  in  dem  Sbibe  hervorgerufene  Verzerrung  beißt 
„reiner  Schub"  („reine  Schiebung").  Fig.  1  unten  zeigt  ein  Quadrat 
ÄBCJD,  das  durch  reinen  Schub  zu  einem  Rhombus  A'B'C'D'  von 
gleichem  Flächeninhalt  verzerrt  wird. 

§  3.    £infaeli«r  Schub. 
Als  drittes  Beispiel  einer  Verzerrung  wollen  wir  annehmen,  daß 
der  Stab,  nachdem  er  durch  reinen  Schub  entstellt  wurde,  als  Ganzes 
um  seine  Achse  gedreht  wird.     Es  sei  die  «-Achse  die  Richtung,  in 
der  die  Verkürzung  stattfindet;  wir  setzen 

£,  —  f,  =^  tgo:._ 
Wir  können  dann  zeigen,   daß,   wenn  die  Drehung  den  Betrag  a  im 
Sinne  von  y  nach  z  hat,  die  von  jedem  Teilchen  eingenommene  Lage 
dieselbe  ist,  in  die  es  gelangt  wäre,  falls  alle  Teilchen  in  der  Richtung 
einer  bestimmten  Linie  Wege  zurückgelegt  hätten,  die  den  Abständen 
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r  gewissen  diese  Linie  enthaltenden  Ebene  pro- 


der  Teilohen  Ton  i 
portional  sind. 

Da  (1  +  8j)  (l  +  E,)  =  1  und  i,  —  e,  =  2  tg«,  so  haben  wii- 
1  +  «1  —  aee«  — tgK,     1 -f  b,  =  sec«  +  tg«. 
Dnrch  den  reinen  Sohnb  wird  das  Teilchen,  das  Bich  in  {x,  y)  befand,  nach 
(j,,  yj  bewegt. 


Vi  =y  (seoet +  ig«); 
8  nach  (a^,  y,)  Tersetzt,  wo 
y,  ■«  —  X,  sin  (t  +  ji  cos  a; 


r  (sec  tt  —  tg  «) 
durch  die  Drehung  wiederum  wird 
ij  =  X,  cos  «  -)-  y,  sin  o , 
sodafl  wir  haben 

X(  =  x  +  tgB  (— xcoBK  +  ytl+sin«)), 
i/i^iZ  +  tga  (-a:(l  — sinii)  +  yC08«l. 
Schreiben  wir  nun  ß  fftr  ^n  —  a,  so  haben  wir 

a^=i  +  2tg«cosi^(— xsln^^  +  l/cos-J-^), 
yj=y +  2  tgosin}(3  (- x  sinf  ^ +y  cos-i^); 
wir  bemerken,  daß 

—  Xjsin^^  +  y^üOB^p  =  —  :cgin|-^-|-y  cos^|S 

jr,  cos  }  p  +  y,  sin  ^  (3  =  ic  cos  i  j3  +  y  sin  i-  ^  +  2  tg  «  (—  X  sin  I  ^  +  y  cos  i  ^). 
Nehmen  wir  daher  ein  (X,  y}-Acbsensystein,  das  aus  dem  (x,  y)- 
System  durch  Drehung  um  \a  ~  ^a  im  Sinne  von  x  nach  y  erh^ten 
wird,  so  sehen  wir,  daß  das  Teilchen,  welches  sich  in  (X,  Y)  befand,  durch 
den  reinen  Schub  mit  nachfolgender  Drehung 
nach  dem  Punkte  (X,,  Y^)  hinbewegt  wird,  wo 

X,  =  x  +  2tgß-  y,    rj=  y. 

Somit  gleitet  jede  Ebene  des  Körpers,  die  zur 

(X,  i:)-Ebene  parallel  ist,  in  sich  in  der  Richtung 

der  X-Achse  um  ein  StUck,  das 

der  Entfernung  der  Ebene  von 

der  (X,2)-Ebene  proportional  CK 

ist.   Die  eben  beschriebene  Art 

der  Verzerrung  heißt  „einfacher 

Schub",  der  Winkel  a  ist  der 

„Schubwinkel"  und  2  tg  a  der 

irBetrag  des  Schubs". 

Fig.  1  zeigt  ein  Quadrat  / 
ABCD,    das   durch 
reinen      Schub      zu 

einem  Bhombus 
A'B'C'D'  von  glei- 
chem Inhalt  verzerrt 
wird;  das  letztere 
wird  dann  in  die  Lage 
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A"B"C"D"  gedreht.  A'OA"  ist  der  Scbabwinkel  und  der  Winkel 
AOX  d&B  halbe  Komplemeot  desselben.  Die  Linien  AA",  BB", 
CC",  DD"  sind  parallel  zur  Ächee  OX  und  proportional  den  Ao- 
atändeu  toq  derselben. 

Wir  werden  finden »  ^^  ^^  Verzerrungsarten  sich  in  einfache 
Dehnungen  und  einfache  Schiebungen  zergliedern  lassen;  um  aber  ver- 
wickelte Verzemingszu stände  darsulegen  und  mittels  einfacherer  Ver- 
zerrungen auszudrücken,  brauchen  wir  eine  allgemeine  kinematische 
Theorie.') 

§  4;  VersoMebang. 

Wir  haben  in  allen  Fällen  bei  einem  Körper  zwei  Zustande  zu 
unterscheiden  —  einen  ersten  und  einen  zweiten  Zustand.  Aus  ihrer 
Lage  im  ersten  Zustand  gehen  die  Teilchen  des  Körpern  in  ihre  Lage 
im  zweiten  Zustand  Über  durch  eine  Verschiebung  (engl,  displacement). 
Die  Verschiebong  kann  so  sein,  daß  die  Linie,  die  zwei  Teilchen  des 
Körpers  verbindet,  im  zweiten  Zustand  dieselbe  Lange  hat  wie  im 
ersten;  dann  ist  die  Verschiebung  eine  solche,  wie  sie  in  einem  starren 
Körper  möglich  ist.  Wenn  dagegen  die  Verschiebung  die  Länge  irgend 
einer  Linie  rerändert,  so  kennzeichnet  man  den  zweiten  Zustand  des 
Körpers  ab  „verzerrten  Zustand"  und  spricht  dann' von  dem  ersten 
Zustand  als  dem  „unreizerrten  Zustand". 

Im  Folgenden  werden  wir  die  Koordinaten  des  Punktes,  den  ein 
Teilchen  im  unverzerrten  Zustand  des  Körpers  einnimmt,  mit  x,  y,  z  be- 
zeichnen und  die  Koordinaten  des  Punktes,  den  dasselbe  Teilchen  im 
verzerrten  Zustand  einnimmt,  mit  x  -\-  u,  y  -\-  v,  z  -^  w.  Dann  sind 
u,  V,  w  die  Projektionen  einer  Vektorgröße  —  der  Verschiebung  — 
auf  die  Achsen.  Wii  nehm^i  u,  v,  w  als  stetige  Funktionen  von 
X,  y,z  an  und  werden  im  allgemeinen  voraussetzen,  daß  es  analytische 
Funktionen  sind. 

Es  ist  klar,  daß  der  Verzemmgszustand  völlig  bestimmt  ist,  wenn 
die  Verschiebung  (u,  v,  w)  gegeben  ist;  insbesondere  laßt  sich  die 
Länge  der  Linie  bestimmen,  die  irgend  zwei  Teilchen  verbindet. 

§  ö.  VerecbiebTuig  bei  einfacher  Debnang  and  elDfachem  Schnb. 

Bei  einer  zur  i;-Ach8B  parallelen  einfachen  Dehnung  ist  die  Verschiebung 
gegeben  durch  die  Gleichungen 

„  =  ex,  r  =  0,  (r  -  0, 
wo  e  der  Betrag  der  Dehnung.     Ist  e  negativ,  so  besteht    Virkilnung. 

1)  Man  verdankt  die  Theorie  zum  gröBton  Teil  Cauchy  (8.  Einleitung). 
Einige  Verbeweningen  lieferte  Clobsch  in  eeiaem  Lehrbuch  von  1862.  andere 
lieferten  Kelvin  und  Tait,  Hat.  Phil.  Teil  I. 
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*  Bei  einfachem  Schub  vom  Betrag  s,  bei  dem  die  zur  x-Achse  parallelen 
Linien  in  sich  gleiten  und  Teilchen  in  einer  zur  {x,  y)- Ebene  parallelen 
Ebene  in  dieser  verbleiben,  ist  die  Verschiebung  gegeben  durcb  die 
Gleichungen 


=  sy,  ( 


=  0. 


In  Fig.  2  ist  AB  ein  Abschnitt  einer  zur  2^-Achse  parallelen  Linie, 
der  von  0  aus  unter  dem  Wirbel  2ti  erscheint  und  von  Oy  halbiert  wird. 
Durch  den  einfachen 
Schub  werden  die  auf  a_  ~  P_B 
der  Linie  OA  liegenden 
Teilchen  so  verschoben, 
daß  sie aufO£za liegen 
kommen.  Das  Teilchen 
in  irgend  einem  Punkt 
Pauf  .^2f  wird  nach  Q 
auf  AB  so  verschoben, 
daß  PC"  4 B,  und  die 
Teüchen  auf  OP  wer- 
den nach  Punkten  auf 
OQ     yerschoben.      Ein 

Parallelogramm    wie 
OPNM  geht  in  ein  Parallelogramm  wie  OQKM  thor. 

Ist  der  Winkel  xOP^  ß,  so  läßt  sich  beweisen,  daß 

*'''«-»■.  +  »*. W  '8'««- ■r+^.%.- 

Ist  insbesondere  6  ^  ^  n,  so  ist  cot  xOQ  =  s,  d.  b.  wenn  s  klein  ist, 
ist  s  das  Komplement  des  Winkels  zwischen  zwei  materiellen  Linien 
im  verzerrten  Zustande,  die  im  nnverüerrten  Zustande  zueinander  recht- 
winklig liefen. 

§  6.  Homogane  VeTzeming. 

In  den  Fällen  der  einfachen  Dehnung  und  des  einfachen  Schubs 
drficken  sich  die  Verschiebungskomponenten  ala  lineare  Funktionen 
der  Koordinaten  aus.  Allgemein  wird,  wenn  -ein  Körper  so  Terzerrt 
wird,  daß  die  Verschiehungakomponenten  sich  auf  diese  Weise  aus- 
drQcken  lassen,  die  Teizerrong  homogen  genannt. 

Die  einer  homogenen  Verzerrung  entsprechende  Verschiebung  sei 
gegeben  durch  die  Gleichungen 

Da  X,  y,  z  in  x-{-u,  y  +  v,  z-\-w  übei^ehen,  also  durch  eine  lineare 
Substitution  umgeformt  werden,  so  wird  jede  Ebene  in  eine  Ebene 
und  jedes  Ellipsoid  im  allgemeinen  in  ein  Ellipsoid  UbergefQhrt.  Wir 
schließen  unmittelbar  auf  folgende  Eigenschaften  der  homogenen  Ver- 
zerrung: 1)  Gerade  Linien  bleiben  gerade.  2}  Parallele  Geraden  bleiben 
parallel.    3)  Alle  Geraden  von  derselben  Richtung  werden  im  gleichen 
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VerhältniB  gedelmt  oder  verkürzt.  4)  Eine  Engel  gebt  in  ein  Ellipsoid 
über,  und  irgend  drei  zu  einander  sraikrechte  Durchmesser  der  Kugel 
werden  in  drei  konjugierte  Durchoiesser  des  Ellipsoids  übergeführt, 
ö)  Ein  Ellipsoid  Ton  bestimmter  Gestalt  und  Stellung  geht  iu  eine 
Kugel  ober,  und  jedes  Tripel  konjugierter  Durchmesser  des  EUipsoids 
wird  in  ein  Tripel  zueinander  senkrechter  Durchmesser  der  Kugel 
übergeführt.  6)  Eb  gibt  drei  im  unverzerrteu  Zustand  zueinander 
senkrechte  Linien,  die  nach  der  Verzerrung  orthogonal  bleiben;  die 
Richtungen  dieser  Linien  werden  im  allgemeinen  durch  die  Verzerrung 
geändert.  Im  unverzerrten  Zustand  sind  es  die  Hauptachsen  des  nnter 
5)  erwähnten  Ellipeoids;  im  veraerrten  Zustand  sind  es  die  Haupt- 
achsen des  unter  4)  erwähnten  Ellipsoids. 

Das  Ellipsoid,  von  dem  in  4)  die  Rede  ist,  heißt  das  Vereerrungs- 
dlipstnd  (engl,  strain  eüipsoid);  es  hat  die  Eigenschaft,  daß  das  Ver- 
hältnis der  Länge  einer  Linie  von  gegebener  Richtung  im  verzerrten 
Zustand  zur  Länge  der  entsprechenden  Linie  im  unverzerrten  Zustand 
proportional  ist  dem  Radiusvektor  der  Oberdäche,  den  man  vom 
Mittelpunkt  aus  in  der  gegebenen  Richtung  zieht.  Das  Ellipsoid, 
von  dem  in  5)  die  Bede  ist,  kann  man  das  reziproke  Veraert-vngeUip- 
soid  nenneu;  es  hat  die  Eigenschaft,  daß  die  Länge  einer  Linie,  die 
im  unverzerrten  Zustand  eine  gegebene  Richtung  hat,  durch  die  Ver- 
zerrung in  einem  Verhältnis  wächst,  das  dem  vom  Mittelpunkt  aus 
in  der  gegebenen  Richtung  gezogenen  Radiusvektor  der  Ober6äche 
umgekehrt  proportional  ist. 

Die  Hauptachsen  des  reziproken  Veraermugsellipsoids  werden  die 
Hauptadisen  der  Verzerrung  (engl,  principal  axes  of  Ihe  strain)  genannt. 
Die  Dehnungen  der  in  den  entsprechenden  Richtungen  gezogenen  Linien 
sind  stationär  bei  kleinen  Richtungsvariationeu.  Eine  von  ihnen  ist 
die  größte  Dehnung,  eine  andere  die  kleinste. 


§  7.  RelatlvrersoMehimg. 
Wir  gehen  jetzt  über  zu  dem  allgemeinen  Fall,  wo  die  Ver- 
zerrung nicht  notwendig  homogen  ist,  und  nehmen  an,  (x  +  jr,  y  +  y, 
z  +  »)  Bei  ein  Punkt  in  der  Nähe  von  {x,  y,  z),  (m  +  u,  v  -V-  f,  w  +  w) 
die  entsprechende  Verschiebung,  Für  die  Größen  u,  v,  ID  setzen  wir 
Reihenentwicklungen  nach  Potenzen  von  x,  y,  x  an,  sehreiben  also 
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WO  die  nicht  hingeacbriebenen  Glieder  Potenzen  von  x,  y,  x  von 
höherer  als  der  ersten  Ordnung  enthalten.  Wenn  x,  y,  s  hinreichend 
klein  sind,  so  kann  man  jene  Glieder  vemachliiasigen.  Die  Größen 
u,  V,  w  sind  die  Verschiebungen  eines  Teilchen,  das  im  unverzerrten 
Zustande  sich  in  (a;  +  x,  y  +  y, «  +  *)  befindet,  relativ  zu  dem  Teilchen, 
das  im  gleichen  Zustand  sich  in  (x,  y,  z)  befindet.  Demgemäß  können 
wir  sagen,  daß  in  hinreichender  Nähe  irgend  eineä  Punktes  die  Relativ- 
Verschiebungen  lineai-e  Funktionen  der  Relstivkoordinaten  sind.  Mit 
andern  Worten,  die  Vereerrang  in  der  Umgebung  eines  Punktes  ist 
merkUdi  homogen.  Alles,  was  wir  über  das  Verhalten  gerader  Linien 
hei  homogener  Verzerrung  sagten,  bleibt  also  richtig  für  Linien- 
elemente,  die  von  einem  Punkte  ausgehen.  Insbesondere  werden  drei 
im  unverzerrten  Zustand  zueinander  senkrechte  Linienelemente  exi- 
stieren, die  nach  der  Verzerrung  orthogonal  bleiben;  die  Richtungen 
dieser  Linien  aber  werden  im  allgemeinen  durch  die  Verzerrung  ge- 
ändert. Li  jedem  Punkte  sind  die  Richtungen  jener  Linienelemente 
im  UBverzerrten  Zustand  die  „Hauptachsen  der  Verzerrung"  in  dem 
Punkte. 

g  8.  Analyse  der  Relativverschiebong.') 

Bei  der  Diskussion  der  Formel  (1)  werden  wir  uns  beschränken 
auf  Verschiebungen  in  der  Umgebung  eines  Punktes  und  daher  Glieder 
von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  in  x,  y,  »  vernachlässigen.  Wir 
führen  passend  die  folgenden  Bezeichnungen  ein: 

'      dy       ci'       *      OB      dx'       '      dx      cy 
Die  Formeln  (1)  lassen  sich  dann  so  schreiben: 

n  =     e„x  +  iß^,?/  +  i-e„«  -  <^>,y  +  S^«,  i 

"'  =  4-c,,iC  +  J^Cy.i/  -I-     e„z  —  ss^x  +  Si^y.  \ 

Die  Relativ  Verschiebung  stellt  sich  so  dar  als  Resultante  zweier 
Verschiebungen,  deren  Komponenten  bezüglich  von  der  Form 
e^^x  +  \e^^y  +  \e^,K  und  —  Etj/  +  <s^z  sind.     Es  besteht  nun   ein 

1)  Stokea,  GamMdge  Phil  8oc.  Iran*,  vol.  8  (1846) ;  Math,  anä  Pftys.  Paprix, 
vol.  1,  p.  75 
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fundameDtaler  kinematischer  UnterBchied  zvischen  den  Fällen,  wo  die 
letztere  Verschiebung  Tersetwindet,  und  den  Fällen,  wo  sie  nicht  ver- 
schwindet. Wenn  sie  Terachwindet,  d.  h.  wenn  73,,  E)  ,  W,  Terschwinden, 
sind  die  VerschiebungskomponenteD  die  partiellen  Differentialquotienten 
einer  einzigen  Funktion  d>  nach  den  Koordinaten,  sodaß 
c*  ^*  ?* 

"-«.-■  "-8,'  "-  S.' 
und  das  Linienintegral  der  Tiingentialkoniponente  der  Verschiebung, 
genommen  ^nga  irgend  einer  geschlossenen  Eurre,  verschwindet,  vorans- 
gesetzt,  daß  die  Kurve  sich  auf  einen  Punkt  zusammenziehen  läßt, 
ohne  aus  dem  von  dem  Körper  eingenommenen  Raum  herauszutreten. 
Solch  eine  Funktion  <t>  würde  man  ein  „Veracbiebungspotential" 
nennen.  Durch  jeden  Punkt  (x,  y,  z)  geht  eine  Flache  3.  Grades  aus 
der  Schar 

e^iic*  +  ß-,1/*  +  «„3=*  +  V^*  "^  ^(**^  '^  ^xf^y  =  const,,  (4) 
und  die  Verschiebung,  die  man,  wie  oben,  ans  einem  Verscbiebungs- 
Potential  ableitet,  ist  in  jedem  Punkte  längs  der  Normalen  jener 
Fläche  der  Familie  (4)  gtricbtet,  die  durch  diesen  Punkt  hindurch- 
geht. Die  Linienelemente,  die  im  unverzerrten  Zustand  in  die  Haupt- 
achsen dieser  Flächen  2.  Grades  fallen,  tun  es  auch  nachher  im  ver- 
zerrten Zustand,  oder  die  drei  zueinander  senkrechten  Linienelemente, 
die  orthogonal  bleiben,  behalten  ihre  anfänglichen  Richtungen  bei. 
Die  Verzerrung,  die  mit  derartigen  Verschiebungen  verknüpft  ist,  wird 
als  „reine  Veraeming"  (engl,  „pure  strain")  bezeichnet.  Wir  erkennen, 
daß  die  Relatiwerschiebung  sich  stets  zusammensetzt  aus  einer  Ver- 
schiebung, die  mit  einer  reinen  Verzerrung  verknüpft  ist,  und  einer  Ver- 
schiebung, die  durch  Ausdrücke  wie  —  S.y-f  tS^z  dargestellt  wird.  Das 
Linien  integral  der  letzteren,  genommen  längs  einer  geschlossenen  Kurve, 
verschwindet  nicht  (vgl.  §  15,  unten).  Sind  die  Größen  W^,  E>^,  E,  klein, 
so  stellen  die  Glieder  von  der  Form  —  a,y  -f  to  »  eine  Verschiebung 
dar,  wie  sie  in  einem  starren  Körper  möglich  sein  wflrde,  nämlich 
eine  kleine  Drehung  vom  Betrage  YiSj  +  i3*  -|-  iü,'  um  eine  Achse 
von  der  Sichtung  (0^:B  :SJ,  Aus  diesem  Grunde  bezeichnet  man 
oft  die  einer  reinen  Verzerrung  entsprechende  Verschiebung  als 
„rotationsfrei". 

§  0.   Verzerrang  bei  kleiner  VerBchiebnng.') 
Es   ist  klar,   daß  die  Größen-  und  Gestaltäuderungen  aller  Teile 
eines  Körpers  bestimmt  sein  werden,  wenn  die  Länge  jeder  Linie  im 

Ij  In  den  Anwendungen  der  Theorie  auf  Vorzarrufigen  in  elftstischen  KOrpem 
Bind  die  zu  betrachtenden  Verschiebungen  im  allgemeinen  so  klein,  daS  Quadrate 
und  Produkte  der  ersten  Differentialquotienten  von  u,  <•.  tc  nach  .r,  y,  i  gegenflber 
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verzerrten  Znstand  bekannt  igt.  Seien  l,  m,  n  die  Richtungskosinus 
einer  Linie,  die  vom  Punkte  x,y,e  ausgeht.  Wir  i;renzen  anf  dieser 
Linie  ein  sehr  kurzes  Stack  r  ab,  so  daß  x  -\-  Ir,  y  -\-  mr,  £  +  tir  die 
Koordinaten  eines  Nacbbarpunktes  anf  der  Linie  sind.  Nach  der  Ver- 
zerrung kommt  das  Teilchen,  das  sich  in  (x,  y,  e)  befand,  nach  {x  +  u, 
y-\-v,e-\-  w),  und  das  im  Nachbarpunkte  befindliche  Teilchen  rückt 
nach  dem  Punkt,  dessen  Koordinaten  sind 

-+''+»+-•(' l:+"l;-+»a").] 

j  +  mr  +  „   +r(!|^+m|^  +«  r),  1  (5) 

'  +  •"■+«■  +  -•('»  +  »■  If  +  "l7).| 
Torau^eselzt,  daß  r  so  klein  ist,  daß  wir  sein  Quadrat  vernachlässigen 
können.     Sei  nach  der  Verzerrung  r^  die  Länge  des  Stüukes,  das  der 
Strecke  r  vor  der  Verzerrung  entspricht.     Dann  haben  wir 

'•.'='-[i<(i+i-:)+'»^v+»sr+oi^.+»(i+ij)+»i:i' 
+('£+»'fc"+"('+-i?)n      («' 

Wenn  die  Relativ verschiebimgen  sehr  klein  sind  und  die  Quadrate  und 
Produkte  von  Qrößen  wie  ^  - ,  •  -  ■  vemacbUtssigt  werden  können ,  so 
geht  diese  Formel  Qber  in 

wo  die  Bezeichnung  dieselbe  ist  wie  in  den  Oleichungen  (2). 

§  10.  Die  Komponenten  der  VeTzennuig'). 
Nach  Formel  (7)  kennen  wir  die  Länge  r,  einer  Linie,  die  im 
unverzerrten  Zustand  eine  vorgegebene  kleine  'Länge  r  und  eine  vor- 
gegebene Richtung  (l,  m,  n)  besitzt,  sobald  wir  die  Werte  der  sechs 
Größen  e,„  e^^,  e„,  c^,,  e„,  e^^  kennen.  Diese  sechs  Größen  heißen 
die  „Veizerrungskomponenten",  Im  Falle  der  homogenen  Verzerrung 
sind  es  Konstanten;  im  allgemeinen  Falle  sind  sie  von  Punkt  zu  Punkt 
eines  Körpers  veränderlich. 


den  ereten  Potensen  veraachläseigt  werden  kODnen.  Die  allgemeinere  Theorie,  ia 
der  dies«  Tereiafacbaug  nicht  gemacht  wird,  wird  im  Anhang  zu  diesem  Kapitel 
erörtert  weiden. 

I)  Ist  die  RelativTerachiebnng  nicht  klein,  so  ist  die  Venerning  nicht  toU- 
Bt&ndig  dnrch  die  GtOBen  en,*--  tyi,---  gekennzeichnet.  Dieser  Pankt  wird 
im  Anhang  m  dieaem  Eapit«!  bebandelt.    Lord  Kelvin  hat  auf  den  ans^me- 
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Die  Dehnung  e  der  kurzen  Linie  in  der  Richtung  (l,  m,  n)  iat 
unmittelbar  durch  (7)  gegeben  in  der  Form 

e  =-  e,^P  +  e^^m*  +  c,,»*  +  c^.ihm  +  c„»i  +  e^Jm ,  (8) 

sodaß  die  drei  Größen  e,„  e^^,  e,,  die  Dehnungen  der  Liuienelemente 
sind,  die  im  unverzerrten  Zustand  zu  den  Koordinatenachsen  pa- 
rallel sind. 

Sei  hinwieder  (^i,m,,m,)  die  Richtung  eines  Linienelements  im 
verzerrten  Zustand,  das  im  unverzerrten  Zustand  die  Richtung  (l,  m,  n) 
hat,  und  sei  e  die  entsprechende  Dehnung;  die  gleichen,  geriehenen 
Buchstaben  mögen  sich  auf  ein  zweites  Linieuelement  und  seine 
Dehnung  beziehen.     Aus  den  Formeln  (5)  leuchtet  ein,  daß 


'.=,tI'('+i-3+»'«;^ 


entsprechend  t»,  und  n^.   Den  Kosinus  des  Winkels  zwischen  den  beiden 
Elementen  im  verzerrten  Zustand  findet  man  leicht  zu 

i|Z,'  +  »>,»»,'+  Wi«i'  =  (ir+  mm'  +  ««')  (l  —  e  — c') 
+  2  (e,,ir+  e^^mm'  +  e,,nn')  +  e^,  (mn'+  m'n) 
+  e..  («r+  n't)  +  e^  {Im' -\-  l'm)  (9) 

Wenn  die  beiden  Linien  im  unverzerrten  Zustande  mit  der  x-  und 
der  ^- Achse  zusammenfallen,  so  ist  der  Kosinus  des  Winkels  zwischen 
den  entsprechenden  Linien  im  verzerrten  Zustand  gleich  e^^.  Ebenso 
sind  e^,  und  e,,  die  Kosinus  der  Winkel  von  zwei  Linienpaaren  im 
verzerrten  Zustand,  die  im  unverzerrten  Zustand  zwei  Koordinaten- 
achsenpaaren parallel  sind. 

Eine  andere  Deutung  der  Verzerrungskomponenten  vom  Typus 
des  e     bieten  unmittelbar  die  Gleichungen  von  der  Form 


aus  denen  hervoi^ht,  daß  e^^  sich  aus  zwei  einfachen  Schiebungen 
zusammensetzt.  Bei  der  einen  dieser  einfachen  Schiebungen  gleiten 
diejenigen  Ebenen  des  Körpers,  die  zur  x- Achse  senkrecht  stehen,  in 
Richtung  der  i/-Achse,  während  bei  der  anderen  die  Rollen  dieser 
Achsen  vertauscht  sind.     Die  mit  e^^  bezeichnete  Verzerrung  nennen 

trischeo  Charakter  der  hier  dar^legten  VeraemragskoiaponTOten  »ufinetltaam 
gemacht.  In  der  Tut  bedeuten  drei  von  ihnen  Debnangen  und  die  übrigen  drei 
Schnbverzermngeii.  Er  hat  nnn  ein  symmetriaches  System  von  VerzermngB- 
komponenteu  aufgegtellt,  und  zwar  bandelt  es  sieb  um  die  Dehnungen  voo  LiDtea, 
die  za  den  RanteD  eines  Tetraedeni  parallel  aird.  S.  Edinburgh,  Proc.  Ro^.  Soc., 
vol.  84  (1902),  und  Phil  Mag.  (Ser.  6),  vol.  3  (IflOä),  p.  95  und  *U. 
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wir  „die  der  x-  and  der  y-Ricbtang  entsprechende  Schubverzeming 
(engl,  sbearing  strain)". 

Die  Volnmändening  eines  kleinea  Teils  des  Körpers  läßt  sich 
«isdrQcken  darch  die  Yerzerrungskomponenten.  Das  Verhältnis  ent- 
sprechender sehr  kleiner  Volumina  im  verzerrten  nnd  unverzerrten 
Zustand  wird  durch  die  Funktionaldeterminante 

1    _L   ^**  -^  -^     I 

^'^  Zx'  dy'  dt  \ 

^^       1  +  e-  «".  ' 

dx'     ''^  dy'  dl  [ 

dv  ^'*'     1  j.  ^"'■^ 

dx '  cy '  '    dt  [ 

sttsgedrQckt,  und  diese  wird,  wenn  Quadrate  und  Produkte  von  ^,' ' 
Temachlässigt  werden,  gleich  1  +  ^s"  +  -  +  ^-  oder  gleich  1  +  A 
etwa.     Die  Große  Ä,  die  durch  die  Gleichung 

^-'„+.„+»..-l:-+f+g     •  (10) 

definiert  ist,  ist  die  Volumzunahme  pro  Volumeinheit  oder  die  „ku- 
bische Dilatation",  oft  einfach  „Dilatation"  genannt. 

Hit  der  Einftlhmng  der  Verzerruogskompouenten ,  der  Deutung 
dieser  Komponenten  und  der  Auiätellung  des  Ausdrucks  fSr  die  ku- 
bische Dilatation  haben  wir  eine  allgemeine  kinematische  Theorie  der 
Verzerrungen,  welche  bei  kleinen  Verschiebungen  auftreten,  vollendet. 
Der  Rest  dieses  Kapitels  wird  %tzen  und  Methoden  gewidmet  sein, 
die  sich  auf  kleine  Verzerrungen  bezieben  und  bei  der  Entwicklung 
der  Elastizitätstheorie  von  Xntzen  sein  werden. 

§  11.   Die  Verzemmgsfl&ohe. 

Durch  jeden  Punkt  in  der  Umgebung  von  {x,  y,  z)  geht  eine  und 
nur  eine  Fläche  2.  Grades  aus  der  Schar 

e„it*  +  e^^y*  +  e,,«*  +  c^.tf«  +  e^^sx  +  e^^xy  =  const  (4') 
Jede  dieser  Flächen  2,  Grades  heißt  Vergernmgsfläche  (engl  strain 
gttadrie);  solch  eine  Fläche  hat  die  Eigenschaft,  dafi  das  ressiproke 
Quadrat  ihres  vom  Mittelpunkt  aus  in  ii^nd  einer  Richtung  ge- 
zogenen Radiusvektors  proportional  ist  der  Dehnung  einer  Xiinie  in 
jener  Richtung. 

Ist  die  VerzerrungsSäche  ein  Ellipsoid,  so  werden  die  vom  Punkte 
(x,  y,  »)  auslaufenden  Geraden  e£mtlich  gedehnt  bezw.  sämtlich  ver- 
kflrztj  ist  die  Fläche  ein  Hyperboloid,  so  werden  einige  Linien  ge- 
dehnt und  andere  verkürzt,  und  diese  beiden  Linienscharen  werden 
durch   den   gemeinsamen   Asymptotenkegel   der  FUchen   voneinander 
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getrennt.     Linien,  die  weder  Dehnung  noch  Verkflrznng  er&hren,  sind 
Erzeugende  dieses  Kegels. 

IKe  Richtungen  derjenigen  Linien  im  unverzerrteo  Zustand,  ft)r 
die  die  Dehnung  ein  Maximum  oder  Minimum  ist  oder,  ohne  ein 
wahres  Maximum  oder  Minimum  zu  sein,  stationür  ist,  bilden  die 
Hauptachsen  der  Flächen  (4').  Diese  Achsen  sind  deshalb  die  Haupt- 
achsen der  Verzerrung  (§  7),  und  die  Dehnungen  in  den  Richtungen 
dieser  Achsen  sind  die  „Hauptdehnungen".  Bezieht  man  die'Ver- 
zerruDgsääohen  auf  ihre  Hauptachsen,  so  nimmt  die  linke  Seite  von 
(4)  die  Form  an 

wo  die  Koe^zienten  «i ,  «^ ,  ^  gleich  den  Werten  der  Hauptdehnungen  sind. 

Wir  sehen  jetzt,  daß  wir,  um  einen  Verzerrungszustand  vollständig 
zu  kennzeichnen,  die  Richtung  der  Hauptachsen  der  Verzen-uug  und 
die  Größe  der  Hauptdehnungen  in  jedem  Punkte  des  Körpers  kennen 
müssen.  Dann  können  wir  dem  Punkte  eine  gewisse  Fläche  2.  Grades 
anheften,  die  es  uns  ermöglicht,  die  Verzerrung  in  dem  Punkte  aus- 
zudrücken. 

Die  Riclituagen  der  Verzermngs-IIauptachseD  bestimmt  man  wie  folgt: 
£s  seien  i,  m,  n  die  Ricbtungskosinns  einer  dieser  Achsen,  dann  haben  wir 

<„'  +  4'.,»  +  +«.."  _  *'.,'+',,'"+  *V"  _  t'.,'  +  t',."'  +  '.j^ 

und  wenn  man   e   für  jede   dieser   drei  OröBen  schreibt,  so  sind  die  drei 
möglichen  Werte  von  c  gleich  den  Wurzeln  der  Gleichung 

I    i'.,     '„-'      i'„   \-o; 
1    K.        i',.      «„-« 

diese  Wurzeln  sind  reell  und  sind  gleich  den  Werten  der  Hanptdebnungen 

§  12.  Transformatloo  der  Verzernrngskomponenten. 
Einen  und  denselben  Yenerrungszustand  kann  man  mittels  seiner  auf 
ein  beliebiges  rechtwinkeliges  Achsensystem  bezogenen  Komponenten 
kennzeichnen;  die  auf  irgend  ein  System  bezogenen  Komponenten 
müssen  daher  bestimmt  sein,  wenn  die  auf  irgend  ein  anderes  System 
bezogenen  Komponenten  und  die  gegenseitige  Lage  bekannt  sind. 
Die  Bestimmung  läßt  sich  sofort  ausführen  durch  Benutzung  einer 
Eigenschaft  der  yerzermngsääcbe,  daß  nämlich  das  reziproke  Quadrat 
des  Radiusvektors  in  ii^end  einer  Richtung  proportional  ist  der  Deh- 
nung einer  Linie  in  jener  Richtung.  Wir  werden  die  Koordinaten 
eines  Punktes,  bezogen  auf  das  erste  Acbsensjstem,  wie  irüher  mit 
x,y,e  bezeichnen  und  diejenigen  desselben  Punktes,  bezogen  auf  das 
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zweite  Acbsensystem,  mit  x\  y',  z'  und  wollen  annehmeu,  daft  das 
zweite  System  mit  dem  ersten  verknüpft  sei  durch  das  Orthogonal- 
^ema 


X 

V 

. 

x' 

l, 

"•i 

»i 

y' 

h 

•». 

•H 

z' 

1. 

»1. 

»B 

Weiter  wollen  wir  annehmen,  daß  die  DeterminaDte  der  Transformation 
gleich  1  (nicht  —  l)  ist,  sodaB  sich  das  zweite  System  aus  dem  ersten 
durch  eine  Drehung  ableiten  läßt,*)  Für  die  auf  das  zweite  System 
bezogenen  Yerzemingskompoiteiiten  wollen  wir  e^^,  e^.^,  e^^,  e^^,  e^.^, 
e^^  schreiben. 

Die  ßelativkoordinaten  Ton  Punkten  in  der  Umgebung  einea  ge- 
gebenen Punktes  mögen  im  ersten  System  mit  x,  y,  z  und  im  zweiten 
System  mit  x',  f/, «'  bezeichnet  werden.  Diese  Größen  transformieren 
siah  durch  dieselben  Substitutionen  wie  x,y,z  und  x',^,z'. 

Transformiert  man  die  Form 

fi„x*  +  e^^y*  +  e,,«'  +  e^,yx  +  e,^!tx  +  o^^xy 
durch  obige  Substitution,  so  geht  sie  Sber  in 

e^^x''  +  e^^y'^  +  e,,^«'*  +  e^^y'z' -r  e^i.«'ic'  +  e^^x'y'. 
Darans  folgt,  daß 

e^,.  —  2e„ijig  +  2  c^^m,m,  +  2  e,,«,»,  +  e^,  (»»,«,  +  »ft,ng)    (11) 

Dies  sind  die  Formeln  für  die  Transformation  von  Verzerrungs- 
komponenten. 

§  13.  Weitere  Hethoden  und  Resultate. 

&}  Die  Formeki  (ll)  h&tten  erschlossen  werden  können  aus  der  Be- 
deutung von  e^^  als  Debnung  eines  zur  r-Achae  parallelen  Linieuelements 
und  der  Bedeutung  von  e^,,  als  Kosinus  des  Winkels,  den  diejenigen  Linien- 
elemente nach  der  Verzerrung  miteinander  einschließen,  die  vor  der  Ver- 
zermng  der  y-  und  der  f'-Achse  parallel  laufen. 

b)  Die  Formeln  (11)  hätte  man  auch  dadurch  erhalten  können,  daß 
man  die  auf  die  {x,  y,  ä')-Achsen   bezogene  Verschiebung  {u,  d',  w)  ein- 


1)  Diese  Beaclu£ukuag  bringt  für  die  Belatdonen  zwieclten  den  anf  die 
beiden  Sjuteme  bezogenen  VerzerraDgtkompoDenten  keinen  UntsTschiad.    ,,  . 
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ftthrte  und  iu'jdx, . .  .  bildete.  Da  die  Tersohiebtiug  ein  Vektor  ist,  so 
sind  u,  c,  tc  mit  x,  y,  e  kogredient,  unä  wir  haben  beispielsweise 

«^^  -  äi'  =  J^ih « +  «h  f  -h  «I  '^) 

Diese  Methode  ließe  sich  auf  die  Transfonnation  von  ZF„  ItF^,  <?,  anwenden. 
Wir  würden  s.  B.  finden 

5j^  —  ;^ar,  +  M,(!I^  +  n(E3,  -        (12) 

und  daraus  auf  den  Vektor-Charakter  von  (CJ„  "ET^,  t5^  schließen  kCnnen. 
Derselbe  Schluß  ließe  sich  ans  der  Bedeutung  von  Si,,  sr^,  13,  als  Drehnngs- 
komponenten  zielen. 

c)  Nach    eiobm    wohlbekannten    Theorem')    über   die   Tnuisformation    - 
qiudratischer  Ausdrücke    sind    die   folgenden  QrQBen    gegenflber  Transfor- 
mationen von   einem   rechtwinkligen  Acbsensysteme   auf  ein  anderes  in- 
variant: 

««  +  ^„  +  «...  ) 

«„«..  +  «..«.« +  «„e„-}(«^+<^-+ 4,),        .  (13) 

Die  erste  dieser  Invarianten  ist  der  Ansdruck  ßr  die  kubische  Dilatation. 

d)  Man  kann  direkt  zeigen,  daß  die  folgenden  GrCßen  Invarianten  sind: 

1)  s/  +  w^'  +  ra,', 

2)  e„ra,*  -I-  e^,si^*  +  e„t5,'  +  «„"B'',^.  +  «„^r^w.  +  e,^w,Sf,, 
und  der  Lernende    mag    dies    zur   Übung    direkt  verifizieren.     Diese  Inva- 
rianten könnte  man  aus  der  Tatsache  folgern,  daß  IS^,  IS  ,  "SS^  mit  x,  y,  t 
cogredient  sind. 

e)  Ebenfalls  Itlßt  sich  zeigen,  daß  folgende  OrSBen  Invarianten  und*): 

'*•'  \3y  dz       et  dy)  "^  \di  dx       dm  dt)  ^  \dx  dy      dy  dxP 
4)  ^„  +  e\,  +  eL  +  ^  (f^,  +  t^,  +  4^)  +  2  (©,»  -|-  a/  +  ar,»). 

f)  Femer  läßt  sich  zeigen'),  daß,  in   der  Bezeichnung  von  §  7,  die 
Invariant«  4)  gleich  ist 

JJ'Ax'  +  »'+«')  dxdydx 

1)  Salmou,  GeOTKtry  of  three  dimtnaum»,  4.  Aufl..  Dublin  18S2,  p.  66. 
S)  Die  Invariante  3)  wird  sjAter  (Kap.  VH)  eine  Bolle  spielen, 
3)  E.  Betti,  n  Nuovo  Oimento  (Ser.  2),  t.  7  (1872). 
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wo  die  Int^pvtionen  sich  auf  eine  sehr  kleine  Kxige)  mit  (x,  y,  d)  als 
Uittelpnnkt  entreoken. 

g)  Folgendes  Sesultat  besitzt  eine  gewisse  Bedeutung^):  Wenn  die 
Deformation  sich  dorch  die  Schiebungen  e„,  e^,  allein  ausdrflcken  l&St, 
die  flbrigen  Komponenten  also  noll  sind,  so  besteht  die  Verzerrung  in 
einer  BchubTeTzerrong  e,^;  die  OrSBe  dieser  Schiebung  und  die  Bichtnng 
der  x'-Achse  in  der  (a:,  y)-Ebene  sind  ans  den  e„  und  e^,  so  zu  finden,  daß 
man  diese  Größen  als  die  Projektionen  eines  Vektors  auf  die  x-  und  die 
jf-Achae  behandelt. 

§  14.  Veraemuigsarteii. 

»)  GlfUAßrmige  Dilatation. 

Wenn  die  Verzermngsfl&cbe  eine  Kugel  ist,  so  sind  die  Hauptachsen 
der  Verzerrung  unbestimmt,  und  die  Dehnung  oder  Verkürzung  alter  von 
einem  Funkt  ansgehraden  Linienelemente  ist  die  gleiche;  d.  b.  wir  haben 

wo  A  die  kubische  Dilatation  ist  und  die  (x,  y,  e)-Acbsen  irgend  drei  zu 
einander  senkrechte  Linien  sind.  In  diesem  Falle  betr&gt  die  lineare  Dehnung 
in  irgend  einer  Bichtnng  ein  Drittel  der  kubischen  Dilatation  —  ein  Er- 
gebnis, das  im  allgemeinen  Falle  nicht  zutrifft.  ' 

b)  Emfadu  Dehnung, 

Von  der  Anwendung  der  Methoden  und  Formeln  von  §  12  können 
'  wir  ein  Beispiel  geben,  indem  wir  die  auf  die  {x,  y,  <)-Achsen  bezogenen 
Komponenten  einer  Verzerrung  bestimmen,  die  in  einer  einfachen  Dehnung 
Tom  Betrage  e  parallel  der  Richtung  (I,  m,  m)  besteht.  Fiele  die  x'-A<dise 
in  diese  Bichtnng,  so  wfirden  wir  für  die  Form  4)  den  Wert  ex'*  haben; 
es  wird  deshalb 

*«  =  et*,  e^^  =  em*        e,,  —  en', 

e^,  =  2emM,     e,^  =  2eni,     e^^  =  2elm. 
Eine  einfache  Dehnung  ist  demgemHB  gleichwertig   mit  einer    durch  diese 
sechs  Komponenten  gekennzeichneten  Verzerrung. 

Uan  hat  Torgeschlagen*),  jede  gerichtete  Größe,  die  sich  in  derselben 
Weise  wie  eine  einfache  Dehnung  in  Komponenten  zerlegen  l&ßt,  einen 
Tensor  zn  nennen.  Jede  Verzemmg  ist,  wie  wir  bereits  sahen,  gleich- 
wertig mit  drei  einfachen  Dehnungen  parallel  den  Verzerrungs-Kauptachsen. 
Man  bat  vorgeschlagen,  jede  gerichtete  Größe,  die  sich  in  derselben  Weise 
wie  eine  Verzerrung  in  Komponenten  zerlegen  l&ßt,  ein  Tmsortripd  zu 
nennen.  Die  Auseinandersetzung  in  §  12  und  §  13  b)  zeigt  deutlich  den 
Unterschied  zwischen  Tensoren  und  Vektoren. 

0)  SchitiMienemmg. 

Die  mit  e  bezeichnete  Verzerrung  heißt  „die  der  Richtung  der  x- 
und  der  y-Acbae  entsprechende  Schub  Verzerrung",  Wir  bemerkten  bereits, 
daß    dieselbe    gleich   dem   Kosinus    des    im  verzerrten   Zustande    von    den- 

1)  VgL  Kap.  XIV  unten. 

%)  W.  Voigt,  Qöttingtr  Nadir.  (1900),  p. '117.  Vgl.  M.  Abraham  in  der 
£ncy.  d.  miät.  Wm.  Bd.  i,  Art.  lt. 
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jenigen  beiden  LimenelementeD  eiogeBchlosgenen  Winkels  ist,  die  im  ud- 
Terzeirten  Zustand  diesen  Achsen  parallel  sind,  und  daß  sie  glaichwertig 
ist  mit  zwei  einfachen  Schiehungen,  nAmlich  dem  Aneinandergleiten  der 
zu  dem  einen  Element  senkrechten  Ebenen  in  der  Richtung  des  andeTii. 
Die  ,^hubTenenrung^  wird  durch  die  Smnme  der  beiden  einfachen  Schie- 
bongen  gemessen  und  ist  von  ihrem  Verhältnis  unabhängig.  Die  Längen- 
Änderung  einer  Linie  und  die  Änderung  des  Winkels  zwischen  swei  Linien 
hängen  von  der  Summe  der  beiden  einfachen  Schiebungen  ab  und  nicht 
von  dem  Verhältnis  ihrer  Beträge, 

Die  Komponenten  einer  Deformation,  die  in  einer  der  x  -  und  der  y' -Achse 
entsprechenden  Scbubverzerrung  besteht,  nnd  durch  die  Gleichongen  gegeben 

wo  9  gleich  dem  Betrag  der  SchubTerzerrung.  Kabische  Dilatation  ist  mit 
der  Veraerrung  nicht  verbunden. 

Nehmen  wir  die  x-  nnd  die  y'-Achse  in  der  (x,  i()-Ebene  an  und  setzen 
voraus,  dafl  die  {x,  y,  Jt)-Ach8en  den  Hauptachsen  der  Verzerrung  parallel 
sind,  so  finden  wir,  daB  <-,,  verschwindet,  d.  h.  daß  senkrecht  zur  Ebene 
der  beiden  betreffenden  Richtungen  keine  Dehnung  auftritt.  In  diesem 
Fall  ergibt  sich,  daß  die  Form  sx'y'  gleichwertig  ist  mit  der  Form 
^ti^*  +  '„»W'-  Daraus  folgt,  daß  ^li  =  —  «^^  "  ±  i  *'  und  daß  die 
Hauptachsen  der  Verzerrung  die  Winkel  zwischen  den  beiden  fraglichen 
Richtungen  halbieren.  Mit  andern  Worten:  gleiche  Dehnung  und  Ver- 
kürzung zweier  zu  einander  rechtwinkligen  Linie nelemente  sind  ^eich- 
bedeutend  mit  einer  Schub  Verzerrung,  die  numerisch  gleich  dem  doppelten 
Betrage  der  Dehnung  oder  Verkürzung  ist  und  die  den  Richtungen  ent- 
spricht, welche  die  Winkel  zwischen  den  Elementen  halbieren. 

Wir  könnten  noch  untersuchen,  wie  zwei  Richtungen  zu  wählen  sind, 
wenn  die  ihnen  entsprechende  Schub  Verzerrung  den  größtmöglichen  Wert 
haben  soll.  Es  läßt  sich  zeigen,  daß  die  größte  Schub  Verzerrung  gleich 
der  Differenz  zwischen  der  algebraisch  größten  und  kleinsten  Haupt- 
dehnung  ist  und  daß  die  entsprechenden  Richtungen  die  Winkel  zwischen 
denjenigen  Verzerrungshauptachsen  halbieren,  die  der  größten  und  der 
kleinsten  Dehnung  entsprechen,') 

d)  Ebene   Virserrung. 

Eine  allgemeinere  Verzerrungsart,  die  die  einfache  Dehnung  und 
Scbubverzemmg  als  besondere  Fälle  umfaßt,  erhält  man  durch  die  An- 
nahme, daß  eine  der  Hauptdehnungen  null  ist.  Wenn  die  entsprechende 
Hauptachse  die  7-Aebse  ist,  so  wird  die  Verzemmgsfläche  ein  Zylinder 
über  einem  in  der  (x,  yl-Ebene  liegenden  Kegelschnitt,  den  man  den  Ver- 
zerrungskegelschnitt nennen  kann;  die  Gleichung  desselben  läßt  sich  schreiben 

es  verschwinden  also  die  Schubverzerrungen  e^.  und  «,_,  sowohl  wie  die 
Dehnung  p,,.     In    dem    besonderen    Falle    der    einfechen  Dehnung    besteht 

1)  Den  hier  auBgeHprochenen  Satz  verdankt  man  W.  Hopkins,  C<imbn'dg« 
Phil   Sfie.  Tratte.,  vol.  8  (1849). 
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der  Kegelsclmitt  aas  zwei  parallelen  Linien;  im  Falle  der  Sohubverienrung 
ist  es  eine  gleichseitige  Hyperbel.  Ist  es  ein  Ereis,  so  hat  man  gleich- 
mäßige Dehnung  oder  Verkürzung  aller  vom  Punkte  (t,  p,  z)  ansgehenden 
Linienetemente  in  der  Richtung  senkrecht  zur  r-Achse. 

Die  der  ebenen  Verzerrung  entsprechende  Belativrerachiebung  ist 
parallel  der  Bbene  der  Verzerrung;  wir  haben  also  tc  —•  conat.,  wlthrend 
u  und  c  Funktionen  von  x  und  y  allein  sind.  Die  Achse  der  resnltiermi- 
deo  Drehung  ist  normal  zur  Ebene  der  Verzerrung.  Die  kubische  Dila- 
tation A  lind  die  Drehung  iS  sind  mit  der  Verschiebung  durch  die 
Gleichungen  verknäpft: 

A— 5^  +  ^,    2(ar  =  ^—  —  ^. 
dx    ^  Sa'  dx       dy 

Wir  können  Zustande  ebener  Verzerrung  erhalten,  bei  denen  sowohl 
A  wie  B  verschwindet;  di«  Verzerrung  ist  reiner  Schub,  d.  h.  Schubver- 
zeming  in  Verbindung  mit  einer  Drehung  dergestalt,  daß  die  Hauptachsen 
der  Verzerrung  ihre  ursprüngliche  Richtung  beibehalten.  Bei  jedem  der- 
artigen Zustand  sind  die  Verschiebungakomponenten  v,  u  konjugierte  Fnnk- 
tionen  von  x  und  y,  oder  v  -\-  iu  ist  eine  Funktion  der  komplexen  Ver- 
Snderlicben  x-\-  iy 

%  15.  BeziehTmgen  zwlBchön  der  Dilatation,  der  Drebang  imd  der 
VerscUebnng. 

Die  kubische  Dilatation  A  ist  mit  der  Verschiebung  (u,  v,  k)  durch 
die  Gleichung  verknüpft 

i  _  ?« +  ''  +  vt. 

ox  '   dy        oa 
Eine  SkalargrStle ,   die   mittels   dieser  Formel    aus    einem  Vektor  ab- 
geleitet ist,  wird  als  die  Divergenz  des  Vektors  bezeichnet.    Wir  schreiben 
A  =  div.  (m,  i',  w)  (14) 

Diese  Beziehung  ist  von  den  Koordinaten  unabhängig  und  IftSt.sioh  wie 
folgt  ansdrQcken:  Es  möge  irgend  eine  geschlossene  FlSche  S  in  dem 
Vektorfelde  beschrieben  werden,  nnd  es  bezeichne  H  die  ProjektioD  des 
Vektors  auf  die  noch  autleu  gerichtete  Normale  iu  einem  Punkt«  von  &', 
Csmer  dz  irgend  ein  Volumelement  innerhalb  S,  dann  ist 

ffNdS  ^fffAdz,  (16) 

wo  äch  die  Integration  rechter  Hand  auf  den  Raum  innerhalb  S,  die- 
jenige linker  Hand  fiber  die  OberflSche  S  erstreckt.') 

Die  Drehung  (ci^,  SJ^,  13.)  ist  mit  der  Verschiebung  («,  v,  w)  durch 
die  Gleichungen  verknüpft 

2i3,  —  ".'"   —  t~,      iiS.  —  ^  ~   a"",      2  ET,  =  >—  —   r."  . 

^       oy       dl  *      ci       dx'         •      ex       oy 

I)  Dies  lt«enll»t  ist  ein  besonderer  Fall  des  als  „Graeusober  Sat»"  bekannten 
Theoremi.    S,  Ency.  d.  mart.  Wiu.  II  A  S,  Nr.  46—17. 
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Eine  Vektoi^rSSe,  die  doroh  das  hier  angegebene  Verfahren  aus  einem 
andern  Vektor  Einleitet  ist,  wird  als  der  Curl  des  andern  Vektors  be- 
zeichnet.    Wir  schreiben 

2(ta„  sr,,  TS,)  -  cnrl  («,  V.  w).  (16) 

Diese  Bedehnng  ist  von  den  Koordinaten  unabhängig*)  und  IftBt  sich  wie 
folgt  ausdrücken:  Es  m9ge  irgend  eine  geschlossene  Euire  s  in  dem 
Vektorfelde  gezogen  und  irgend  eine  FlSche  S  in  der  Weise  beschrieben 
werden,  daB  sie  die  Kurve  s  als  Band  bat;  sei  T  die  Komponente  des 
Vektors  (u,  v,  to)  l&ngs  der  Tangente  in  einem  Punkte  von  8,  femer  iVS, 
die  Projektion  des  Vektors  2((S,,  (3  ,  IS^  auf  die  Normale  in  einem  Punkte 
von  S,  dann  ist 

J'xds  -ffi-m^dS,  (17) 

wo  die  Integration  rechts  aber  die  Fl&che  S,  links  ISngs  der  Knrve  s  er- 
streckt ist.*) 

g  16.   Zerlegong  ein«T  beliebigen  Verzerrung  in  DU&tation 
nnd  SolrabTerzemmgen. 

Wenn  die  Verzerrang  nicht  mit  kubischer  Dilatation  verkoüpffc 
ist^  so  verechwindet  die  Invariante  e„  -f-  e^^  +  e,,,  und  es  ist  möglich, 
ein  System  rechtwinkeliger  Koordinaten  x\y',^  so  zu  wählen,  deß 
die  Form 

e«,«'*  +  «„y'  +  ^..**  +  «s.tf*  +  «..*«•  +  ^xi'^y 
übei^ht  in  die  Form 

in  der  keine  Glieder  in  x'*,  y'*,  sf'  auftreten.  Die  Verzerrung  ist 
dann   gleichwertig   mit  SchubTerzerrungen,  die  den  Ricbtungspaaren 

(,•,«■),     (.-.I-),     (X,,-) 
entsprechen. 

Wenn  die  Verzerrung  mit  kubischer  Dilatation  verknOpfi  ist,  so 
läßt  sich  die  Verschiebung  in  der  Weise  in  zwei  TeilverschiebungeD 
auflösen,  daß  die  kubische  Dilatation,  die  der  einen  von  ihnen  ent- 
spricht, null  ist;  die  aus  diesem  Bestandteil  abgeleiteten  Verzerrungen 
sind,  wenn   die  Bezugsachsen  passend   gewählt  werden,  bloß  Schub- 


1)  Dabei  iflt  angeuommen ,  dafl  die  (x,  y,  f)-AchBen  ein  rechtehKndigeB 
System  bilden.  Will  man  anch  Traniformation  aof  ein  Unkshäudigea  System 
cölassBii,  10  muB  Qber  das  Voneichen  des  VektorcnrU  eine  Verabredung  ge- 
troffen werden. 

2)  Han  schreibt  dies  Resultat  im  allgemeineu  Stoßes  zu.  Vgl.  Eney.  d.  math. 
Witt,  n  A  3,  Nr,  i6.  Es  liegt  darin  die  VorausBctEung,  daB  eine  gewisae  Besiebaiig 
besteht  zwischen  dem  Sinn,  in  welchem  die  Integration  entlang  ■  genonunen 
wird,  und  der  Richtnng,  in  der  die  Normale  r  gezogen  ist.  Es  iat  dies  dieselbe 
Beziehung  wie  jene  swischen  Drehung  und  TranalatioD  in  einer  rechtsbKndigen 
Schraube. 
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verzermngeii.  Die  Verschiebung,  die  zu  der  kubischen  DiUifttion 
AnIaB  gibt,  ist  gleich  dem  Gradienten*)  eines  Skalar-Potentials  (<l>), 
und  der  übrige  Teil  der  VerBcbiebung  ist  gleich  dem  Gurl  eines  Vektor- 
Potentials  (F,  G,  H),  dessen  Divergenz  vetschwindet.  TJm  diesen 
Satz  zu  beweisen,  haben  wir  zu  zeigen,  daB  sich  jeder  Vektor  (u,v,  tff) 
in  der  Form 

(m,  p,  «)  =  Gradient  von  <t>  +  curl  (F,  G,  E),  (18) 

auBdrQcken  läßt;  darin  liegen  drei  Öleichungen  vom  Typus 

"       dx  +  dy        dz  (-^^J 

wobei  F,  G,  S  die  Gleichung  befriedigen 

If+lf  +  'a?-»  W 

In  dem  vorliegenden  Fall  der  Verschiebung  in  einem  Körper 
muß  diese  Zerlegung  fSr  alle  Punkte  innerhalb  der  den  Körper  be- 
grenzendei\  Fläche  gelten. 

Es  gibt  vielerlei  Wege,  um  diese  Zerlegung  von  (u,  v,  w)  aos- 
znfähren.*)  Wir  bemerken,  daß,  wenn  sie  gelingt,  Dilatation  und 
Rotation  sich  in  der  Form  ausdrücken 

A-V*«,    255, --V'J",    2ai, V»G,    ^SS, V»fl;  (21) 

die  drei  letzten  Gleichungen  er^ben  sich,  wenn  man  die  Beziehung 
-= — Y  -^ — f-  -fr~  —  0  berücksichtigt.  Nun  lassen  sich  Lösungen  von 
(21)  schreiben  in  der  Form 

*--/,J]/yyd^dyW,     F^^~ffJ^fdxdyde,    (22) 

wo  r  der  Absbmd  des  Punktes  {x,  y',  e)  vom  Punkte  (a:,  y,  z),  för 
den  ^,F,-  ■  ■  berechnet  werden,  A'  und  {^J,  tB^',  ©,0  die  Werte  von 
A  und  {p^,  S  ,  ST,)  im  Punkte  {x',  y',B');  die  Integration  ist  dabei  über 
den  vom  Körper  erfüllten  Raum  ausgedehnt.  Die  in  (22)  ange- 
schriebenen Lösungen  befriedigen  aber  nicht  immer  die  Gleichung 
div  {F,  G,  H)  -^  0.  Ein  Fall,  wo  sie  tatsächlich  diese  Gleichung  be- 
friedigen, bietet  sich  dar,  wenn  sich  der  Körper  nach  allen  Richtungen 
ins  Unendliche  erstreckt  und  die  Verschiebungen  in  unendlicher  Ent- 
fernung mindestens  wie  r~*g^en  null  streben.  TJm  dies  einzusehen, 
nehmen  wir  au,  der  Körper  sei  durch  eine  Fläche  S  b^^enzt,  und 
schreiben  die  erste  der  Gleichungen  (^22),  d.  h. 

-     ,     -- ,      .    ) ■ 
ex      cy       dl 
i)  a.  K.  B.  E.  Betti,  n  Nwmo  Cimento  (Ser.  2),  oder  P.  Dohem,  J.  de  JUath. 
(_Lümoiüt),  [341.  G),  t.  6  (1900).    Die  Zerlegung  wurde  suerrt  von  Stokee  in  leinei 
Abhandlung  übet  die  Beogoog  ansgefiUirt    (S.  Einleitoog,  FnBnot«  80.) 
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in  der  gleichwertigen  Fonn 

<P  =  —  ■      I  I  ~  \u'  cos  (x,.v)  +  t)'  cos  (y,  v)  +  w'  cos  (g,  v) ]  dS 

und  lassen  das  Oberflächenintegral  weg,  wenn  S  unendlich  weit  ent- 
fernt ist.     Im  gleichen  Falle  können  wir  setzen 

^-  -  'JJJi"  'u  - ''  t")  '"''"'''"'■  ■  ■ 

oder  wir  haben,  da  cr-^jdx'  =  —  dr~^jdx,  •  ■  ■ 

entsprechende  ÄuadrQcke  Itlr  G  nnd  E.    Diese  Form  zeigt  deutlich,  daß 

div  (F,  G,H)^0. 
Die  Ausdrücke,  in  die  die   rechten  Seiten    der  Gleichnngen  (22)   in 
dem  speziellen  Falle  umgeformt  werden,  sind  in  jedem  Falle  mögliche 
Formen   für  (t>,  F,  G,  H,  d.  h.  eine  Zerlegimgsart  ist  stets  gegeben 
dun^  die  Gleichungen 

*  -  -  ä///(»'  %i  + «'  ''w  +  »'  '-ff)'>-'''y'''. 

<*  -  LlJIi'  'S"  -  «••  'a  "-■"»■'"■. 

wo  die  Integration  über  den  vom  Körper  erfüllten  Raum  ausgedehnt 
ist;  denn  es  ist  klar,  daß  damit  dir  {F,  G,S)  =0  befriedigt  ist,  ebenso 

PT  ^   S^         dz  *"       JJ  J    r  "  > 


§  17.  Identisohe  Beziehnngen  zwisclien  den  Verzerrongskomponenten.^) 
Die  Werte  der  Verzerrungskomponenten  e^^,  ■  ■  ■  e^,,     -als  Funk- 
tionen von  X,  y,  z  können  nicht  willkürlich  vorgegeben  werden;  yiel- 

1)  Diese  BeziebougeD  teilte  Saint -Tenant  in  »einer  Bearbeitung  von  Naviera 
Lefone,  Appendix  III,  mit.    Der  dort  angedeutete  BeweiB  wurde  auggeföhrt  von 
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mehr  müssen  sie  gewissen  Beziehungen  unterworfen  aein,  welche  aus- 
sprechen, daB  es  Funktionen  u,  v,  w  gibt,  die  mit  ihnen  dnrch  die 
sechs  Gleichungen  verknüpft  sind 

e„=-^---,     e.   =  ?^+  ?",■..       '  (24) 

*'       ex        '      *'       oy        Oi'  ^     ' 

Die  fr^licben  Beziehungen  kann  man  dadurch  erhalten,  daß  man  die 

drei  Gleichungen 

20?,=  ^"^-  l"  ,■■■, 
'      cy        di'         ' 

in  Betracht  zieht;   denn  alle  Differentialqaotienten  von  u,v,w  lassen 

sich  mittels  e,„  .  . .  e^„  . . .  7S^,  . . .  ausdracken     In   der  Tat  haben 

wir  drei  solche  Paare  von  Gleichungen,  wie 

die  Bedingungen  dafUr,  daß  diese  mit  den  drei  Gleichungen  duj'cx 
=■  c,,  uaw,  verträglich  sind,  drücken  sich  aus  durch  neun  Gleichungen 
von  dem  Typus 

~dy  =*  ix^-  dx' 
und  diese  Gleichungen  stellen  die  ersten  Ableitungen  von  W^,  W  ,  ST, 
mittels  jener  von  e,,,  . . .  e^,,  . .  .  dar.  Wenn  wir  zum  Beispiel  die 
drei  Oleiehuugen,  die  &l,  enthalten,  niederschreiben,  so  können  wir 
sofort  sehen,  wie  wir  zu  den  Bedingungen  dafQr,  daß  sie  miteinander 
verträglieh  sind,  gelangen.     Es  sind  dies  die  drei  Gleichungen 


und  ans  der  Gesamtheit  der  nenn  Gleichungen  von  diesem  Typus 
können  wir  S„  sj  ,  Sl^  eliminieren  und  die  sechs  identischen  Be- 
ziehimgen  zwischen  den  Verzernmgskomponenten  gewinnen.    Sie  tauten 


dy*   "^  öy3«'         lyce   ■   ix\       dx  "^    cy 


^'fe- 


Kirchhoff,  Mechanik,  VorleBUHg  27.  Der  im  Text  gegebene  Beweis  rührt  het  von 
BeltMOi,  Pari«  C.  lt.,  i.  108  (lS39)i  Tgl.  Koenigi,  LeQoru  dt  Cinematique,  Pirna 
189B,  p.  ill. 
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§  18.    Die  einer  gegebenen  Verzemmg  entspreolLende  VeracliiebTmg.*) 
Wenn   die  Verzemuigskomponeiiten  gegebene   Ftmlctionen   sind, 
die  die  identischen  Beziehungen  des  letzten  Paragraphen  befriedigen, 
so   kann   man  die   Verschiebimgakomponenten  dadurch   ableiten,   daß 
man  die  GleichnngeQ  (24)  ab  Differentialgleichungen  fiir  u,  v,  w  auf- 
löst.    Diese  Qleichungen  sind  h'near,  und  die  vollständigen  Lösungen 
derselben  setzen  sich  zusammen  aus  1)  einem  beliebigen  System  parti- 
kulärer Lösungen,  3)  Ergäuzungslösungen ,  welche  willkÄrlicbe  Eon- 
stanten enthalten.     Die  Er^nzungslÖaungen  erfüllen  die  Gleichungen 
|«_|r_|«_|»       8._«.        8»_ä.        a._„^     (26) 
ox        oji        et        iy    'es         dt    '    ex        8x    '    By  ^     ' 

Differentiieren  wir  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  nach  x,y,z, 
so  erhalten  wir  achtzehn  lineare  Oleichungen,  die  die  achtzehn  zweiten 
Ableitungen  von  u,v,ie  miteinander  verknüpfen;  es  folgt  daraus,  daß 
alle  diese  zweiten  Differentialquotienten  verschwinden.  Mithin  sind 
die  Erj^zungslösungen  u,v,w  lineare  Funktionen  von  x,y,z,  und 
vermöge  der  Oleichungen  (26)  müssen  sie  sich  ausdrucken  lassen  durch 
Gleichungen  von  der  Form 

M  =  «a  —  ry  -Hg*,  v  —  v^—pt  -^rx,  w  =  tv^^ ~  qx  -\- py;  (27) 
dies  sind  aber  die  Formeln  fOr  die  YerrOckung  eines  starren  Körpers 
durch  eine  Translation  (w^,  r^,  w^)  und  eine  kleine  Drehung  (p,  J,»*)- 
In  den  so  erhaltenen  Ergänznngslösungen  müssen  die  Konstanten 
p,  q,  r  kleine  Größen  von  derselben  Größenordnung  wie  die  gegebenen 
Funktionen  e,,,  ...  sein;  denn  andernfalls  würden,  wie  die  Gleichungen 
(6)  von  §  9  ^igen,  diese  Funktionen  die  Verzerrung  im  £örper  nicht 
richtig  zum  Ausdruck  bringen,  vind  die  Glieder  von  (27),  welche  p,  q,  r 
enthalten,  würden  keine  in  einem  starren  Körper  mögliche  Verachiebung 
darstellen.  Behalten  wir  diese  Beschränkung  im  Sinne,  so  schließen 
wir,  daß,  wenn  die  seehs  Verzernuigskomponenten  gegeben  sind,  die 
entsprechende  Verschiebung  bestimmt  ist  bis  auf  eine  hinzukommende 
willkürliche  Verrückung  vom  Typus  (27);  fügen  wir  aber  noch  sechs 
unabh^gige  Bedingungen  hinzu  der  Art,  daß  im  tlrsprungspunkte 
die  Verschiebung  (m,  v,  w)  und  die  Drehung  (K^,  O^,  sj  »erschwinden, 
oder  auch  daß  in  demselben  Punkte 

M  =  0,  B  -  0,  «  =  0,  ?"  "  0,   ^  ■  -  0,  1^  =  0,  (28) 

so  ist  der  Ausdruck  für  die  Verschiebung  bei  gegebenen  Verzerrungen 
eindeutig  fes^elegt.  Die  besondere  Gleichungsgruppe  (^8)  sagt  aas, 
daß  ein  Punkt  des  Körpers  (der  Ursprnngspunkt),  ein  Linienelement 
des  Körpers  (jenes  längs  der  ü- Achse,  ausgehend  vom  Ursprung)  und 

1)  Vgl.  Eirchhoff,  Meehanäi;  Totleiung  27, 
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ein  Ebenenelement  des  Körpers  (jenes  in  der  [e,  x]'£l>ene,  dos  den  Ur- 
sproDg  enthält)  nach  der  Verzerrung  ihre  Lage  heibehalten.  Selbst* 
verständlich  ist  es  mö^ich,  einen  Körper,  der  in  irgend  einer  Weise 
verzerrt  wurde,  wieder  datin  zu  bringen,  daß  ein  gegebener  Punkt, 
ein  durch  den  Punkt  gehendes  gegebenes  LiDienelement  and  ein  die 
Linie  enthaltendes  gegebenes  Ebenenelenient  ihre  ursprüngliche  Lage 
wieder  einnehmen. 


§  19.  EnunmliiLige  reohtwtnUlge  Koordinaten.  >) 
Bei  vielen  Problemen  ist  es  angezeigt,  Systeme  krummliniger 
Koordinaten  statt  gewöhnlicher  kartesischer  Koordinaten  zu  gebrauchen. 
Man  kann  dieselben  wie  folgt  einfahren.  Ea  sei  /"(»,  y,  «■)  =  a  (d.  h. 
~  const.)  die  Gleichung  einer  Fläche.  Lassen  wir  a  variieren,  so  er- 
halten wir  eine  Schar  von  Flächen.  Im  allgemeinen  wird  darch  einen 
voi^i^egebenen  Punkt  eine  FUlche  der  Schar  hindurch  gehen,  und  ein 
benachbarter  Punkt  wird  im  allgemeinen  auf  einer  benachbarten  F^he 
der  Schar  liegen,  so  daß  a  eine  Funktion  von  x,  y,  k,  eben  die  mit  f 
bezeichnete  Funktion,  ist.  Ist  a  -\-  da  der  Parameter  jener  Fläche 
der  Schar,  welche  durch  {x  +  dx,  y  +  dy,  e  +  de)  hindurch  geht,  so 
haben  wir 

da  -  f-  dx  +  y~  dy  +  1^  de  ^l"  dx^  ?-"  ily  +  \--  dz. 

Haben  wir  drei  voneinander  unabhängige  Flächenscharen,  die  durch  die 
Gleichungen 

/■i(«.y,«)  =  «.  fi{x,y,e)  =  ß,  fi{x,y,z)  =  y 
in  der  Weise  gegeben  sind,  daß  durch  einen  voi^egebenen  Punkt  im 
allgemeinen  eine  Fläche  jeder  Schar  hindurchgeht,  so  läßt  sich  ein 
Punkt  festlegen  durch  die  Werte  von  a,  ß,  y,  die  zu  den  durch  ihn 
gehenden  Flächen  gehören*),  und  ein  Kachbarpunkt  wird  durch  die 
Nachbarwerte  a  -f-  da,  ß  -\-  dß,  y  +  dy  bestimmt  sein.  GröSen  wie 
a,  ß,  y  heißen  „krummlinige  Koordinaten"  des  Punktes. 

Am  geeignetsten  für  die  Anwendungen  auf  die  Elastizitätstheorie 
sind  jene  Systeme  krummliniger  Koordinaten,  die  bestimmt  sind  durch 
Scharen  von  Flächen,  welche  einander  Qberall  rechtwinklig  schneiden. 
In  solchem  Falle  haben  wir  eine  drei&che  orthogonale  Flächenschar. 

1)  Die  Theorie  rührt  bet  von  Lama.  S.  ieiiie  Lepm»  sur  leg  eoordonii'f» 
eurväigne»,  Paria  18öU. 

2)  Die  BeHtimmung  des  Punktes  ist  mOglicherweiae  nicht  eindeutig,  z.  ß. 
bei  elUptiachen  Koordinaten,  wo  ein  ElUpioid  and  zwei  koofokale  Hyperboloide 
durch  einen  beliebigen  Ponkt  hindurch  gehen,  lich  aber  anch  noch  in  sieben 
andern  Paukten  ichneiden-  Die  Mehrdeutigkeit  verschwindet,  wenn  der  be- 
trochtete  Raumteil  passend  begrenzt  wird,  im  Falle  elliptischer  Eoordinateti 
z.  B.,  wenn  man  einen  vod  Hanptebenen  begrenzten  Oktanten  nimmt. 
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BekannÜich  gibt  es  eise  asendliche  Zahl  solcher  Tripel  von  Flächen- 
Scharen,  und  nacb  eioem  berühmten,  von  Dnpin  hen-Qhrendem  Satz 
ist  die  Schnittlinie  zweier  Flächen,  die  zu  zwei  rerschiedenen  Scharen 
einea  solchen  Tripels  gehören,  auf  jeder  von  ihnen  Erümmungslinie.  ^) 
Im  Folgenden  werden  wir  a,  ß,  y  als  Parameter  einer  derartigen  drei- 
fiwhen  Flächenschar  nehmen,  ao  daß  folgende  Qleichnngen  gelten:    . 


2r 

+ 

dt 

1^ 

!> 

-0 

+ 

2/ 
äs 

|J  + 

8, 

8. 
8ä 

-0 

dß 
bx 

+ 

!h 

Sa 
87 

f. 

-0 

dx 

Der  Abschnitt  dn^,  der  auf  der  Normalen  zu  einer  Fläche  der  Schar  a 
begrenzt  wird  durch  die  Flächen  a  und  a-{-  da,  bestimmt  sich  durch 
folgende  Übeiiegung.  Die  iUchtungekosinus  der  Normalen  zu  a  im 
Punkte  X,  y,  z  sind 


wo  h^  sich  durch  die  erste  der  Gleichungen  (31)  unten  ausdrückt. 
Projizieren  wir  nun  die  Verbindungslinie  zweier  Nachbarpunkte  auf 
der  Normalen  zu  «,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

Ebenso  sind  die  Elemente  dn^,dn^  der  Normalen  zu  /}  und  y  gleich 
i^l\  und  rfy/j,  wo 

v=(i)*+(i^)V(lf)'l 

v=(?f)'+g)*+(^0'       ■        (^1) 

V=©*+(8^J)'+(8i)'l 
Da  der  Abstand   zwischen  zwei  Ifachbarpunkten  gleich  {ß,n^  +  dn^ 
+  dWs*)    ist,  so   erhalten  wir   den  Ausdruck  für  das  „Bogenelement" 
ds,  d.  h.  den  Abstand  zwischen   den  Punkten  (a,  j3,  y)  und  («  +  da, 
ß  -\-  dß,  y  +  dy),  in  der  Form 

(ds)'  -  {dalh^f  +  (dß/h,)'  +  (dy/h,)'  (32) 

Im  allgemeinen  sieht  man  Aj,A,,^  als  Funktionen  von  a,ß,y  an- 

1)  SJmon,  Geometty  of  Oiree  dimtnaiow,  4.  Aufl.,  p.  269. 
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§  20.   Komponenten  der  Verzermag,  tKZOgen  auf  knumnlinlge 

reohtwinUige  Koordinaten.  >) 
Die  Länge  der  YerbtndniigRlinie  der  Punkte  (u,  ß,  y)  und  (tt  +  da, 
ß  +  dß,  y  +  äy)  im  unTerzerrten  Znstaod  ist  gegeben  dorch  (32); 
wir  suchen  die  Länge  der  VerbiDdungBlinie  desselben  Paars  von 
Teilehen  im  verxerrten  Zustand.  Efl  seien  m„,  m^,  m  die  Projektionen 
der  Verschiebung  irgend  eines  Teilchens  anf  die  Normalen  zu  den 
Flächen  a,  ß,  y,  die  durch  den  Ort  desselben  im  unrerzerrten  Zustand 
hindurchgehen.  Ist  die  Verschiebung  klein,  so  werden  die  Koordi- 
naten <t,  ß,  y  des  von  einem  Teilchen  eingenommenen  Punktes  in 
«  +  *i«a.  ß  +  A»";*.  r  +  K^Y  "hergeführt.  Die  «-Koordinate  (a  +  da) 
eines  benachbarten  Punktes  wird  QbergefOhrt  in 

a+d^+{h,«,  +  dal  (J,»J  +  dß  A  (*,»,)  +  dr  l-  (4..,)), 

und  entsprechende  Änderungen  treten  in  der  ß-  und  /-Koordinate 
(ß  +  dß  und  y  +  dy)  ein.  Andererseits  unterecheiden  sich  die  Werte 
von  Ai, . . .  ffir  ein  verschobenes  Teilchen  von  denen  für  seine  ur- 
sprüngliche Lage.    Beispielsweise  wird  v-  übergeführt  in 

ij-  +  *.».  /.  ©  +  '^".'Ff  fö  +  ''■»/  «^  ©■ 
Daraus  folgt,  daß  ^  zu  ersetzen  ist  durch 

wenn  man  Produkte  von  Größen  von  der  Ordnung  u„  vernachlSssigt, 
hat  man  hierfür 

Entsprechende  Andeningen  hat  man  in  j^  und  ^  einzuführen.  Die  Länge 
der  Verbindungslinie  zweier  Teilchen  im  verzerrten  Zustand  findet  man, 
indem  man  aus  der  Summe  der  Quadrate  der  drei  Ausdrücke  vom 
Tvpus  (33)  die  Quadratwurzel  zieht.  Sei  ds  die  Länge  des  Linien- 
elements im   UDverzerrten  Zustand,   und  seien  l,  m,  n  die  ßichtungs- 


1)  Die  hier  wiedergegebeoe  Methode  rührt  her  von  Boichordt,  J.  f.  Math. 
(CreUe),  Bd.  76  (18TB). '  Ein  anderes  Terfohien  wird  in  der  „Bemerkung  über 
ÄnwenduDg  beweglicher  Achsen"  am  Gnde  des  Buchee  entwickelt. 
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64  I.  Analjae  det  Yatzerrong. 

kosinos  desselben,  bezogen  auf  die  Normalen  zu  den  Flächen  a,  ß,  y 
in  einem  Punkte,  sodaB  .-  •=  Ids, ...  Sei  femer  ds{l  +  e)  die  Länge 
des  entepreclienden  Linienelements  im  verzerrten  Zustand.  Dann  ist 
e  g^eben  daroh  die  Öleicbung 

(i+.)'-[!(i+j,4'::+M,«,„4t)+tA«4©l 

+ '« J;-  ^  (*.«.)  +  »^  a'^Ä".)]'  +  •••  +  ••■  (34) 

Vemachliesigen  wir  Quadrate  und  Produkte  von  «„,  u^,  u^,  so  köunen 
wir  das  Resultat  iß  der  Form  sotireiben 

e  —  c„.P  +  c^^m*  +  e^^n*  +  e^^mn  +  e^„nl  +  e„^lm,        (35) 
worin 

«..-*!  -a"„'  +  *.*.",.  if  (i,)  +  KK",  87  (»:)> 
.„  -  ».  't^  +  *,*.»,  l,  {^)  +  *,*.»,  ^  ©, 

«rr  -  *■  7f  +  *.*.».  Ä  ©  +  *■*•».'  //i  (*!)' 

'*r -b7  (*•"'>+ MV  (*>"''' 


ai  Ä",<)  + 


A,  ^ 


(*.».)■ 


(36) 


Die  Größen  e,,,  . . .  e.  ,  . . .  sind  die  sechs  Verzemingskompo- 
nenten,   bezogen   auf  die  onimmlinigen   rechtwinkligen   Koordinaten. 
In  der  Tat,  e„„  ist  die  Dehnung  eines  Linienelements,  das  im  nnver- 
serrten  Zustand  längs  der  Normalen  zur  Fläche  a  liegt;  und  e^ 
der  Kosinus  des  Winkels  zwischen  den  Linienelementen,  die  im  i 
verzerrten  Znstand  längs  der  Normalen  zu  den  FUchen  ß  und  /  li^i 


%  31.  Dilatation  und  Drelmiig,  bezogen  auf  krtunmllnig« 
rechtwinklige  Koordinaten. 
Die  Besultate  von  §  16  kann  man  benutzen,  um  die  kubische  Dila- 
tation A  und  die  Drehui^komponenten  VS^,  Si^,  VS    um  die  Normalen  zn 
den  drei  FlBchen  auszudrücken  durch  die  Komponenten  u^,  u^,  u    der  Ver- 
schiebung. 

um  den  Ausdruck  ftlr  A  zu  eriialten,  bilden  wir  das  Oberfliohen- 
integral  der  Normalkomponente  der  Verschiebnng')  aber  die  Oberfläche 
eines  Volumelemeuts,  das  von  drei  Fl&cheupaaren  (u,  a  +  da),  (ß,  ß  +  dß), 


i)  Diese  Methode  rührt  her  von  Lord  Kelvin.    (Sii  W.  Thomson,  Math,  and 
J9»yg.  Popen,  Toi.  1,  p.  26.    Die  Untersuchung  stammt  ans  dem  Jahi  184S.) 
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(}>,  y  +■  dy)  begrenzt  wird;  dabei  sei  die  Normale  vom  Innern  des  Elements 
veg  gerichtet.  Die  Anteile  der  Seiten&Schen  des  Elements  lassen  sich  in 
folgender  Form  niederschreiben: 


'  h,  h. 


dßdi 


-'«^    «r.^"^ 


dßdr\ 


addieren  wir  die  sechs  Anteile,  so  erhalten  wir 

dies  muß  identisch  sein  mit  Adadßäy/h^h^hj.     Wir  haben  also 

Dasselbe  Resultat  wOrden  wir  durch  Addieren  der  in  (36)  gegebenen 
Ausdrflcke  fttr  e^^,  e^^,  e^y  finden. 

Um  den  Ausdruck  fflr  2  SS  zu  erhalten,  bilden  wir  das  Linienintegral 
der  Tangentialkomponente  der  Tersobiebung  längs  der  Umrandung  des 
Elements  in  der  Fläche  y  +  dy.  Die  Anteile  der  vier  Stftcke  des  Bandes 
lassen  sich  mit  Hilfe  von  Fig.  '3  wie  folgt  niederschreiben: 


„     „Jf'e-- 

„     .  m'- 

Addieren   wi 
faalten  wir 

r    diese    Ast«Ue 

dudßl 


dß  \\ 


Dies  muß  identisch  sein  mit  2  iu^darf^/AjA,,  und  damit  haben  wir  für  iS 
den  in  der  dritten  der  Gleicbangen  (38)  angegebenen  Ausdruck;  die  andern 
Gleichungen  dieser  Gruppe  können  wir  auf  dieselbe  Weise  erhalten.  Die 
Formeln')  lauten 


1)  Die  Formeln  (33),  ebenso  wie  (3ö)  und  (3T)  Terdaukt  man  Lamü.  Die 
Hethod)',  nach  welcher  hier  die  Gleichnngen  (88)  abgeleitet  sind  und  welche  in 
etwa«  mehr  analjtischei  Form  auch  tod  Ceaäro,  Introduiione  alla  teoria  mate- 
matica  della  Elasticitä  (Tarin  lS94'i,  p.  193,  angewendet  wird,  igt  in  der  Elektro- 
dynamik gebräuchlich.  Vgl.  H.  Lamb,  Phü.  Trans,  üoy.  Soc.,  vol.  17S  (1888), 
p.  160,  oder  J.  J.  Thomson,   Becent    Rtacarciifs  in   Electriciiy  and   Magnetitm, 


)ogle 


I.  AnatjE«  der  Veraeming. 


4©1 


2(5„  —  hJu 


.©- 


Ol 


f38) 


§  22.  Zylindw-  und  Polarkoordin&t«ii. 
Im  Falle  Ton  Zi/Underkoor<li»aten  r,  0,  e  babea  wir  das  Bogeaelement 

l{d,f  +  .■'(is)' +  (d.yY" 

and  die Terscbiebungen  u^,  **^,u,-    Die  allgemeinett Formeln  nebmea  folgeade 
Gestalt  an: 

1)  für  die  Verzerrangen 

'„-^,  <■..- ;-";+";,  ',.-if. 

I  Ott,       du«  dur    ,    du,  dtte        us    ,     I  d«r 

'••  -  r  T»  +  -g-,  •    '■'-  ei+  er'   '>■•  -  f  r  -  T  +     -s«  i 

2)  fOr  die  kabische  Dilatation 

"     r  gr  '■' "'-'  +  ,■  ee  +  a« 

3)  ftlr  die  Drebiuigskomponent«n 


Im  Falle  von  PolarJcoordmalen  t-,  0,  <t>  haben   wir  das  Bogeuelement 

{(</'■)*  +  r-(d0y  +  r»  sin^9(rf*)»}''' 

nnd  die  Yerschiebungen  h^,  u^,  U0.  Die  allgemeinen  Formeln  nehmen 
folgende  Gestalt  an: 

Oxford  lSy3,  p.  3ST.  Physikalisch  gesprochen  handelt  es  aich  natürlich  um  die 
Beziehung  zwischen  der  „Zirkulation"  und  der  „WiibeUtärke",  die  von  Lord 
Kelvin  in  aeiner  Abhandlung  „On  Vortrei  Motioa",  Edinburgh,  Boy.  Soe.  Tram., 
Tol.  25  (1889),  aufgedeckt  wurde. 
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l)  für  die  Verzerrungen 

d»  1  9«.       **  1      ^"O       "a  " 

'«*  '  T  Ur  -  "*  *=*'*  ^j  +  f  sin  e  c«  ' 

'■*'■  "  r  SO  p*  "'"  TT  r"'      ^'■*  ^   S>   ~  T  "''  T  36  ' 

3)  fOr  die  kubische  Dilatation 

^  -  rT.k.  (|r  (r'«,.i.  »)  +  3^  (r«,  ».  8)  +  gt  (r»»)  j; 
3)  1^  die  DrehungskompoDenteu 


ä!».-!!!-,  (".)-!"/) 


Die   Ven£katian    dieser    Formeln    sei    dem    Lernenden    zur   Übung 
empfohlen. 
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Anhang  zu  Kapitel  L 
Allgemeine  Theorie  der  Terzemmg. 

§  23.  Der  vorhergehende  Teil  dieses  Kapite]a  enthält  alle  Auf  Ver- 
zerruugen  bezüglichen  Heciultate,  die  in  der  mathematischen  Elastizitäts- 
theorie, soweit  sie  bis  heute  ausgebaut  ist,  von  Bedeutung  sind.  Die 
Untersuchung  der  Yerzerrungszustände,  welche  Yerschiebongen  im 
allgemeinen,  im  Gegensatz  zu  kleinen  Verschiebungen,  entsprechen, 
bildet  einen  interessanten  Zweig  der  Kinematik;  Über  diesen  soll  nun 
kurz  berichtet  werden.')  Vorausgeschickt  sei,  daß  die  hier  gegebenen 
Entwicklungen  im  übrigen  Teil  dieses  Buches  nicht  werden  erfordert 
werden. 

In  neueren  BSchern  Über  Kinematik  ist  es  gebräuchlich,  die 
Theorie  der  Verzerrungen  im  allgemeinen  auf  dem  in  §  7  ausge- 
sprochenen Resultate  zu  begründen,  daß  die  Verzerrung  in  der  Um- 
gebung eines  Punktes  merklich  homogen  ist,  und  die  Theorie  der  end- 
lichen Verzerrung  nur  im  Falle  homogener  Verzerrung  zu  entwickeln. 
Vom  Gesichtspunkt  einer  strengen  Analysis  aus  erscheint  es  wünschens- 
wert, die  Theorie  der  Verzerrungen  im  allgemeinen  auf  unabhängiger 
Grundlage  aufzubauen.  Wir  werden  mit  einem  Bericht  über  die  einer 
beliebigen  Verschiebung  entsprechende  Verzerrung  beginnen  und  her- 
nach die  homogene  Verzerrung  etwas  eingehender  untersuchen. 

§  24.  Die  einer  beliebigen  Versehlebung  entsprectiende  Verzeming. 
Wir  betrachten  den  Einfluß  der  Verschiebung  auf  Aggregat«  von 
Teilchen,  die  im  unverzerrten  Zustand  gegebene  Kurven  bilden.  Irgend 
ein  Teilchen,  das  im  unverzerrtea  Zustand  sich  an  der  Stelle  (x,  y,  s) 
befindet,  greifen  wir  heraus.  Dasselbe  Teilchen  befindet  sich  im  ver- 
zerrten Zustand  im  Punkte  (x  +  v,,  y  +  v,  z  +  ir).     Die  Teilchen,  die 

1)  Man  wolle  bei  Cauchj,  Exercices  dt  ToatA^atiqueR ,  Ännee  1827,  den 
Artikel  „Sni  la  condensatiou  et  la  dilatation  des  corp^  solides"  nachgeben;  ferner 
Greena  Abhandlung  über  die  Reflexion  des  Lichta,  die  in  der  Einleitung  (FaB- 
note  Ü)  angeflogen  wurde;  Saint-Venont,  „Memoire  hui  l*dqnilibre  dee  coipa 
solides  , . .  qaaud  las  d^plac^ments  . . .  ne  sont  pas  tres  petit«".  Pari»,  C.  F.,  t.  2i 
l,1847j;  Kelvin  und  Tait.  Nat.  Phil.,  Teil  I,  p.  115-144;  Todhuater  und  TearBon, 
Hittory,  Bd.  1,  Artikel  1619—1622;  J.  Hadamard,  Le^oM  sur  la  propagation  da 
ondta,  Pftris  lltOB,  Kap.  VI,  _^ 
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5). 


Hie 


1  iat  z.  B. 


in  dem  ersten  Zustand  auf  einer  gegebenen  Kurve  liegen,  liegen  im 
aUgemeinen  im  zweiten  Zustand  auf  einer  andern  Kurve.  Ist  ds  das 
Bogenelement  einer  Kurve  im  ersten  Zustand,  so  sind  die  Richtungs- 
kosinus der  Kurventangente  in  irgeud  einem  Punkte  gleich  -,-,  .  ,  -i-. 
Ist  ds,  das  Bogenelement  der  entsprechenden  Kurve  im  zweiten  Zu- 
stand, so  sind  die  Richtungskosinus  der  Tangente  dieser  Kurve  gleich 
djx  +  u)  d(y  +  p)  d(ß±u- 
dfl,      '       da, 

d{x-\-u)        (U   Idx       du^dx       dudy       d 
dg,      .^  ds,  \ds  ■•■  'dx  ds  '^  dy  ds^  d 
ähnliche  Formeln  gelten  fär  die  beiden  andern  Ausdrücke. 

Es  seien  l,  m,  n  die  Richtungakosinus  einer  Linie  im  unverzerrten  . 
Zustand,  I,,  m^,  n,  die  Ricbtungskosinus  der  entsprechenden  Linie  im 
verzerrten  Zustand,  ds,  ds^  die  Bogenelemente  entsprechender  Kurven, 
die  diese  Linie  bezOglicb  zu  Tangenten  haben.    In  der  oben  benutzten 
Bezeichnung  wird 


(1) 


( . 


>, 


_dy 


_  ■<(«_+  «) 


und  die  Gleichungen  vom  Typus  (1)  lassen  sich  in  der  Form  schreiben 

^-rii'(>+;:)+»'li+4:i-        (^) 

Quadrieren  und  addiereu    wir  die  rechten  und  linken  Seiten   und  er- 
innern uns  der  Gleichungen 

so  finden  wir  eine  Gleichung,  die  sich  schreiben  läßt 

f/s)*  =  (1  +  ^*")^*  +  tl  +  ^^j)™'  +  (1  +  2*..)«'  +  2«,.»t« 


.  gegeben  sind  durch  die  Formeln  * 


(3) 


TO 
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Der  Verzemmgszuatand  ist  völlig  bestimmt,  wenn  wir  die  LäDgen 
entsprechender  Linien  im  verzerrten  und  im  unverzerrten  Zustand 
kennen.^)  Die  Größe  -j^  —  1  ist  die  Dehnung  des  Linienelements  d$. 
Dieselbe  bestimmt  sich  durch  die  Formel  (3).  Wir  bemerken,  dafi 
die  Dehnungen  von  Linienelementen,  die  im  unverzerrten  Zustand  zu 
den  Koordinatenachsen  parallel  sind,  bezDglich  gleich 

VTT2^  -  1,     1/1  +  2£„  ~  1,     yi  +  2e„  -  1 

sind,  wo  die  positiven  Werte  der  Quadratwurzeln  zu  nehmen  sind. 
So  erhalten  wir  eine  Deutung  der  Größen  f^,,  b^'^,  c„.  Wir  werden 
sogleich  für  die  Größen  e^,,  e,^,  s^^  eine  Deutung  mittels  der  von 
solchen  LinienelemeDteD  im  verzerrten  Zustand  eingeschlossenen  Winkel 
erhalten,  die  im  unverzerrten  Zustand  den  Koordinatenachsen  parallel 
sind.  Inzwischen  bemerken  wir,  daß  in  jedem  Punkte  die  Verzerrung 
durch  die  sechs  Größen  f„,  e^^,  c,,,  f^,,  £,^,  t^^  völlig  bestimmt  isi 
Diese  Größen  wird  man  die  VerzerrungskomponerUen  nennen.  Die 
Größen  e,^, .  .  .,  die  in  früheren  Paragraphen  „Verzerrungskompo- 
nenten" genannt  wurden,  bilden  das  hinreichend  genaue  Äquivalent 
der  t^j, . . .,  wenn  die  Quadrate  und  Produkte  von  Größen  wie  bu/rx 
vernachlässigt  werden. 

§  25.   Enbisohe  DUatatlon. 
Das  Verhältnis   eines   Volnmelements   im   verzerrten   Zustand  zu 
dem  entsprechenden  Volumelement  im  unverserrten  Zustand  ist  gleich 
der  FunktionaldetermiDante 


~d{x,  y.  Kl 


oder  gleich 


1^". 


cy'  et 

c^  im  et*. 

Man  bezeichnet  dasselbe  mit  1  +  A.  Dann  ist  A  der  Volumznwachs 
pro  Volumeinheit  in  einem  Punkte  oder  gleich  der  htbischm  Dila- 
tation. Die  Größe  e^^  +  e  +  c,.  ist  ein  hinreichend  genaues  Äqui- 
valent für  A,  wenn  die  Verschiebung  klein  ist. 


1)  Lord  KelvinB   Methode  (§  10,   Fußnote)   iat,   wie  er  darlegt,  auf  Ver- 
zerrungen von  nnbeachrftnkter  Größe  anwendbar. 
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Wir  können   A  durch   die  Verzerrimgskomponenten   ausdrücken. 
Durcli  Quadrieren  der  Detenninante  finden  wir,  daß 

(1  +  A)»  =  (1  +  2s,^(l  +  2£^^)(1  +  2b,,)  +  2f,,£„f,, 

-  (1  +  2£„)e,/  -  (1  +  2f,,)B„*  -  (1  +  2f,.)e,/  (5) 


§  26.  B«ziprokeB  TerzemingselUpBoid. 

Das  Verhältnis  dsiuls,  von  dem  die  Dehnung  eines  von  einem 
Funkte  ausgehenden  Linienelementa  abhängt,  ist  in  der  Formel  (3) 
ausgedrückt  durch  die  ßichtungskosinus  des  Elements  im  unverzerrten 
Zustand  und  die  Verzerrungskomponenten  in  dem  betreffenden  Funkte. 
Die  Formel  zeigt,  daß  für  eine  beliebige  Richtung  das  fragliche  Ver- 
hältnis umgekehrt  proportional  ist  dem  vom  Mittelpunkt  aus  in  jener 
Kichtung  gezogenen  Radiusvektor  eines  Ellipsoids,  das  durch  die 
Gleichung  gegeben  ist 

(1  +  2e,,)x*  +  (1  +  2£,,)y'  +  (1  +  2f„)^*  +  2i^,yz 

4-  2t,^ex  +  2e^^xy  ■=  const.  (6) 

Dies  ist  das  reziproke  VerzerrungsrUipsoid,  das  bereits  (§  6)  im 
Falle  homogener  Verzerrungen  definiert  wurde.  Seine  Achsen  heißen 
die  Hauptacfisen  der  Verzerrung;  sie  fallen  iu  die  Richtung  jener 
Linienelemente  im  unverzerrten  Zustande,  welche  stationäre  (maximale 
oder  minimale  oder  minimaxe)  Dehnung  erfahren.  Die  Dehnungen  der 
mit  diesen  Richtungen  zusammenfallenden  Linienelemente  heißen  die 
Hauptdehnungen,  *,,  f,,  t^.  Die  Werte  von  1  4-  i,,  1  +  *(,  1  +  e,  sind 
gleich  den  positiven  Quadratwurzeln  aus  den  drei  Werten  von  x,  die 
der  Gleichung  genUgen 

l+2*„  — X,  e^^,  £^, 

f.,,        l  +  2*^„-«,         t^,  =0.  (7) 

£,„  s/..         1  +  2£„  -  X 

Die  invariante  Beziehung  des  reziproken  Verzerrungsellipsoids 
zum  VeraerroDgazustand  kann  man  zwecks  Transformation  der  Ver-- 
zerrnngskomponenten  von  einem  rechtwinkligen  Ächsensystem  auf  ein 
anderes  benutzen,  gerade  wie  in  §  12  die  Verzerrungsfiäche  trans- 
formiert wurde.  So  würde  sich  aeigen,  daß  die  Größen  e^^,  ■  ■  ■  «^^ 
Komponenten  eines  „Tensortripeis"  sind.  Man.  würde  also  drei  Inva- 
rianten finden,  nämlich: 

^it^t¥^„  +  4  (*y.*.i*jy  ~-  ^rx4'  ~-  ^yy**'  ~  *.2*2*)-  ' 
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§  37.  Indemng  des  Winkels  zwiscbeu  zwei  Emren  durch  die 
VerzerrUEg. 
Wir  wollen  den  Einfluß  der  Verzerniog  auf  den  Winkel  ZTmchen 
zwei  vom  Punkte  (x,  y,  z)  ausgebenden  LinienelementeD  berechnen. 
Seien  l,m,n  und  l\m',n'  die  ßichtungkosinus  der  beiden  Linien  im 
unverzerrten  Zustand  und  6  der  Winkel  zwischen  ihnen;  seien  ferner 
ij,»»j,nj  und  l\,in\,n\  die  Richtungskosinua  der  entsprechenden 
Linien  im  verzerrten  Zustand  und  6^  der  Winkel  zwischen  ihnen. 
Aus  (3)  und  den  analogen  Formeln  finden  wir 

cos  Öl—  ~^~-^l'   {cosö  +  2  (t„ll'  +  e^^mm  +  t^,nn')  +  f^,{mn'  -^ntn) 

+  s„  {nr  +  n'l)  +  «,^  (Im  +  l'm) } ,  (9) 

wo  dsjds  und  ds'Jds'  die  Verhältnisse  der  Längen  entsprechender, 
in  die  beiden  Richtungen  fallender  Linienelemente  vor  und  nach  der 
Verzerrung  sind. 

Wir  bemerken,  daß,  wenn  die  beiden  Torgegebenen  Richtungen 
mit  den  positiven  Richtungen  der  x-  und  der  y-Achse  übereinstimmen, 
die  Formel  übergeht  in 

e^_  _  Y{1  +  2£„)  (1  4-  3f^^}  cos  Ö, ,  (10) 

und  wir  erhalten  so  eine  Deutung  der  Größe  t  .  ÄhoHche  Deutungen 
lassen  sich  fQr  £,^  und  e^^  finden.  Aus  obiger  Formel  leuchtet  auch 
ein,  daß,  wenn  die  Koordinatenachsen  den  Hauptachsen  der  Verzerrung 
in  einem  Punkte  parallel  sind,  die  von  dem  betreffenden  Punkt  in 
den  Richtungen  dieser  Achsen  auslaufenden  Linien elemente  nach  der 
Yerzerrung  immer  noch  rechtwinklig  einander  echneiden. 

Wir  können  sagen,  daß  dies  im  allgemeinen  das  einzige  Tripel 
orthogonaler  Linienelemente  in  einem  Punkte  ist,  das  durch  die  V«r- 
zeming  wieder  in  ein  Orthogonaltripel  übergeführt  wird.  Denn  die 
Bedingung,  daß  Linienelemenie,  die  sieh  im  unverzerrten  Zustand 
rechtwinklig  schneiden,  auch  im  verzerrten  Zustand  einander  recht- 
winklig schneiden,  erhalten  wir,  indem  wir  sowohl  cos  ß  wie  cos  0, 
in  Gleichung  (9)  gleich  null  setzen.     Wir  finden  so  die  Gleichung 

■  1(1  +  20'  +  ^x,'"4-  i^,n]  r+  {f^y/  +  (l  +2*j,j,)wi  +  E^,«}  m 

+  {*r,'  +  ^.»'+  (14-2*„)m)  m'  =  0, 

worin  ir+ tMffi'4- «»'=  0.  Diese  Gleichung  zeigt,  daß  ein  jedes  von 
zwei  solchen  Linienelementen  (außer  da&  es  auf  dem  andern  senkrecht 
steht)  zu  der  Ebene  parallel  ist,  die  bezüglich  des  reziproken  Vei^ 
zerruiigsellipsoids  zu  dem  andern  konjugiert  ist.  Von  einem  Tripel  der- 
artiger Linienelemente  gilt  daher,  daß  sie  zugleich  aufeinander  senkrecht 
stehen  und  zu  konjugierten  Durchmessern  dieses  ElUpsoids  parallel  sind. 
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Die  bis  dahin  erhaltenea  Farmeio  können  in  dem  Sinne  gedeutet 
werden,  daß  ein  kleines  Eörperelement,  welches  im  unrerzerrten  Zn- 
stand  Gestalt  und  Lage  des  seinem  Mittelpunkte  entspreclienden  rezi- 
proken Verzerrangsellipsoids  hat,  nach  der  Verzerrmig  die  Oestalt 
einer  Kugel  besitzt  und  daß  jedes  Tripel  konjugierter  Durchmesser 
des  Ellipsoids  in  drei  orthogonale  Durchmesser  der  Kugel  über- 
geführt wird. 

§  28.  Das  VerzemmgseUlpBoid. 
Wir  könnten  das  Yerhättnis  ds,  ■  ds  durch  die  Richtung  des 
Linienelements  im  verzerrten  Zustand  ausdrücken  statt  durch  die  im 
ODTerzerrten  Zustand.  Wenn  wir  die  Gleichungen  vom  Typus  (2) 
nach  l,  m,  n  auflösteu,  würden  wir  finden,  daß  dies  lineare  Funktionen 
von  J,,n]j,R,  sind  mit  Koeffizienten,  die  dsjds  als  Faktor  enthalten; 
und  durch  Quadrieren  und  Addieren  würden  wir,  nachdem  wir 
l*+  ffi*  +  »*  durch  eins  ersetzt  hätten,  eine  Gleichung  von  der  Form 
finden 

du      cu  8v!     ■  ,„ 

wo  a,,  ...  nur  von  -5— ,    .....    ,     abhanden. 
1'  dx'    cy  '  dz  *> 

Das  Ellipsoid,  das  durch  die  Gleichung 

(a,«  -t-  ft,i/  +  Ci«)*  +  (ßg3:  +  h^y  +  (^^y  +  ((^»x  +  &,.v  +  Cj«)*  =  constl 

dai^stellt  wird,  würde  die  Eigenschaft  haben,  daß  sein  Radiusvektor, 
der  vom  Mittelpunkt  aus  in  irgend  einer  Richtung  gezogen  wird,  pro- 
portional ist  dem  Yerhältnis  dSi  :  ds  für  das  Linienelement,  das  im 
verzerrten  Zustand  in  die  betreffende  Richtung  fällt.  Dies  Ellipsoid 
heißt  das  VereerrunffselUpsoid.  Die  Längen  der  Hauptachsen  dieses 
Ellipsoids  und  des  reziproken  Verzerrungsellipsoids  sind  zueinander 
invers,  so  daß  die  beiden  Ellipsoide  hinsichtlich  der  Gestalt  zueinander 
reziprok  sind;  ihre  Hauptachsen  liegen  jedoch  im  allgemeinen  nicht 
in  den  gleichen  Richtungen.  In  der  Tat,  die  Hauptachsen  des  Ver- 
zerrungsellipsoids  fallen  in  die  Richtungen  jener  Linieoelemente  im 
verzerrten  Zustand,  welche  stationäre  (maximale  oder  minimale  oder 
minimaxe)  Dehnung  erfahren  haben.  Am  einfachsten  findet  man  diese 
Richtungen,  wenn  man  beachtet,  daß  die  entsprechenden  Linienelemente 
im  uoverzerrten  Zustand  zu  den  Hauptachsen  der  Verzerrung  parallel 
sind,  sodaß  ihre  Richtungen  bekannt  sind.  Die  Formeln  vom  Typus  (2) 
drücken  die  Richtungskosinus  irgend  eines  Linienelements  im  verzerrten 
Zustand  aus,  dessen  Richtungskosinus  im  unverzerrten  Zustand  gegeben 
sind.  Somit  können  die  Richtungskoainus  der  Hauptachsen  des  Ver^ 
zerrungsellipsoids  aus  diesen  Formeln  gefunden  werden. 
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§  29.  Änderung  der  BictitTing  dnrch  die  Veraerrnng. 
Der  Zusammenliaiig  zwischen  den  ßichtuDgen  der  Linienelemente 
im  verzerrten  und  im  unverzerrten  Zustand  läßt  sich  noch  deutlicher 
Dtacheu,  wenn  man  auf  die  Hauptachsen  der  Verzerrung  Bezug  nimmt. 
Sind  die  Koordinatacbsen  den  Hauptachsen  parallel,  ao  ist  die  Gleichung 
des  reziproken  Verzerrungsellipsoida  von  der  Form 

{1  +  £,)*^'  +  (1  +  «»)'y*  +  (1  +  «b)'^*  =  conBt., 
wo  6,,  £j,  tg  die  Hauptdehnungen.    In  der  Formel  (9)  fSr  den  Kosinus 
des   Winkels   zwischen   den    verzerrten  Lagen   zweier   Linienelemente 
haben  wir  zu  setzen 
1  +  2*„  -  (1  +  s,y,     1  +  2e^^  =  (1  +  £,)^     1  +  2f„  =  (1  +  a,y, 
e^^  =  B^^  =  s^^  =  0. 
Die  Linie  (f,  m',  n)  der  Formel  (9)  möge  nun  nacheinander  die 
Lage  der  drei  Hauptachsen  annehmen ;  die  Linie  (l,  m,  n)  sei  irgend  eine 
voi^egebene  Linie  im  un verzerrten  Zustand. 

Wir  haben  ds'Jds\   der  Reihe   nach  mit  (1  +  ti)~',  (1  +  £j)~S 
(1  +  £s)"'  gleich  zu  setzen  und  für  ds/dsy  den  Ausdruck 

[{1  +  ,,)H*  +  (1  +  O'm*  +  (1  +  hy»T^ 
etnzufQhren.     Die  Formel  gibt  dann  die  Kosinus  der  Winkel,  die  das 
entsprechende  Linienelement  im  verzerrteu   Zustand   mit   den  Haupt- 
achsen   des    Verzerrungsellipsoids   einschließt.  .  Bezeichnen    wir   diese 
Kosinus  mit  X,  fi,  v,  so  finden  wir 

[(i+.,)'(--Ki+s,)'>»'+(i+«,)'«T*l(i  +  i,)'.(l+j,)»,(l+«,)«l>    ' 

Lösen  wir  dies  nach  /,  m,  n  auf,  so  finden  wir 

(',»,«)=[,.;„,+<,;■„,+(,  ;'..,!*  (r+v  4v.-  r;.>a^) 

Bier  sind  l,  m,  n  die  Richtungskosimis  einer  Linie  im  unveneerrten 
Zustand,  bezogen  auf  die  Hauptachsen  der  Verzerrung,  und  l,  (t,  v 
die  Richtungskosinus  der  entsprechenden  Linie  im  verzerrten  Zustand, 
bezogen  auf  die  Hauptachsen  des  Verzerrungsellipsoids,  Die  Aufgabe, 
die  letztere  dieser  Richtungen  aus  der  ersteren  abzuleiten,  läßt  sich 
daher  in  zwei  Schritten  erledigen.  Der  erste  Schritt')  besteht  darin, 
ein  Tripel  von  Richtungskosinus  (X,  [t,  v)  aus  dem  Tripel  (l,  m,  n)  ab- 
zuleiten; der  zweite  Schritt  besteht  in  einer  Drehung  der  Hauptachsen 
der  Verzerrung  in  die  Lage  der  Hauptachsen  des  Verzerrungsellipsoids. 

1)    Diese    Operation   iHuft    auf  eine   homogene   reine   Verzerrang   hinans. 
S.  g  38,  unten. 
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Die  Formeln  lassen  auch  in  d^nk  Sinne  eine  Deutung  zn,  daß 
irgend  ein  kleines  Körperelement,  das  im  imverzerrten  Zustand  kugel- 
förmig ist  und  einen  gegebenen  Punkt  als  Zentrum  hat,  nach  der  Ver- 
zerrung Gestalt  und  Lage  des  Yei^emmgaellipsoids  mit  dem  gegebenen 
Punkt  als  Zentrum  annimmt  und  daß  irgend  ein  Tripel  orthogonaler 
Durchmesser  der  Kugel  in  ein  Tripel  konjugierter  Durchmesser  des 
Ellipsoids  übergeht. 

§  30.  Anwendung  aof  die  Kartographie. 
Die  Methoden  dieses  Kapitels  würden  sich  anf  das  Problem  der  Land- 
kart«iikoiistraktioii  anwenden  lassen.  Uie  aufzunehmende  Flüche  und  das 
ebene  kartographische  Bild  derselben  bilden  das  Analogen  zu  einem  Körper  im 
unveraerrten  und  im  verzerrten  Zustand.  Der  Satz,  daß  die  Verzerrung 
um  einen  Punkt  merklich  homogen  ist,  liefert  den  Satz,  daß  jedes  kleine 
Stüuk  der  Landkarte  ühnlich  ist  einer  der  orthographischen  Projektionen 
des  entsprechenden  Stücks  der  Original  fläche.  Das  Analogon  zu  den  Eigen- 
schaften des  Yerzärrungsellipsoids  findet  sich  in  dem  Satz ,  daß  jedem 
kleinen  Kreis  auf  der  Originaläfiche  eine  kleine  Ellipse  auf  der  Karte  ent- 
spricht; sind  die  Abmessungen  und  die  Lage  der  Ellipse,  die  in  irgend 
einem  Funkte  ihr  Zentrum  hat,  bekannt,  so  sind  der  Maßstab  der  Kaite 
in  der  Nähe  des  Punktes  und  alle  Längen-,  Flächen-  und  Winkelverzemmgeu 
bestimmt.  Diese  Sätze  bilden  die  Grundlage  der  Theorie  der  Kartographie. 
[Vgl.  Tissot,  Memoire  siir  la  representation  des  surfaeen  et  les  jyrojecHons 
des  carles  g^ograpläques,  Paria  1881]. 

§  31.  Bedingtmgen,  denen  die  VerscMebong  genügt. 
Die  Verschiebungskomponenten  u,  v,  u:  sind  nicht  völlig  will- 
kOrliche  Funktionen  von  x,  y,  z.  Bei  der  vorhergehenden  Auseinander- 
setzung wnrde  vorausgesetzt,  daß  sie  jenen  Differentiierbarkeits-  und 
Stetigkeitsbedingungen  unterworfen  sind,  welche  die  Gültigkeit  des 
,^atze8  vom  totalen  Differential')"  sicheretellen.  Für  unsern  Zweck 
drückt  sich  der  Satz  durch  Gleichungen  von  folgender  Art  aus: 

du  _  t'«  tlx  I  ''"  ''y  I  ^"  ^^ 
17  ~  Jx  d»  '^  Sy  ~ds  "^  ~fe  7«" " 
Außer  dieser  analytischen  Beschränkung  sind  deren  noch  andere, 
die  durch  die  Bediogung  auferlegt  werden,  daß  die  Verschiebung  als  in 
einem  kontinuierlichen  Körper  stattfindend  gedacht  werden  kann.  So 
würde  z.  B.  eine  Verschiebung,  bei  der  jeder  Punkt  durch  sein  op- 
tischea  Bild  bezüglich  einer  Ebene  ersetzt  wird,  ausgeschlossen  sein. 
Ebenso  würden  Funktionen,  die  au  irgend  einer  Steile  innerhalb  des 
von  dem  Körper  erfüllten  räumlichen  Bereichs  unendlich  werden,  als 
Ausdruck  für  eine  Verschieb  ungskomponente  ausgeschlossen  sein.  Jede 

1)  Vgl.  Hamaok,  Introduction  to  the  Calculas,  London  1891.  p.  92. 
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analytisch  mögliche  Yerachiebung,  durch  die  die  Länge  ii^end  einer 
Linie  auf  null  reduziert  würde,  ist  gleichfalls  auszuschließen.  Somit 
haben  wir  es  mit  reelleiL  Transformationen  zu  tun,  die  innerhalb  eines 
gewissen  räumlichen  Bereichs  folgende  Eigenschaften  besitzen:  1)  Die 
neuen  Koordinaten 

(x  +  u,  if  i-v,  z  i-w) 

sind ,  stetige  Funktionen  der  alten  Koordinaten  (x,i/,z)  und  unter- 
liegen als  solche  dem  Satze  vom  totalen  DiffereDtial.  2)  Die  reellen 
Funktionen  u,  v,  tu  sind  derart,  daB  die  quadratische  Funktion 

definit  und  positiv  ist.  3)  Die  mit  1  +  A  bezeichnete  Funktioual- 
determinante  ist  positiv  und  verschwindet  nicht. 

Die  Bedingung  3)  sorgt  dafür,  daß  der  verzerrte  Zustand  so  be- 
schaffen ist,  daß  man  ihn  aus  dem  unverzerrten  Zustand  durch  eine 
stetige  Reihe  kleiner  reeller  Verschiebungen  ableiten  kann.  Es  läßt 
sich  zeigen,  daß  sie  die  Bedingung  2)  mit  umfaßt,  wenn  die  Trans- 
formation reell  ist.  Vom  geometrischen  Gesichtspunkt  aus  kommt 
das  auf  die  Bemerkung  hinaus,  daß,  wenn  das  Volumen  eines  ver- 
änderlichen Tetraeders  sich  nicht  auf  null  reduziert,  keine  seiner 
Kanten  je  zu  null  werden  kann. 

In  dem  besonderen  Falle  der  homogenen  Verzerrung  sind  die 
Verschiebungen  lineare  Funktionen  der  Koordinaten.  Somit  fallen 
'  *A  *^'^  homogenen  Verzerrungen  unter  die  linearen  homogenen  Trans- 
formationen. Die  Bedingung  3)  schließt  dann  solche  Transformationen 
aus,  die  die  Operation  der  Spiegelung  an  einer  Ebene  neben  jenen 
Transformationen  enthalten,  welche  sieh  durch  eine  stetige  Reihe 
kleiner  Verschiebungen  erzielen  lassen.  Einige  lineare  homogene 
Transformationen,  die  der  Bedingung  3)  gehorchen,  drücken  Drehungen 
um  Achsen  aus,  die  durch  den  Ursprungspunkt  gehen.  Alle  andern  sind 
mit  Verzerrung  einer  Linie  verbunden.  Bei  der  Eröi^;erung  homogener 
Verzerrungen  und  Drehungen  wird  es  bequem  sein,  (a- -\-  Uf  y  +  v,  z -{-  «■) 
durch  (3;,,  y,,  z^)  zu  ersetzen. 

§  S2.    EndliclLe  iLOmogene  Verzemmg. 
Als   Gleichungen,  durch   die   die   Koordinaten  im   verzerrten  Zu- 
stand  mit  den  Koordinaten  im   unverzerrten  Zustand  verknüpft  sind, 
nehmen  wir  folgende; 

x^  =  (1  +  <i,i)  ^  +  (hiP  +  ^li^  A 

ij^  =  a„x  -t-  (1  -I-  a,j)  !/  +  a„^,  (13) 
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Die  entüprech enden  Verzerrnngskoniponenten  sind  durch  die  Gleichtmgen 
g«^ben 

^ix  ="11+^  (»11*  +  "ti*  +  ««!*) .  I 


Die  in  §  8  definierten  Größen  e„,  ...  haben  auch  dann  ihre 
Bedeutung,  wenn  die  Verschiebungen  nicht  klein  sind.  Die  hier  be- 
nutzte BezeichnungBweise  können  wir  mit  der  von  §  8  identifizieren, 
wenn  wir  statt  der  Ausdrücke 

«11.  «»J  O».  Ok  +  «M.  «81  +  ölS.  «18  +  ÖJIT  «W  -  <hti  »18  -  %.  «Jl  —  «11 

die  Ausdrucke 

^xi>    *|ry'   *.■)   *».f   ".!■>   *iy>    2S„    2Sj,,    2&7, 

schreiben.  Bezeichnen  wir  den  ßadinsTektor  vom  Ursprung  aus  nach 
ii^end  einem  Funkte  P  oder  (z,  y,  3)  mit  r,  so  können  wir  die  Ver- 
schiebung TOD  P  auf  die  Richtung  von  r  projizieren  uod  das 
Verhältnis  dieser  Verschiebungakomponente  zur  Länge  r  ins  Auge 
fassen.  Dies  Verhältnis  sei  gleich  E.  Wir  können  E  als  EUmgaiion 
des  Materials  in  der  Richtung  r  definieren.     Wir  finden 

£-||(«.-'«)y+{», -»);;+(',-»)  vi ;     (16) 

dies  ist  gleichbedeutend  mit 

Er^  =  e^^x*  4-  e^,,?'  -i-  e,,«*  +  e,,y^  +  e„sa;  +  e^^xy  ■  (16) 
Eine  FlSche  zweiten  Grades,  die  man  durch  Gleichsetzen  der  rechten 
Seite  diraer  Gleichung  mit  einer  Konstanten  erhält,  möge  Elongdtüms- 
fiäehe  (engl,  elongatiim  guadric)  genannt  werden.  Sie  hat  die  Eigen- 
schaft, daß  die  Elongation  in  beliebiger  Richtung  lungekehrt  pro- 
portional ist  dem  Quadrat  des  in  jene  Richtung  fallenden  Radiusvektors 
vom  Mittelpunkt  aus.  Im  Falle  sehr  kleiner  Verschiebung  geht  die 
Elongationsfiäche  in  die  früher  (§  11)  besprochene  Verzerrungsfläche 
über.  Die  in  §  13,  c)  verzeichneten  invarianten  Ausdrücke  hören  nicht 
auf,  invariant  zu  sein,  weun  die  Verschiebungen  nicht  klein  sind. 

Die  durch  (13)  ausgedrückte  Verschiebung  läßt  sich  in  zwei 
Teilverschiebungen  auflösen.  Der  eine  Teil  leitet  sich  aus  einem 
Potential  ab,  das  gleich  der  Hälfte  des  rechts  stehenden  Gliedes  von 
(16)  ist;  diese  Verschiebung  hat  in  jedem  Punkte  die  Richtung  der 
Normalen  der  Elongationsfiäche,  die  durch  den  Punkt  hindurchgeht. 
Der  andere  Teil  Uißt  sich  aus  einem  Vektorpotential 

-i['^.(/  +  «'),     ^,(ß'  +  x^,     57,  (j;* -1- y')]  (17) 

durch  Bildung  des  Curls  ableiten. 
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§  33.   Homogene  reine  Verzerrung. 
Die  Richtung  einer  durch  den  Ursprangspunkt  gebenden  Linie 
wird   durch    die   Verzerrung   nicht  geändert,    wenn    die   Koordinaten 
X,  y,  e  eineB  Punktes  der  Linie  die  Gleichungen  befriedigen: 

X  y  z  ^     ' 

Wird  jede  dieser  Größen  gleich  A  gesetzt,  so  ist  X  die  Wurzel  der 
kubischen  Gleichung 

I    1  +  «H  —  i  «,!  »11 

o,,  l+a„-X  a,,  1=0  (19) 

«si  ö..  1  +  a«  -  ^  I 

Die  Gleichung  hat  stets  eine  reelle  Wurzel,  so  daß  es  stets  eine 
Linie  gibt,  deren  Richtung  durch  die  Verzerrung  ungeändert  bleibt; 
ist  die  Wurzel  positiv,  so  bleibt  auch  der  Richtungssinn  der  Linie 
ungeändert.  Gibt  es  drei  solcher  Linien,  so  sind  sie  nicht  notwendig 
orthogonal;  falls  sie  aber  aufeinander  senkrecht  stehen,  sind  sie  nach 
Definition  die  Hauptachsen  der  Verzerrung.  In  diesem  Falle  heißt 
die  Verzerrung  rein.  Es  ist  nicht  überflüssig,  eine  förmliche  Defi- 
nition au&ostellen ;  wir  sagen:  Reine  Verzerrung  ist  so  beschaffen, 
daß  die  drei  zueinander  senkrechten  Linien,  die  orthogonal  bleiben, 
auch  ihre  Richtung  nebst  Richtungssinn  beibehalten. 

Wir  können  nachweisen,  daß  die  hinreichenden  und  notwendigen 
Bedingungen  dafür,  daß  die  den  Gleichungen  (13)  entsprechende  Ver- 
zerrung rein  sei,  folgende  sind:  1)  Die  quadratische  Form  auf  der 
linken  Seite  tou  (20),  unten,  muß  definit  uud  positiv  sein;  2)  iS^,  d^,, 
ö,  müssen  verschwinden.  —  Daß  diese  Bedingungen  hinreicliend  sind, 
läßt  sich  wie  folgt  zeigen:  Wenn  BT^,  ö^,,  ra,  verschwinden,  also  Og, 
=  Oj2,  .  .  .,  so  ist  die  Gleichung  (19)  die  Diskriminantengleichung  der 
Fläche  2.  Grades 
(1  +  ö„)  ^»  +  (1  +  fl«)  y'  +  (1  +  ««J  2'  +  2a*»y2  +  2flM'-^  +  ^"'ä^y  .20) 

—  const; 
ist  die  linke  Seite  positiv,  so  hat  die  kubische  Gleichung  drei  reelle, 
positive  Wurzeln,  welche  den  Gleichungen  (18)  gemäß  drei  reelle 
Richtungen  bestimmen;  diese  Richtungen  sind  zueinauder  seuki-echt, 
denn  es  sind  die  Richtungen  der  Hauptachsen  der  Fläche  (20). 
Ferner  bestimmen  sie  die  Hauptachsen  der  ElongationsflUche 

o„x*  -f  a„i/'  +  Ojä«-  +  2(i„j/^  +  2aj,2a;  +  2u^fXij  =  const.,  (21) 
denn  diese  Fläche   und  (20)  haben  die  Richtungen   der  Hauptachsen 

S^  und  O,   ist   eine   notwendige  Be- 
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dinguDg  dafUr,  daß  die  Verzerrang  rein  sei.  Um  dies  zu  beweisen, 
nehmen  wir  an,  daß  die  Gleichungen  (13)  eine  reine  Verzerrung 
darstellen  und  dnB  die  Hauptachsen  der  Verzerrung  die  Achsen 
eines  f^,  ij,  £) -Koordinatensystems  bestimmen.  Die  Wirkung  der  Ver- 
zerrang besteht  in  der  Überführung  eines  beliebigen  Punktes  (|,  f},  g) 
in  den  Punkt  (|,,  i;,,  £j)  derart,  daß,  wenn  z.  B.  tj  und  ^  verschwinden, 
t)i  und  $,  gleichfalls  verschwinden.  Bezogen  auf  die  Hauptachsen 
mfiaaen  die  Gleichungen  (13)  gleichwertig  sein  mit  drei  Gleichungen 
von  der  Form 

{.-(l+e.)|,  ,,-(1+.,),,  5,-Cl  +  ..)f,  (22) 
WO  £,,<],  f)  g^^it^^  den  Hauptdehnungen  sind.  Wir  können  die  Koor- 
dinaten t,r],l  durch  x,y,z  mittels  eines  Substitutionskreuzes  aus- 
drficken.     Dies  Kreuz  laute 


X 

y 

> 

t 

', 

m. 

»1 

1 

l. 

m. 

"i 

t 

h 

»•. 

t. 

Dann  haben  wir 

=  (1  +  £,)  ?,  {\x  +  tBiy  +  n^z)  +  (1  +  jj) ;,  {l^x  +  m^y  -f  «,;) 

+  fl  +*s)'s('.a;  +  msi/  +  n,4 
Mithin      a,j  —  (1  -[-  e,)  /,«,  +  (1  +  «0  iä'»i  +  (1  +  «s)  'i%- 
Denselben  Ausdruck  würden  wir  für  Oj,  finden,  und  auf  dieselbe  Weise 

a,j  identische 


,  und  <T,, 


wQrden  wir  fOr  die  Koeffizientenpaare  a„ 
AusdrBcke  finden. 

Aus  dieser  Auseinandersetzung  geht  hervor,  daß  eine  homogene 
reine  Verzerrusg  gleichwertig  ist  mit  drei  einfachen  Dehnungen  in 
drei  zueinander  senkrechten  Kichtungen.  Diese  Richtungen  stimmen 
Dberein  mit  denen  der  Hauptachsen  der  Verzerrung. 


§  34.  Zsrlegnng  einer  beliebigen  Itomogenen  Verzemuig  in  eine  reine 
Verzerrang  nnd  eine  Drehnng. 
Es  leuchtet  geometrisch  ein,  daß  jede  homogene  Verzerrung  in  einem 
Körper  durch  eine  geeignete  reine  Verzerrung,  verbunden  mit  einer 
geeigneten  Drehung,  hervorgerufen  werden  kann.  Um  diese  selbst  zu 
ermitteln,  können  wir  folgendermaßen  vorgehen:  Wenn  wir  die  Ver- 
zerrungskomponenten  gefunden  haben,  die  der  gegebenen  Verzerrung 
entsprechen,  können  wir  die  Gleichung  des   reziproken  Verswirun^  . 
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ellipsoids  finden.  Die  Längen  der  Hauptachsen  bestiinmen  die  Haupt- 
detmuitgeii,  nnd  die  Richtungen  dieser  Ächaen  fallen  zusammen  mit 
denen  der  Hauptachsen  der  Verzerrung.  Die  gesuchte  reine  Ver- 
zerrung hat  diese  Hauptdehnungen  und  Hauptachsen  und  ist  daher 
völlig  bestimmt.  Die  gesuchte  Drehung  ist  jene,  durch  die  die  Haupt- 
achsen der  gegebenen  Verzerrung  mit  den  Hauptachsen  des  Ver- 
zerrungsellipsoids  zur  Deckung  gebracht  werden.  Nach  §  28  fuhrt 
diese  Drehung  drei  zueinander  senkrechte  Linien  von  bekannter  Lage 
in  drei  andere  orthogonale  Linien  von  bekannter  Lage  über.  Winkel 
und  Achse  der  gesuchteu  Drehung  lassen  sieh  daher  dureh  eine  wohl- 
bekannte geometrische  Konstruktion  bestimmen-  [Vgl.  Kelvin  und  Tait, 
Not.  Phil,  Teil  I,  p.  69.] 

§  35.   Drtbimg.'} 

Wenn    die    Verzernrngskomponeuten    verschwinden,     ist     die    durch. 

§  32,  (13)  ausgedrückte  Verschiebung  eine  Drehung  um  eine  Achse,  die 
durch  den  Ursprungspunkt  geht.  Wir  wollen  den  Drehungswinkel  gleich 
6  annehmen  und  voraussetzen,  daQ  die  Richtnngskosinus  l,m,n  der  Achse 
so  gewfihlt  sind,  daß  die  Drehung  rechtshändig  ist.  Irgend  ein  Punkt  P 
(t,  y,  i)  bewegt  sich  auf  einem  Kreise,  dessen  Hittelpunkt  (C)  auf  der 
Achse  iiegt,  und  gelangt  in  die  Lage  Pj  {x^,y^,K^.  Es  seien  i,  ;*,  v 
die  Bichtungskosinus  von  OP  im  Sinne  von  G 
nach  P  und  i,,fi,,i'i  diejenigen  von  C  P,  iro 
Sinne  von  C  nach  P^.  Von  P,  werde  das  Lot 
P,W  auf  OP  gefällt.  Die  Richtungskosinus  von 
WP,  im  Sinne  von  jV  nach  P,  sind') 

«IV  — Kft,     nX -- Iv ,     l(t~mX. 
Es  seien  |,  »j,  £  die  Koordinaten  von  C.    Dann 
genügen  dieselben  den  Gleichungen 

Kl  -^)  +  m  (^  -y)  +  « (£  -  ^)  -  0, 

sodaß  ^  —  l  (I3:  +  my  +  «^),  und  ähnliche  Ausdrücke  für  jj,  £. 

Die  Koordinaten  von  P^  erhalten  wir,  indem  wir  die  Projektion  von 
CP,  auf  jede  Koordinatenachse  den  Summen  der  Projektionen  von  Clf 
und  NP^  gleichsetzen.  Projizieren  wir  auf  die  x-Achse,  so  finden  wir, 
wenn  wir  die  Länge  von  CP  oder  CPj^  gleich  p  annehmen, 

i,e  —  ip  cos  e  +  {wi-  —  nji)  e  sin  e, 

oder        ar,  -  I  =  (a:  -  0  cos  Ö  +  (m  (j  -  e)  -  »  (i,  -  13)1  sin  Ö, 

oder    Xt=x+  (mr  —  ny)  sin Ö  —  [x  —  l  {Ix  +  my  +  m)\  (l  —  cos  6)    (23) 

1)  Vgl.  Kelvin  und  Tait.  Xal.  Phil,  Teil  I,  p.  09,  und  Minchin.  Statkg, 
B.  Aufl.,  Oxford  1886,  Bd.  2,  p-  lOS. 

2)  Wir  nehmen  an,   daß  die  Koordinatenachsen  eio  rechtshändiges  Sjritem 
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ÄlinUcbe  AusdrBcke    fftr   y,  und  z^  lassen   sich  nach  Symmetrie  niedei^ 
sohreibeii. 

Die  Koettzientea  der  liaearen  Transformation  (l3)  werden  In  diesem 
FaUe 


-(i-i')(i"Cose),        \ 

-  «  sin  ö  +  /m  (1  -  cos  e)  ,  j 
«1  sin  e  +  f«   (1  -  cos  fl)  , 


(24) 


und  die  Rechnung  zeigt,  daß  die  Yerzerruagskomponenten  verschwinden, 
wie  es  sein  muß. 

g  36.   Einfache  DetuLnng. 

Beim  Beispiel  der  einfachen  Dehnung,  die  durch  die  Gleichungen 

x^  =  {\  -\-  e)x,    yy=y-,    z^  ^  z 

gegeben  ist,  verschwinden  die  Verzerrungskomponenten  mit  Ausnahme  von 

Wir  können  die  invariante  Eigenschaft  des  reziproken  Varzermngaellip- 
soids  anwenden,  am  die  Komponenten  einer  Verzerrung  zn  finden,  die 
in  einer  einfachen  Dehnung  vom  Betrag  e  und  von  der  Richtung  /,  m,  n 
besteht     Wir  würden  finden 

';'--■■  —  üfe. '+i'' 

Dieselbe  Eigenschaft  kSnnen  wir  anwenden,  um  die  Bedingungen  dafür  zn 
ermitteln,  daß  eine  durch  sechs  Komponenten  gekennzeichnete  Verzerrung 
eine  einfache  Dehnung  sei.  Diese  Bedingungen  gehen  dahin,  daß  die  In- 
varianten 

•„•..  +  --  +  --~i(.'',.  + ■■■  +  ■■■), 
■„>„■..  +  *('„'..•..- '.-■',. ) 

verschwinden  mttssen.  Der  Betrag  der  Dehnung  drückt  sich  durch  die 
verbleibende  Invariante  mittels  der  Formel  "j/l  +  2  (e^^  +  i^  +  t,,)  —  1 
aus,  wobei  für  die  Quadratwurzel  der  positive  Wert  zu  nehmen  ist.  Zwei 
Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  in  x  [§  26,  (7)]  sind  gleich  eins,  und 
die  dritte  ist  gleich  1  +  2  (e^^  -j- 1^^  +  r,,).  Die  Richtung  der  Dehnung 
ist  die  Richtung  (l,  m,  n),  die  gegeben  ist  durch  die  Gleichungen 

'',^'+'^y«+^^"  ^Vl^^^H^V"  _    ^,'+  V"'  +  2*"_^ 

=  *«  +  *„  +  *"• 
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g  37.    ElB&cher  Scliob. 
Beim  Beispiel  des  einfaclieu  Schubs,  der  durch  die  GteichuDgen 

Xj  —  x  +  sij,    y,  =  1/,     ij  =  z 
gegtiben  ist,  sind  die  Verzen-ungskomponenten  gegeben  durch  die  Gleichungen 

Setzen  wir  s-^2iga,  so  köanen  wir  zeigen,  daB  die  beiden  Hanpt- 
dehnangen,  die  nicht  null  sind,  wie  in  §  3  durch  die  Gleichungen 

1  +g, -seco-tg«,     l  +  fj»sectt  +  tga 

gegeben  sind.  Wir  kOonen  beweisen,  daß  der  FlKcheninhalt  einer  Figur 
in  der  (;r,  y)-Ebene  durch  den  Schab  ungeSndert  bleibt  und  dafi  der  unter- 
schied der  beiden  Hauptdehnungen  gleich  dem  Betrag  des  Schubs  ist. 
Femer  können  wir  zeigen,  daß  die  Richtungen  der  Hauptachsen  der  Ver- 
zerrung durch  die  Halbierungslinien  des  Winkels  ÄOx  in  Fig.  2,  §  5,  ge- 
geben sind  und  daß  der  Winkel,  durch  den  die  Hauptachsen  gedreht 
werden,  gleicb  dem  Winkel  «  ist.  D&hw  ist  der  einfache  Schub  gleichwertig 
mit  einem  ,^iiien  Schub"  und  einer  nachfolgendes  Drehuug  durch  einen 
Winkel  a,  wie  zuvor  auseinandei^esetzt. 

Indem  wir  die  in  §  26  vermerkten  Invarianten  benutzen,  können  wir 
nachweisen,  daß  die  Bedingnngen  daftir,  d&il  eine  Ver/.errung  mit  ge- 
gebenen Eomponenten  c„,  <  -  -  eine  Schubverzerrnng  sei,  so  lauten: 

2  (*„+  «„  +  «.  J  +  4  ('„«.,  +  «==««  -I-  e««„)  -  (»V.  +  **..  +  i'J  -  0 

^  hx^tf^.,  +  V:^I«I»  —  ^xx^*r.  —  *„,«*:*  —  ^.«*ij,  =  0 

und  daß  der  Betrag  des  Schubs  gleich  "^2  (e^^  +  t^^  -+"  fj.)  ist 

§  38.   Weitere  Resultate  aas  der  Theorie  des  SchabB. 

Ein  gutes  Beispiel  itir  Schub')  liefert  eine  Kugel,  die  aus  parallel 
geschichteten  kreisförmigen  Karten  aufgebaut  ist.  Wird  jede  Karte  in 
ihrer  eigenen  Ebene  verschoben,  so  daß  die  Linie  der  Mittelpunkte  in  eine 
zu  den  Kartenebenen  schräg  geneigte  gerade  Linie  fibergeht,  so  wird  die 
Kugel  zum  Ellipsoid,  und  die  Karten  decken  sich  mit  der  einen  Schar 
der  Ereisschnitte  des  Ellipsoids.  Eine  lehrreiche  Übung  ist  es,  die  Haupt- 
achsen der  Verzerrung  und  die  Hauptdehnungen  zu  bestimmen. 

Beachtenswert  sind  nachstehende  Methoden^)  zur  Erzeugung  einer 
'  igen  homogenen  Verzerrung  durch  eine  Folge  von  Operationen: 

a)  Jede  derartige  Verzerrung  läßt  sich  eraeugen  durch  einen  einfachen 
Schub  der  zn  einer  Achse  senkrechten  Eigenen  parallel  zu  einer  andern 
Achse,  eine  einfache  Dehnung  in  der  zu  beiden  Achsen  senkrechten  Rich- 
tung, eine  gleichförmige  Dilatation  und  eine  Drehung. 

1)  Angegeben  von  Hm,  E.  R  Webb.  Vgl.  Kelvin  und  Tait,  Nat  Phil, 
Teil  I.  p.  122. 

8)  Vgl.  Kelvin  und  Tait,  Nat.  J*il,    Teil  I,  §§  118  f.  ^-  i 
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b)  Jede  derartige  VerzemiDg  l&Bt  sich  erzeageu  durch  drei  einfache 
Schiebungen,  deren  jede  in  einem  Schub  der  zn  einer  Achse  senbrechten 
Ebenen  parallel  zu  einer  andern  Achge  besteht  (wobei  die  drei  Achsen 
rechtwinklig  zueinander  verlaufen),  eine  gleichförmige  Dilatation  und  eine 
Drehung. 

§  39.    ZasamiDensetziuig  von  Verzemmgen. 

Ein  Körper,  der  einer  homogenen  Verzerrung  unterworfen  wurde, 
kann  von  neuem  einer  homogenen  Verzerrung  unterworfen  werden; 
das  Ergebnis  ist  ein  Verschiebungszustand  des  Körpers,  der  sich  im 
aUffemeinen  darch  eine  einzige  homogene  Verzerrung  hätte  herbei- 
führen lassen.  Allgemeiner  ausgedrückt,  wenn  ein  beliebiges  Anre- 
gst von  Punkten  nacheinander  durch  zwei  homogene  lineare  Trans- 
formationen umgeformt  wird,  so  ist  die  resultierende  Verschiebung 
gleichwertig  mit  dem  Ergebnis  einer  einzigen  linearen  homogenen 
Transformation.  Man  kann  diesen  Satz  auch  so  ausdrücken,  daß  man 
sagt,  lineare  homogene  Transformationen  bilden  eine  Gruppe.  Die 
besonderen  linearen  homogenen  Transformationen,  mit  denen  wir  es 
zu  tun  haben,  sind  den  in  §  31  festgelegten  Bedingungen  unterworfen 
und  bilden  eine  kontinuierliche  Gruppe.  Die  Drehungstransformationeo, 
die  in  §  35  beschrieben  wurden,  bilden  ebenfalls  eine  Qruppe;  und  diese 
Gruppe  ist  eine  üntergru^ie,  die  in  der  linearen  homogenen  Gruppe 
enthalten  ist.  Letztere  Gruppe  umfaßt  auch  alle  homogenen  Ver- 
zerrungen; diese  aber  bilden  für  sich  keine  Gruppe,  denn  zwei  auf- 
einander folgende  homogene  Verzerrungen ')  können  mit  einer  Drehung 
gleichwertig  sein 

Das  Ergebnis  zweier  sich  folgenden  linearen  homogenen  Trans- 
formationen läßt  sich  passend  in  der  Bezeichnung  durch  Matrices  aus- 
drücken. In  dieser  Bezeichnung  würden  die  Transform ationsglei eh ungen 
(13)  geschrieben  werden 

(«1,  Vi,  H)  -  (1  +  %      «11         «u     )  (*,  9.  ■»).  (25) 

.0,1      1  +  Ojj      a„ 
«81  <H%       1+  «M  i 

und  in  derselben  Weise  könnten   die  Gleichungen  einer  zweiten  der- 
artigen Transformation  gesehrieben  werden 

(«.,yt, «.)-{!+ 6,.      »,.         »,.     )(«.,»„»,)•  (26) 

'     6„      1  +  ba     i„ 
i     'j.         K      1  +  »j.  I 

1)  Eine  Tiansformation  von  der  in  §  32,  {IS)  bezeichneten  Art,  die  die 
Bedingung  S)  von  §  Sl  erfüllt,  drückt  eine  Drehung  ana,  wenn  alle  Yenemings- 
komponenten  (14}  verschwinden.  In  jedem  andern  Falle  drückt  sie  eine  homo- 
gene Ver^ermng  aus.  r'/\/%/il/> 
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Bei  der  ersten  Tninafomiatiion  wird  ein  Punkt  (x,  y,  g)  durch  (Xi,  tfi,  z-^ 
ersetzt,  und  bei  der  zweiten  wird  (iCi,yi,«i)  durch  (a^,  j/j, «»)  ersetzt. 
Das  ErgebmB  der  beiden  Operationen  ist,  daß  {x,  y,  z)  durch  (x^,  y^,  e^) 
ersetzt  ist;  und  wir  haben 

(*s.  y».  «.)  =  (1  +  "ii      c„  c„      )  (x,  y,  d),  ^27^ 

i     %  <^      l  +  c„l 

wo  Cji  —  6ji  +  0,1  +  &„ai,  +  fti,a,i  -}-  feigOji,  1 

Cu  =  fti,  +  a„  +  ftuflij  +  6,ga„  +  fc^OM ,  1  (28) 


BezQglich  dieses  Resultates  bemerken  wir:  1)  Die  Transformationen 
sind  im  allgemeinen  nicht  vertauschbar;  2)  das  Ergebnis  zweier  sich 
folgenden  reinen  Verzerrungen  ist  im  allgemeinen  nicht  wieder  eine 
reine  Verzerrung;  3)  das  Ergebnis  zweier  sich  folgenden  Transforma- 
tionen, die  mit  kleinen  Verschiebungen  verknüpft  sind,  erhalten  wir 
dnrch  einfache  Überl^eruog,  d.  h.  durch  Addition  der  entsprechenden 
EoefSzienten.  Das  Resultat  2)  laßt  sich  mit  andern  Worten  aus- 
düTÜcken  durch  den  Satz,  daß  reine  Verzerrungen  keine  Gruppe  bilden. 

§  40.    Weitere  Beeiiltate  betreffend  die  ZasammenBetzung  von 

Verzermngen. 
Ist  die  Transformation  (26)  gleichwertig  mit  einer  Drehung  um 
eine  Achse,  sodaß  ihre  Koeffizienten  die  in  §  35  angegebenen  sind, 
so  können  wir  zeigen,  daß  die  Verzerrungskomponenten,  die  der 
Transformatton  (27)  entsprechen,  dieselben  sind  wie  jene,  die  der 
Transformation  (25)  entsprechen,  wie  es  nach  geometrischem  Augen- 
schein sein  muß. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  Transformation  (25)  in  einer 
auf  die  Hauptachsen  bezogenen  reinen  Verzerrung  besteht  [sodaß 
"u  =  *i)  "m  =  *ji  **3i  ^  *s  ^^^  "^'^  übrigen  Koeffizienten  gleich  null], 
die  Transformation  (26)  aber  eine  Drehung  um  eine  Achse  bedeutet 
[sodaß  ihre  Koeffizienten  gleich  den  in  §  35  angegebenen  sindj,  sind 
die  Koeffizienten  der  resultierenden  Verzerrung  durch  Gleichungen 
folgender  Art  gegeben 

1  +  Cu  -  (1  +  *i){  1  -  (1  -  V^Q-  -  eos  Ö)}, 

c,j  =  (l  +  «,){     —  wsine-}-im(l  —  coaö)}. 


Die  Größen  ffi^,  es     S,,  die  dieser  Verzerrung  entsprechen,  sind  nicht 
Drehungskomponenten,   da   die   Verschiebung   nicht    klein    ist.     Wir 
wDrden  z.  B   finden 
2m^  =  e^~-  f:,,  =  2(  sin  ö  +  (c,  +  «,)i  sin  Ö  +  (e,  —  *,)»t»(l  —  cosö). 


Zuummenietzung  von  Yarzernrngen.  §5 

Wir  können  das  Resultat  ableiteUj  daß,  wenn  die  der  Traos- 
fonnation  (27)  eateprechenden  Yeizemmgskomponent«D  verschwinden 
und  die  Bedingung  3)  von  §  31  erfüllt  igt,  die  durch  (27)  ausgedrückte 
Transformation  eine  Drebnng  vom  Betrt^e  9  ist  um  eine  Achse,  die 
durch  die  Gleichungen 


Wir  k&nnen  zeigen,  daß  die  Transformation,  die  ausgedrückt  ist 
dnrch  die  Gleichungen 

Xi=  x~  Sl,y  +  W^z,  yi  =~  y  ~  '^^^  +  ®,*i  e^=  z  —  IS^x  +  E,y, 
eine  homogene  Verzerrung  darstellt,  die  sich  zusammensetzt  aus  einer 
gleichförmigen  Dehnung  aller  zur  Richtung  (s^:  SJ^:  B7j  senkrechten 
Linien  und  einer  Drehung  um  eine  Gerade  von  dieser  Richtung.  Der 
Betrag  der  Dehnung  ist  yi  -f  oil  -f  ^r  +  S>J  —  1,  und  die  Tangent« 
des  Drehwinkela  ist  gleich  "p^Ej'  +  ES  j  +  Si- 
lin allgemeinen  Falle  der  Zusammensetzung  von  Verzerrungen 
können  wir  die  resultierenden  Verzerrungskomponenten  in  den  Ver- 
zermngflkomponenten  der  Teilverzeirungen  und  den  Koeffizienten  der 
Transformationen  auszudrücken  suchen.  Bezeichnen  wir  die  zu  (25), 
(26),  (37)  gehörigen  Yerzermngakomponenfcen  bezüglich  mit 

(O.,---«^,,.  ■■(«„)..••■. 

8o  ficdeii  wir  Formela  folgeuder  Art 

(•„).  -  («..).  +  (1  +  «■!)'«,,  +  <•„„  +  <«».. 

+  «!i%e„.,  +  (1  +  "ii)«.iS,,  +  (1  +  «u)»!)«..,., 
(•,.).  -  («,.).  +  2%,»,.«,„  +  2(1  +  «»)■%.«„».  +  2(1  +  "»)«»',., 

+  1(1  +  «n)(l  +«»)  +  <%»»l«,..,  +  1(1  +  %.)«,.  +  "a»i.)«,.- 
+  {(l  +  "»)«ii  +  '',.Oij)«„.- 
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Kapitel  Ü. 
Analyse  der  Spftnnong. 


§  41.  Unter  Spannung  im  allgemeinen  (engl,  stress)  versteht 
man  einfach  den  Inbegriff  der  im  Gleichgewicht  stehenden  Wirkung 
und  6)egenwirkung  zwischen  zwei  Teilen  eines  Körpers,  während  die 
Kraft,  die  der  eine  Teil  auf  den  andern  ausübt,  sozusagen  eine  Spannung 
iu  einseitiger  Auffassung  vorstellt.')  Ein  bekanntes  Beispiel  ist  Zug 
in  einem  Stabe;  der  Teil  des  Stabes,  der  aof  der  einen  Seite  eines 
beliebigen  Kormalschnitts  Hegt,  übt  Über  den  Querschnitt  auf  den 
andern  Teil  Zug  aus.  Eiu  anderes  bekanntes  Beispiel  ist  der  hydro- 
statische Druck.  In  jedem  Punkte  im  Innern  einer  Flüssigkeit  wirkt 
auf  jede  durch  den  Punkt  gehende  Ebene  ein  gewisser  Druck,  und 
dieser  Druck  wird  als  Kraft  pro  Flächeneinheit  in  Rechnung  gebracht. 
Zur  Tollständigen  Beschreibung  des  Spannungszustandes  in  einem 
Punkte  eines  Körpers  müßten  wir  die  auf  jede  durch  den  Punkt  ge- 
legte Ebene  wirkende  Kraft  pro  Flächeneinheit  kennen,  und  sowohl 
die  Richtung  der  Kraft  als  auch  ihre  Größe  würde  anzugeben  sein. 
Zur  vollständigen  Beschreibung  des  Span nungszustau des  in  einem 
Körper  müßten  wir  die  Spannung  in  jedem  Punkte  des  Körpers 
kennen.  Gegenstand  einer  Analyse  der  Spannung  ist  also  die  Be- 
stimmung der  Größen,  durch  die  die  Spannung  in  einem  Punkte  ge- 
kennzeichnet wird.*)  Wir  werden  in  diesem  Kapitel  auch  jene  Folge- 
mngen  bezüglich  der  Theorie  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung 
in  einem  Körper  entwickeln,  die  unmittelbar  aus  der  Analyse  der 
Spannung  sich  ergehen. 

§  42.  Spannong,  die  In  einem  Punkte  anf  ein  Flächenelement  wirkt. 
Wir   betrachten   ein   Fläch enelement  S,  das   in   einer  gegebenen 
Ebene   liegt   und    einen    Punkt   0  eines   Körpers    enthält.     Wir   be- 
zeichnen die  in  bestimmtem  Sinne  gezogene  Normale  der  Ebene  mit 

1]  Eine  Erörterung  über  den  Begriff  der  Spannung  vom  Standpunkt  der 
„rationellen  Mechanik"  ane  finUi^t  man  in  Bemerkung  B  am  Ende  diesee  Buches. 

S)  Die  Theorie  der  Kennzeiuhnuiig  der  Spannung  wurde  aufgestellt  von 
Cauchj  in  dem  Artilcel  „Oe  la  prosaion  ou  tension  dang  un  corpB  solide"  im 
Jahrgang  1827  der  E.cercicfa  de  math^iiatiques. 
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Auf  ein  Fläcbeuelement  wirkende  Spaunang,  87 

V  uiid  richiea  unser  Augeomerk  auf  die  Kraft,  die  von  jenem  Teil 
des  Körpers,  der  auf  der  tou  i>  angezeigten  Seite  der  Ebene  liegt,  anf 
den  ^ihrigen  Teil  durch  die  Ebene  hiDdurch  ausgeübt)  wird;  diese 
Kraft  isi  nichts  andres  als  eine  Spannung  in  einseitiger  Äuffsasung. 
Statisch  möge  die  solcher  Weise  auf  das  besondere  Flächenelement  S 
ausgeübte  Kraft  gleichw^tig  sein  mit  einer  Kraft  R,  die  in  0  in 
bestimmter  Richtung  wirkt,  und  einem  Kreftepsar  G  um  eine  be- 
stimmte Achse.  Lassen  wir  nun  das  Fläch enstiick  S  durch  einen 
stetigen  Prozeß  zusammenschrumpfen  und  halten  dabei  den  Punkt  0 
stets  im  Innern  desselben  fest,  so  streben  die  Kraft  R  und  das 
Moment  G  der  Grenze  null  zu,  und  die  Richtung  der  Kn^  strebt 
einer  Orenzlage  {l,  m,  n)  zu.  Wir  nehmen  an,  daß  die  Division  der 
Anzahl  der  in  der  Kraft  R  enthaltenen  Krafteinheiten  durch  die  Ä.11- 
zahl  der  im  FlächenstUck  S  enthaltenen  Flächeneinheiten  eine  Zahl 
R'S  ergibt,  die  einer  von  null  verschiedenen  Grenze  i*'  zustrebt,  und 
daß  andererseits  G/S  gegen  null  konvei^iert.  Wir  definieren  non 
eine  V«'ktorgröBe  durch  die  Richtung  (l,  m,  n),  das  numerische  Maß 
i^  und  das  Dimensionssymbol  - 

(Masse)  (Länge)-»  (Zeit)-*. 
Diese  Größe  ist  eine  Kraft  pro  Flächeneinheit;  wir  nennen  sie  die 
auf  das  Flächenelement  v  im  Punkte  0  wirkende  Spannunt/  schlecht- 
hin (engl,  tractifm).  Für  die  Projektionen  dieses  Vektors  auf  die 
Koordinatenachsen  schreiben  wir  X^,  1\,  Z,.  Die  Projektion  auf  die 
Normale  v  ist 

X,  cos  (x,  v)  +  y,  cos  (y,  v)  +  Z^  cos  (s,  v). 
Ist  diese  Komponente  positiv,  so  bedeutet  sie  Zug;  ist  sie  negativ,  so 
bedeutet  sie  Druck.  Ist  dS  ein  sehr  kleines  StUck  der  zn  v  normalen 
Ebene  im  Punkte  0,  so  wirkt  jener  Teil  des  Körpers,  der  auf  der 
Ton  V  angezeigten  Seite  der  Ebene  liegt,  auf  den  jenseitigen  Teil  mit 
einer  Kraft  im  Punkte  0,  die  durch 

(X^rfS,  Y,dS,  Z,dS) 
gegeben  ist;  dies  ist  die  auf  das  Flächenelement  dS  wirkende  Spannung. 
Im  Falle  des  in  einer  ruhenden  Flüssigkeit  herrschenden  Drucks 
ist  die  Richtung  (/,  w,  n)  des  Vektors  (X^,  ¥^,  ZJ  stets  genau  ent- 
gegengesetzt der  Richtung  v.  Bei  bewegten  zähen  Flüssigkeiten  und 
bei  elastischen  festen  Körpern  ist  diese  Richtung  im  allgemeinen  irgend- 
wie gegen  v  geneigt. 

§  43.   OberfläohenepannnugeiL  nnd  M&Bsenkräft«. 
Wenn  zwei  Körper  sich  berühren,  so  ist,  wie  man  annimmt,  die 
Natur   der   Wechselwirkung    zwischen    den    sich    berührenden   Ober- 
flüchen  die  gleiche  wie  die  der  Wechselwirkung  zwischen  zwei  Teilen 
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desselben  Körpers,  die  durch  eine  gedachte  Oberääche  getrennt  Ver- 
den. Beginnen  wir  mit  irgend  einem  Punkte  0  im  Innern  des  Körpers 
und  irgend  einer  Richtung  v,  lassen  wir  ferner  0  auf  einen  Punkt  (f 
der  Oberfläche  zurilcken  und  v  mit  der  nach  außen  gerichteten  Nor- 
malen dieser  Fläche  in  0'  zueammenlaUen,  so  streben  X,,  F„  Z^  ge- 
wissen Grenzwerten  zu,  die  gleich  den  Komponenten  der  Oberflächen' 
spanming  (engl,  surface  tracHon)  in  0'  sind;  und  X^dS,  Y^dS,  Z^dS 
sind  die  Kräfte,  die  auf  das  Oberflächenelement  dS  von  irgend  einem 
Körper  ausgeübt  werden,  der  mit  dem  fraglichen  Körper  in  der  Um- 
gebung des  Punktes  &  in  Berithrung  steht. 

Aufier  den  Spannungen  an  der  Oberfläche  wirken  im  allgemeinen 
noch  andere  Kräfte  auf  einen  Körper  bezw.  auf  jeden  Teil  des  Körpers. 
Typisch  für  solche  Kräfte  ist  die  Schwerkraft;  im  allgemeinen  sind 
derartige  Kräfte  den  Massen  der  Teilchen,  auf  die  sie  wirken,  pi^- 
portional,  und  femer  sind  sie  nach  Größe  und  Richtung  durch  die 
Ls^e  dieser  Teilchen  im  Kraftfelde  bestimmt.  Sind  X,  Y,  Z  die 
Komponeiiten  der  Feldstärke  in  einem  Punkte  und  m  die  Masse  des 
in  dem  Punkte  befindlichen  Teilchens,  so  sind  mX,  m  Y,  mZdie  Feld- 
kröfte,  die  auf  das  Teilchen  wirken.  Die  Feldkräfte  könuen  Ton  der 
Wirkung  solcher  Teilchen  herrUhrea,  die  zum  Körper  selbst  gehören,  wie 
bei  einem  der  eigenen  Schwere  unterworfenen  Körper,  oder  auch  von  der 
Wirkung  solcher  Teilchen,  die  außerhalb  des  Körpers  liegen,  wie  bei  einem 
der  anziehenden  Gravitation  eines  andern  Körpers  unterworfenen  System. 
In  jedem  Falle  nennen  wir  sie  Massenkräfte  (engl,  body  ftyrces). 

§  44.  Die  Bewegimgsgleiohaiigen. 
Die  Massenkräfte,   die   an   irgend   einem  Teil  eines  Körpers  an- 
greifen, sind  statisch  gleichwertig  mit  einer  Einzelkraft,  die  in  einem 
Punkte  angreift,  zusammen  mit  einem  Kräftepaar.     Die  den  Achsen 
parallelen  Komponenten  der  Einzelkraft  sind 

jyfifXdxdyde,  fffnYdxdydz,   jJfsfZdxdydz, 

wo  (I  die  Dichte  des  Körpers  im  Punkte  {x,  y,  z)  ist  und  die  Inte- 
gration auf  den  von  dem  Körperteil  erfQllten  Raum  sich  erstreckt. 
Ebenso  sind  die  Spannungen,  die  auf  die  Flächenelemente  der  Ober- 
fläche des  Teilbereichs  wirken,  gleichwertig  mit  einer  resultierenden 
Kraft  und  einem  Kräftepaar;  die  Komponenten  der  ersteren  sind 

ffx,äs,   J-fiys,   jjz.ds, 

WO  die  Integration  Ober  die  Oberfläche  des  Teils  erstreckt  ist.  Der 
Masseomittelpnnkt  des  letzteren  bewegt  sich  unter  der  Wirkung  der 
beiden  Resultanten  wie  ein  materieller  Punkt,  denn  es  sind  dies  die 
einzigen  äußeren  Kräfte,  die  auf  den  Teil  wirken.     Ist  nun  (f\,  /^,  /",) 
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die  BeschlenniguQg  des  im  Punkte  (x,  y,  z)  zur  Zeit  t  befiodlichen 
Maasenteilchens,  so  sind  die  BewegUBg^Ieichuagen  des  Teilbereichs 
gegeben  durch  drei  Gleichungen  von  der  Form^) 

ffffffjxdyäe  -fff(fXdxdyde  +ffxjS,  (1) 

wo  die  Raumin tegratiou  auf  das  Innere  des  betrachteten  Bereichs  und 
die  Flächenint^r&tion  über  die  Oberfläche  desselben  sich  erstreckt. 

Andererseits  sind  die  Gleichungen,  die  die  Änderung  des  Moments 
der  Beweguagegröße  des  Körperteils  bestimmen,  gegeben  durch  drei 
Gleichungen  von  der  Form 

fff^^yf'  ~  '^Qd^^y^^  =fJJff{ijZ  —  zY)dxdyd2 

+ff{yZ^-zY,)dS;  (2) 

dabei  kann,  gemSB  dem  Satz^)  von  der  Unabhängigkeit  der  Bew^^ng 
des  Schwerpunkts  und  der  Bewegung  relativ ,  zum  Schwerpunkt,  der 
Ursprung  der  Koordinaten  x,  y,  z  im  Schwerpunkt  des  betrachteten 
Teils  angenommen  werden. 

Die  obigen  Gleichungen  (1)  und  (2)  sind  die  Gründgletchungen 
der  Beicegtiny  für  aße  Körper,  für  die  der  Begriff  des  Spannungs- 
zustandes zutrifft. 

§  45.  Glelehgewlclit. 

Wenn  ein  Körper  unter  der  Wirkung  von  Uassenkräften  und  Ober- 
Sachenspannungen  sich  in  Rahe  befindet,  so  unterliegen  dieselben  dea 
Gleichgewichtsbedingungen,  die  aus  den  Gleichungen  (l)  und  (2)  hervor- 
gehen, wenn  die  f^,  f^,  f^  enthaltenden  Glieder  weggelassen  werden.  Wir 
erhalten  so  sechs  Gleichungen,  nämlich  drei  von  der  Perm 

jyj'sfXdxäydz  -i-JfxjS  -  0  (3) 

und  drei  von  der  Form 

fß'ediz  -  '  r)dxd,d,  +j'j'(}Z.  - « r,),is  -  o.  d) 

Daraus  folgt,  daß,  wenn  die  Massenkiftfte  und  die  Oberflächenspannungen 
willkürlich  vorgeschrieben  werden,  kein  Gleichgewicht  herrscht. 

In  dem  hesonderen  Falle,  wo  keine  Massenkrafte  wirken,  ist  Gleich- 
gewicht nur  möglich,  wenn  die  OherÖBchenspannungen  sechs  Gleichungen 
von  der  Form 

j'fx,dS~0   MBi  jJlyZ^-jsT,) 
befriedigen. 

1)  Uie  Form  der  Gleichung  (1)  nebinen  die  OleichwigeD  vom  Trpu«  Smx 
=  ZX  meiner  Thtoretical  Mechanic»,  Kap.  VI  an,  und  in  die  Ponn  der  Gleichung  (3) 
geben  die  Gleichungen  vom  Typns  Zm{y'i  —  z'y)  =  SyZ  —  zY  deBselben  Ka- 
pitels Qber. 

S)  Theoretieal  MetAanü»,  Kap.  Tl. 
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§  46.  Gesetz  des  Oleiohgewiolits  der  ObeTfiädLenBpannaiigen  für 
kleine  fierelohe. 
Schon  allein  aus  der  Form  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  iiönnen 
wir  ein  Resultat  von  großer  Bedeutung  ableiten.  Der  Raumteil,  ober 
dea  integriert  wird,  sei  in  allen  Abmessungen  sehr  klein,  und  es  be- 
zeichne P  den  Inhalt  desselben.  Dividieren  wir  beide  Selten  von 
Gleichung  (1)  durch  if*  und  gehen  zur  Grenze  über,  indem  wir  l  un- 
begrenzt abnehmen  lassen,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

lim  l-^j'fxjS  =  0. 

Nehmen   wir   ferner   den  Ursprungspunkt   im  lutegrationsbereicb   an, 
so  erhalten  wir  durch  ein  iibnliches  Verfuhren  aus  (:*)  die  Gleichung 


lim  nfßifZ^  -  z  Y,)(IS  =  0. 


Der  Inhalt  der  Gleichungen   dieser  Form   läßt  sich  ausdrücken  durch 
den  Satz: 

Die  Spannung^,  die  auf  die  Elemente  der  Oberfläche  elftes  in  allen 
Ahmessw%gen  selir  kleinen  BereirJis  eines  Körpers  wirken,  hüden  ktet- 
lick,  in  erster  Annäherung,  ein  Gleichgewichtssystem  von  Kräften. 

§  47.  EeimEeiohiiaiig  des  SpiuiiLimgsziistaiLdes  In  einem  Punkt«. 

Durch  jeden  Punkt  0  eines  Körpers  geht  ein  zweifach  unend- 
liches System  von  Ebenen,  und  die  vollständige  Beschreibung  des 
Spannungszustandes  in  0  verlangt  die  Kenntnis  der  auf  alle  diese 
Ebenen  in  0  wirkenden  Spannung.  Wir  können  die  im  vorigen  Para- 
graphen erhaltenen  Resultate  benutzen,  um  alle  diese  Spannungen 
auszudrücken  durch  die  Spann ungakomponenten,  die  auf  die  den  Koordi- 
natenebenen parallelen  Fläcbenelemente  wirken,  und  um  gewisse  Be- 
ziehungen zwischen  diesen  Komponenten  abzuleiten,  AVir  bezeichnen 
die  Spannung  auf  eine  Ebene  x  ^  const.  durch  ihre  Vektorkompo- 
nenten  (X^,  1',.  2,)  und  benutzen  für  die  Spannung  auf  die  Ebenen 
y  =  const.  und  z  —  eonst.  die  entspreche  u de  Bezeichnung.  Die  großen 
Buchstaben  geben  die  Richtung  der  Spannungskomponenten  an,  die 
Suffixe  die  Ebenen,  auf  die  sie  wirken.  Was  den  Richtungssinn  an- 
betrifft, so  ist  X^  positiv,  wenn  es  Zug  bedeutet,  negativ,  weun  es 
Druck  bedeutet.  Denken  wir  uns  die  a;  Achse  senkrecht  zur  Zeichen- 
ebene  aufwärts  gezogen  (vgl.  Fig.  5)  und  legen  die  Zeiebenebene 
so,  daß  sie  durch  0  hindurchgeht,  so  wird  die  fragliche  Spannung 
von  dem  oberhalb  der  Zeichnung  liegenden  Teil  des  Körpers  auf  den 
unten  gelegeneu  Teil  ausgeübt. 

Wir  betrachten  das  Gleichgewicht  eines  tetraederförmigen  Teils 
des  Körpers,  dessen  eine  Ecke  in   0  liegt,  während  die  drei  in  dieser 


Digiti; 


cbv  Google 


EennEeichiHuig  des  Spm  nonggeBBtondca . 


91 


Ecke  zusammen stoSeit den  Kanten  den  Koordinatenachsen  parallel  sind. 
Die  übrigen  Ecken  werden  auf  diesen  Kanten  von  einer  nahe  an  0 
verlaufenden  Ebene  angeschnitten.  Wir  bezeichnen  die  Richtung  der 
vom  Tetraederinnem  weg  gerichteten  Normale  dieser  Ebene  mit  v, 
sodaß  ihre  Richtungskosinus  gleich  cos  (x,  v),  cos  (jf,  v),  coa  (t,  v) 
sind.  Sei  A  der  Inhalt  der  in  dieser  Ebene  liegenden  Tetraederfläche; 
die  Inhalte  der  Übrigen  Flüchen  sind  dann  gleich 

A  cos  (a;,  v),  A  cos  (y,  v),  A  coa  (z,  v). 
Sind  alle  Kanten  des  Tetraeders  klein, 
so  können  wir  in  erster  Annäherung  die 
über  die  Fläche  v  resultierenden  Span- 
nungen gleich  ^,A,  . . .  annehmen,  eben- 
so die  auf  die  flbrigeD  Flächen  gleich 
—  X^A  cos  (x,  v), . . . ,  Die  Summe  der 
auf  alle  Tetraederäächen  parallel  x  wirken- 
den Spannungen  kann  gleich 
Ä'.A  -  X,A  cos  {x,  v)  -  X^A  cos  (y,  v) 

—  X,A  cos  («,  v) 
gesetzt  werden.     Dividieren  wir,  in  Über- 
einstimmung mit  dem  Verfahren  des  letzten 

Paragraphen  durch  A,  so  erhalten  wir  die  erste  der  Gleichungen  (5); 
auf  ähnlichem  Wege  ergeben  sich  die  beiden  andern  Gleichungen 
dieses  Systems,  und  wir  finden  somit 

X,  =  X,  cos  {x,  v)  +  X^  cos  (y,  v)  +  X,  cos  («,  v),  i 

Y,  =  r,  cos  (x,  v)  +  Y^  cos  (y,  v)  +  Y,  cos  («,  v),  (5) 

Z,  =  Z^  cos  {x,  v)  +  Z^  cos  (y,  v)  +  Z^  cos  (z,  v).  I 

Mittels  dieser  GleichuDge'n  ist  die  Spannung  auf  eine  beliebige  Ebene 
durch  0  ausgedrflckt  durch  die  Spannungen  auf  die  zu  den  Koordi- 
nateuebenen  parallelen  Fliichenelemente,  Durch  diese  Gleichungen 
sind  auch  die  Spannungskomponenten ,  die  in  einem  Punkt  der  Be- 
greuzungsfläche  eines  Körpers  auf  die  zu  den  Koordiuatenehenen 
parallelen  Flächenelemente  wirken,  verknüpft  mit  den  Spannungen, 
die  auf  den  Körper  an  der  Oberfläche  von  einem  andern  ihn  berühren- 
den Körper  ausgeübt  werden. 

Wir  wollen  andererseits  einen  sehr-  kleinen  Würfel  (Fig.  61  dea 
Materials  betrachten,  dessen  Kanten  den  Koordinatenachsen  parallel 
sind.  In  erster  Annäherung  sind  die  anf  den  Würfel  ausgeübten 
Spannungen,  die  über  die  zur  3:-Achse  senkrechten  Flächen  resultieren, 
gleich  AX^  A  I'„  Aif,  für  die  auf  Seite  der  wachsenden  x  liegende 
Fläche  und  gleich  -  AA'^,  -  A  l'„  —  AZ^  für  die  gegenüber  liegende 
Fläche;  dabei  bedeutet  A  den  Inhalt  der  Fläche.    Ähuliche  Ausdrücke 
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gelten  für  die  andern  Flächen.  Der  Wert  von  JfiyZ,  -  i  Y:^AB  fttr 
den  Würfel  kann  gleich  !A(Z^—  T.)  gesetzt  werden,  wo  l  die  Länge 
einer  Kante.  Durch  das  Verfahren  des  vorigen  Paragraphen  erhalten 
wir  die  erste  der  Gleichungeu  (6);  auf  ähoUchem  Wege  ergeben  sich 
die  beiden  andern  Gleichungen  dieses  Systems,  und  wir  finden  somit 
Z^  -  r„     X,  =  Z^,     Y^  =  X^.  (6) 

Durch  die  Gleichungen  (6)  wird  die  Zahl  der  Größen,  die  fest- 
gelegt sein  mfissen,  wenn  der  Spannungszustand  in  einem  Punkte  be- 
stimmt sein  soll,  auf  sechs 
reduziert,  nämlich  drei  Nor- 
malspaunungen  X^.,  ¥^,  Z, 
und  drei  Tangentialspan- 
nungen  F,,  Z„  X^.  Diese 
sechs  Größen  heißen  die 
Komponmlat  des  %iannungs- 
eustam^  oder  turz  die 
Spannttngskomponenlen  (engl. 
eomponents  of^ess) ')  in  dem 
betreffenden  Funkt. 

Man  schreibt  die  sechs 
Spannungskomponenten  zu- 
weilen XX,  ijy,  sz,  yz,  sx,  xy. 
Eine  derartige BezeichnungB- 
weise  eignet  sich  beson- 
■■*■  '  •"»-•■  ders  fflr  den  Fall,  daß  von 

den  rechtwinkligen  krumm- 
linigen Koordinaten  von  §  19  Gebrauch  gemacht  wird.  Die  sechs  Span- 
nungskomponenten  in  einem  Punkte,  bezogen  auf  die  Normalen  der 
Flächen  o,  ß,  y,  werden  hiemach  mit  aa,  ßß,  yy,  ßy,  ya,  aß  bezeichnet. 


g  4S.  SpanniuigainaB. 
Der  SpannungBzustand  in  einem  Körper  ist  bestimmt,  wenn  wir 
in  jedem  Punkte  die  Werte  der  sechs  Spannungskomponenten  kennen. 
Jede  dieser  Spannungskomponenten  ist  eine  Spannung  von  der  in 
§  42  beschriebenen  Art,  sodaß  sie  als  Kraft  pro  Flächeneinheit  ge- 
messen wird.  Das  Dimensionssjmbol  einer  Spannungskomponente  ist 
also  ML-^T-*. 


1)  £ine  sjuimetrische  Hetbode  zur  Kenozeicimutig  do«  SpanonngezoBtaiide 
wurde  von  Lord  Kelvin  aufgearbeitet  (g  10  FnBuote>.  Dm  Ver&hreu  lauft  duanf 
hinMua,  da.B  für  die  eeche  SpannungekomponeoteD  in  einem  Punkte  der  Zug  pro 
Flächeneinheit  auf  jeue  sedis  Ebenen  gew&hlt  wird,  die  bezüglich  zu  den  aechs 
Kanten  ein  ei  beBtimmten  Tetraeders  «enkrecht  aind. 
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Eine  Spannung  wird  dementsprechend  gemessen  durch  so  und  so 
viel  „Tonnen  pro  Quadratzoll"  oder  so  und  so  viel  „Djnen  pro  Quadrat- 
zentimeter",  allgemein  durch  so  und  so  viel  Erafteinheiten  pro  Flächen- 
einheit. [Eine  Tonne  pro  Quadratzoll  =-  1  ■  545  x  10*  Dynen  pro 
Quadratzentimeter.] 

Beispiebweise  beträgt  der  Druck  der  Atmosphäre  ungefähr 
10*  Dynen  pro  Quadratzentimeter.  Als  Beispiel  dafür,  welche  Span- 
nungen TOB  Ingeniearen  für  zulässig  zu  erklären  sind,  verzeichnen 
wir  die  Angabe  W.  C.  Unwins'),  wonach  die  Conwaybrflcke  täglich 
Spannungen  bis  zu  7  Tonnen  pro  Quadratzoll  unterworfen  ist. 


§  49.  Transformation  der  Spannai^komponent«n. 
Da  die  Spannung,  die  in  einem  gegebenen  Punkte  auf  eine  be- 
liebige ^Ebene  wirkt,  bestimmt  ist,  wenn  die  sechs  Komponenten  des 
SpannungBzustandea  in  dem  betreffenden  Punkte  gegeben  sind,  so  muS 
es  möglich  sein,  die  auf  irgend  ein  System  bezogenen  sechs  Span- 
ttUQgekomponenten  auazndrOcken  durch  die  auf  ein  anderes  System 
bezogenen  Komponenten.  Die  auf  die  (x,  y,  ü')-Ach3en  bezogenen  Span- 
nungskomponenten seien  mit  X'^,  .  .  .  bezeichnet;  ferner  seien  die 
neuen  Koordinaten  mit  den  alten  verknüpft  durch  das  Transforma- 
tionskreuz 
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Dann  zeigen  die  Gleichungen  (5),  dafi  die  Spannungskomponenten 
auf  die  x'-Ebene  (in  der  Riclitung  der  {x,  y,  2)-AchBen)  durch  die  Glei- 
chungen gegeben  sind 

X,  -  I,  X,  +  m,  X,  +  «,  X.,  1 

^*  -  'i  5'.  +  >»■  y,  +  "i  ^„  \  (') 

Z,  —  l,Z,  +  m,Z^  +  n^  Z,.  \ 
Ebenso  haben   wir,   da   die  Spannung   auf  eine   beliebige  Ebene   ein 
Vektor  ist,  die  Gleichungen 

x-,-(,x,  +  m,r,  +  «,z,  I 

r,  _i,X,  +  m,r,  +  n,Z,  (8) 

Z",  -  !,X,  +  »i,r,  -f  n,Zj 

1)  lÄ«  IVrtwy  of  MaUriaU  of  Comlruction,  London  1888,  p,  8.     ^ 
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Substituieren  wir  aus  (7)  in  (8)  und  berücksicbtigen  (6),  bo  erhalten 
wir  Formeln  von  dem  Typus 

XV  -  k'X^  +  m,*Y^  +  fi^'Z,  +  2«,n,  K  +  2nil^Z^  +  2l^m^XA 
X'^  -  IJtX^  +  »!,»!,  Y^  +  n,M,Z,  +  (m^n,  +  m,nj  Y,  (9) 

Dies  sind  die  Formeln  fQr  die  Transformation  von  Spannnngskompo- 
nenten. 

§  50.  Die  Spannimgsfiäohe. 

Wird  die  Gleichung  der  Fläche  2.  Grades 
X^x*  +  Yy  +  Z,z*  +  2  Y,ye  +  2Z^zx  +  2X^xy  =  const.  (10) 
durch  eine  orthogonale  Substitution  umgeformt,  sodaß  die  linke  Seite 
in  eine  Funktion  von  x',  y,  e  übei^eht,  so  werden,  wie  die  Formeln  (9) 
zeigen,  die  Koeffizienten  von  x'',  ■  -  ■  2y' z,  ■  ■  ■  auf  der  linken  Seite 
gleich  X'^,---  Y^---. 

Die  Fläche  2.  Grades  (10)  heißt  die  Spannungsftäclie  (engl,  stress 
quadric).  Sie  bat  die  Eigenschaft,  daß  die  Xormalspanoung  auf  irgend 
eine  Ebene  durch  ihren  Mittelpunkt  umgekehrt  proportional  ist  dem 
Quadrat  jenes  Radiusvektors  der  Fläche,  der  zu  der  Ebene  normal  ist. 
Wäre  die  Fläche  auf  ihre  Hauptachsen  bezogen,  so  würden  die  Tan- 
gential Spannungen  auf  die  Koordinatenebenen  verschwinden.  Die  Nor- 
malspannuDgen  auf  diese  Ebenen  heißen  Haaptsjxmnaitgen  (engl,  prin- 
dpal  Stresses).  Wir  erkenneu,  daß  es  in  jedem  Punkte  eines  Körpers 
drei  zueinander  senkrechte  Ebenen  gibt,  auf  welche  eine  rein  nor- 
male Spannung  wirkt.  Die»e  heißeu  die  Hauptspannutigsehenen  (engl. 
principai  planes  of  stress).  Wir  erkennen  auch,  daß  wir  zur  voll- 
ständigen Kennzeichnung  des  Spannungszustandes  in  einem  beliebigen 
Funkte  des  Körpers  die  Lage  der  Hauptspannungsebenen  und  die 
Größe  der  Hauptspannungen  kennen  müssen;  die  auf  irgend  ein  Tripel 
orthogonaler  Ebenen  bezogenen  sechs  Spannungskomponenten  können 
wir  dann  dadurch  ableiten,  daß  wir  die  Gleichung  einer  Fläche  2.  Grades 
von  einem  Achsentripel  auf  ein  anderes  transformieren.  Der  Span- 
nungszuatand  in  einem  Punkte  kann  als  eine  einzige  gerichtete  Größe 
aufgefaßt  werden;  diese  Größe  ist  kein  Vektor,  sondern  bat,  ziemlich 
genau  nach  Art  einer  Verzerrung,  sechs  Komponenten.') 

g  51.  Spannimgs&rtaiL. 

a)  Bein  normale  Spannung. 

Ist  die  Spannung  auf  jede  Ebene  in  einem  Punkte  zur  Ebene  normal, 
so  fehlen  stets  in  der  Gleichung  der  Spannungsfläche  die  Glieder,  die  die 
Produkte  t/z^  ex,  xff  enthalten,  wie  auch  immer  die  rechtwinkligen  Koordi- 

1)  In  Voigts  Sprache  beißt  sie  ein  Tenaortripel.    Vgl.  §  11,  b)  oben. 
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natenachsen  gewählt  sein  mögen.  In  diesem  Falle  haiin  man  jedes  Tripel 
zueinander  senkrechter  Linien,  die  durch  den  Punkt  gehen,  als  Hauptachsen 
der  Span  nun  gä  fläche  ansehen  Daraus  folgt,  dafi  die  Fl&cbe  eine  Kugel 
ist,  daß  alHO  die  normalen  Bpannungskomponenten  sämtlich  der  GrßBc 
nach  gleich  und  gleichen  Zeichens  sind.  Sind  sie  positiv,  so  haben  wir 
es  mit  einer  nm  den  Punkt  herum  allseitig  gleichen  Zugspannung  zu  tun. 
Sind  sie  negativ,  so  besteht  die  Spannung  in  einem  Druck  von  der  gleichen 
Eigenschaft.') 

b)  Einfacher  Zuji  od»-  Druck. 

Einfacher  Zug  oder  Druck  bedeutet  einen  Spannungszustand  in  einem 
Punkte,  bei  dem  die  Spannung  auf  eine  durch  den  Funkt  gebende  Ebene 
normal  za  dieser  Ebene  ist,  während  die  Spannung  auf  irgend  eine  dazu 
senkrechte  Ebene  verschwindet  Die  Gleichung  der  Spannungs fläche,  be- 
zogen auf  die  Hauptachsen,  wQrde  von  der  Form  sein 

X'^j'*  —  const, 

sodaS  die  Spannungsfläcbe  in  ein  lor  Zug-  oder  Druckrichtung  normales 
Ebenenpaar  zerfällt.  Die  auf  beliebige  Koordinaten  x,  y,  z  bezogenen 
Spann UBgskomponenten  würden  lauten 

X^  =  X'J\      r,  =  X'^m\     Z,  =  X'^n*,      T,  =  X'^mn,     Z^  -  A"^«i, 
X^  -  X'^lm, 

wo  (t,  m,  »)  die  Ricbtong  des  Zugs  oder  Drucks  und  X'^  die  Größe  des- 
selben bedeutet.     Für  Zug  ist  X'^  positiv,  für  Druck  negativ. 

c)  Schubspannang. 

Das  durch  die  Gleichungen  (6)  ausgedrückte  Resultat  ist  von  den 
Richtungen  der  Koordinatenachsen  unabhängig  und  kann  folgender- 
maßen ausgesprochen  werden:  Sind  l  und  t  zwei  zueinander  recht- 
winUige  Linien,  so  ist  die  zu  /  parallele  TangentialspHunung  auf  eine 
zu  r  senkrechte  Ebene  gleich  der  zu  l'  parallelen  Tangentialspannung 
auf  eine  zu  l  senkrechte  Ebene.  Daraus  folgt,  daß  das  Auftreten  von 
Tangentialapannungen  an  einer  beliebigen  Ebene  das  Vorhandensein 
von  Tangential  Spannungen  nn  einer  dazu  senkrechten  Ebene  in  sich 
schließt.  Dae  Wort  Schubspattmintf  (engl,  sheariitg  stress)  braucht  man, 
um  den  Spannungszustand  in  einem  Punkte  auszudrücken,  der  durch  ein 
Paar  von  Tangentialapaunungen  auf  zwei  zueinander  senkrechte  Ebenen 
gekennzeichnet  vrird. 

Wir  können  die  Formeln  von  §  49  benutzen,  um  die  entsprechenden 
Hanptspannungen  und  Hauptspannungsebeaen  zu  bestimmen.  Die  Span- 
nuugafiäcbe  sei  gegeben  durch  3.X'^x'^' ^=  const.,  sodaB  auf  eine  Ebene 
y  —  const.  tangentiale  Spannung  parallel  zur  .r '-Achse  und  auf  eine  Ebene 
y  —  const.  die    gleiche    Tangentialspannung    parallel    zur  y'-Achse   wirkt. 

1)  Eb  ist  diei  ein  FundomentabatK  der  rationellen  Hydrodynamik.  Tgl. 
Lamb,  Hyürodynamics,  p.  2.  Derselbe  wurde  zuerst  von  Caucby  bewiesen;  siehe 
Eney.  d.  math.  Wiu.,  Bd.  1,  Art.  16,  p.  63.  -,  , 
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Die  (x,  g,  z)-Ächaeii   seien   die  Hauptachsen   des  Spannungszustaudes.     Die 
Form  2X'^x'p'  läßt  sieh  schreiben 


-■A{%')'-C-^'')'l 


und  dieser  Ausdruck  mäflte  identisch  sein  mit 


Wir  haben  daher 


X,  -  -  r  . 


llllllllll 


somit  finden  wir,  dafi  die  Scfaubspannung  gleichwertig  ist  mit  Zt^  auf 
eine  der  Ebenen,  die  die  Winkel  zwisclien  den  betreffenden  beiden  za- 
eiuauder  senkrechten  Ebenen  halbieren,  und  Druck  auf  die  andere  dieser 
Ebenen.  Der  Zug  und  der  Druck  sind  dem  absoluten  Werte  nach  gleich 
groß,  und  zwar  gleich  dem  Betrag  der  die  Schabspannung  ausmachenden 
Tangentialspannnngen. 

Das  Diagramm  (Fig.  7)  veranschaulicht  die  Gleichwertigkeit  der 
Schabspannung  nnd  der  Haaptspannungen.  Eine  Schabspannung,  die  mit 
solchen  Hauptspannungen 
gleichwertig  ist,  wie  sie  die 
Figur  linker  Hand  zeigt, 
wird  jedenfalls  Schub  Ver- 
zerrungen hervorrufen,  bei 
denen  diejenigen  Ebenen  des 
Materials,  die  vor  Anbrin- 
gung der  Spannung  zur 
»/'■Achse  senk  recht  waren, 
in  einer  zur  r' -Achse  pa- 
rallelen Richtung  gleiten, 
während  die  zur  a:'- Achse 
senkrechten  Ebenen  in  einer 
zur  t/'-Achse  parallelen  Rich- 
^'  '  tung     gleiten.       Schubspan- 

nung vom  Typus   X^  wird 
also  Schub  Verzerrung  vom  Typus  e^^  hervorrufen.      [Siehe  §  14,  c).] 
d)  Ebener  SpannungszusUind. 

Eine  allgemeinere  Spannungsart,  die  den  einfachen  Zug  und  die  Schub- 
spannung als  besondere  Falle  in  sich  schließt,  erhält  man  durch  die  An- 
nahme, daß  eine  Eauptspannung  gleich  null  ist.  Die  SpannungsMche  ist 
dann  ein  Zylinder,  der  sich  über  einem  Kegelschnitt  als  Basis  erhebt,  und 
letzteren  kann  man  wohl  den  Spannungskegelscknitt  nennen  ^  seine  Ebene 
enthält  die  Richtungen  der  beiden  Hauptspannungen,  welche  nicht  ver- 
schwinden. Nehmen  wir  diese  Ebene  zur  £-Acbse  senkrecht  an,  so  ist  die 
Gleichung  des  Spann ungskegelschnitts  von  der  Form 
A'X  +  r^y'  -I-  2X^X1/  =-  const,; 
die  Schubspannungen  Z^  nnd  5'^  sind  null,  ebenso  der  Zug  Z^.  In  dem 
besonderen  Fall  des  einfachen  Zugs  besteht  der  Spannungskegelschnitt  aus 
einem  Parallellinienpaar,   im  Fall  der  Schubspannung   ist    es   eine  gleich 
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seitige  Byperbol.     Ist  es  ein  Kreis,  so  handelt  es  sich  um  allseitig  gleichea 
Zug  oder  Druck  in  der  Ebene  des  Kreises. 

g  52.  AoflfiBiuLg  eines  belleMgen  SpannnngSByEtemB  In  gleioh- 
fSrmigBn  Zug  nad  Sohabspannnng. 
Die  Größe  X^  +  Y^+  Z.  ist  invariant  gegenüber  Tranaformationeti 
von  einem  rechtwinkligen  Achsensjstem  auf  eis  anderes.  Besteht  das 
SpannungBsystem  in  gleichförmigem  normalen  Druck  vom  Betrag  p, 
so  ist  diese  OröBe  gleich  —  .^p.  Im  allgemeinen  können  wir  die 
Größe  ^(-X^  +  y^  +  Z^  die  „mittlere  Zugspannung  in  einem  Punkte" 
nennen;  wir  könneji  dann  das  Spannungssj^tem  in  Komponenten  auf- 
lösen, die  bezüglich  durch  das  Verschwinden  und  Nicht  verschwinden 
der  mittleren  Zugspannung  gekennzeichnet  sind.  Zu  diesem  Zvreck 
können  wir  setzen 

X,-l(X,-H  Y^^  Z,} -HfX^- i( !;  +  '?,)• 


Dann  verschwindet  far  das  durch  |  X^  —  |( Y"^  +  Z,), . . .  ausgedrückte 
Spannungssjstem  die  mittlere  Zugspannung.  Dies  System  hat  die 
Eigenschaft,  daß  die  Summe  der  Hauptspannungen  gleich  null  ist; 
uud  es  ist  möglich,  rechtwinklige  Koordinaten  x ,  y,  e  so  einzufahren, 
daß  die  den  Koordinatenachsen  eotsprechendeo  Normalspaunungen 
X'^,  fy,  Z ^  verschwinden.  Demgemäß  sind  Spannungssjsteme,  bei 
denen  die  mittlere  Zugspaonung  null  ist,  gleichwertig  mit  bloßen 
Schubspannungen  in  dem  Sinne,  daß  sich  drei  zueinander  senkrechte 
Ebenen  finden  lassen,  auf  die  rein  tangentiale  Spannungen  wirken. 
Daraus  folgt,  daß  jedes  Spannungssystem  in  einem  Funkte  gleich- 
wertig ist  mit  Zug  (oder  Druck),  der  um  den  Punkt  herum  allseitig 
gleich  ist,  samt  tangentialen  Spannungen  auf  drei  Ebenen,  die  ein- 
ander rechtwinklig  schneiden. 

§  53.  Weitere  Resultate. 

Der  Nachweis  fUr  folgende  Resultate^)  sei  dem  Lernenden  zur  Übung 
empfohlen: 

1)  Die  Größen 

X,  +  r^  +  ^„    Y^y.,  +  '/..  x^  +  X,  r,  -  17  -  /^  —  x/, 
x,};z. +  2r,^^\-x,r,»"-  Y^z*  -  /.,x* 

sind  gegenüber  rechtwinkliger  Koordinatentrausformation  invariant. 

2)  Sind  X,,  Y^,  Z,  Uauptspannungen,  so  ist  die  Spannang  auf  iigend 


1)  Di«  Beialtate  1)  —  5)  verdankt  man  Canch;  und  Lamil. 

1.BT*,  Elultllttt.  7  C"',^,^,,|^> 
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eine  Ebene  proportional  dem  Lot,  das  auf  die  /u  ihr  parallele  Tangential- 
ebene des  Ellipsoids 

■r*/-V  +  y':'^y   +  *.  ^.*  =  eoi^t- 
vom  Mitt«lpunkt  ans  gefällt  wii-d. 

Es  ist  dies  das  Lamesche  Üpminvngsenipsoid,  Die  reziproke  näche  wurde 
von  Cauchy  diskutiert;  der  Badiusvektor  derselben,  dnr  vom  Mittelpunkt 
aus  in  irgend  einer  Eichtung  gezogen  wird,  ist  umgekehrt  proportional 
der  Spannung  auf  die  zu  dieser  Riclitung  senkrechte  Ebene. 

3)  Die  Flache  2.  Grades  x^jX^  +  y^'Y^  +  z*;Z,  =  const.  (wo  X^,... 
HauptspaDnungen} ,  Lamesche  Spannungsridilftäcbe  genannt,  ist  zur  Span- 
nungsflache in  bezug  auf  den  Mittelpunkt  reziprok;  der  Radiusvektor,  der 
vom  Mittelpunkt  naidi  irgend  einem  Pimkt  der  Oberfläche  gezogen  wird, 
liegt  in  der  Richtung  der  Spannung,  die  auf  eine  zur  Tangentialebene  in 
dem  Punkte  parallele  Ebene  wirkt. 

4)  Die  Ebenen ,  auf  die  in  einem  Punkte  keine  Normal  Spannung 
wirkt,  umhüllen  einen  Kegel  2.  Grades,  der  zu  dem  Asympt^tenkegel  der 
Spannungsflache  in  dem  Punkte  reziprok  ist.  Wenn  er  reell  ist,  trennt 
er  die  Ebenen,  auf  die  als  Normalspannung  Zug  wirkt,  von  denen,  auf 
welche  Druck  wirkt;  ist  er  imaginär,  so  wirkt  als  Normalspannung  auf 
alle  Ebenen  entweder  Zug  oder  Druck,  je  nachdem  die  mittlere  Zugspan* 
nung  4  (X^  +  1'^  +  Zj)  positiv  oder  negativ  ist. 

5)  Zieht  man  in  einem  im  Spaunungszustande  befindlichen  Körper 
von  einem  Punkte  aus  zwei  beliebige  Linien  x  und  x  und  legt  durch  den 
Punkt  die  zu  diesen  senkrechten  Ebenen,  so  ist  die  zu  x'  parallele  Kom- 
ponente der  Spannung  auf  die  zu  x  senkrechte  Ebene  gleich  der  zu  x 
parallelen  Komponente  der  Spannung  auf  die  zu  x'  senkrechte  Ebene. 

Dieser  Satz,  der  sich  durch  die  Gleichung  x' ^  =  x^  ausdrücken  läßt, 
ist  eine  Verallgemeinerung  der  Formeln  (6),  §  i7. 

6)  Maxwells  elektrostatisches  Spannungssystem.  ^) 

Sei  V  das  Potential  eines  Systems  elektrischer  Ladungen,  und  sei  ein 
Spannungssystem  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt; 

'       »jil      \cx}         \cyl         \cbI  r        '       In  cy  ex' 

^-Äi-e:r-Q'+(^:)').  -.-1%%- 

Nimmt  man  die  :r-Ächse  parallel  zu  der  in  {x,  y,  z)  errichteten  Nor- 
malen der  durch  diesen  Punkt  gebenden  Äquipotentialfläche  an,  so  läBt 
sich  zeigen,  daß  in  jedem  Punkte  die  eine  flanptspannungsebene  mit  der 
Tangentialebene  der  durch  diesen  Punkt  gehenden  Potentialfläehe  zu- 
sammenfällt und  daß  die  Spannung  auf  diese  Ebene  Zug  vom  Betrage 
JJ*/8ji  ist,  wahrend  die  Spannung  auf  irgend  eine  dazu  senkrechte  Ebene 

1)  Maxwell,  Ekctridiy  aud  Muguttüm,  2.  Aufl.,  Oxford  1881,  vol.  1,  cb.  6. 
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Druck  vom  gleichen  Betrage  ist;  dabei  ist  M  die  resultierende  elektriache 
Kr&ft  in  dem  betreffenden  Punkte,  sodaB 


+S)- 


7)  Sind  u,  V,  H-  die  Komponenteit  einer  beliebigen  Vektorgröfie  und 
X^,  .  .  .  die  Komponenten  eines  beliebigen  Spannungszustandes,  so  sind  die 
drei  GrfiBen 

X^u  +  X^v  +  Z^w,      X^u  +  Y^v  +  Y,,r,     Z^u  +  Y,v  +  Z^w 

die  Komponenten  eines  Vektors,   d.  h.  sie    transformieren   sieb    von  einem 
rechtwinkligen  Achsensystem  auf  ein  anderes  durch  dieselben  Substitutionen 


§  54.   Die  SpannimgBgleieliimgeii  der  Bewegnng  nnd  das 
Oleiolige  Wichts. 
In  den  GleichuDgen  vom  Typus  (1),  §  44,  führen  wir  för  X^,.-- 
ihre  Werte  aus  den  Gleichungen  (5)  ein.    Wir  erhalten  daan  für  die 
Gleichung,  die  aus  der  Betrachtung  der  zur  a;-Ächse  parallelen  Kraft- 
komponenten folgt, 

ijjQf^dxd^de  =  j  f  iQXdxdydz 
+ff{  X,  cos  {x,  v)  +  X^  cos  (y,  v)  +  X,  cos  (z,  v)  \  dS.     (11) 
Auf  das  Oberflächenintegral  wenden  wir  die  Greensche  Transformation') 
an  nnd  transponieren;  so  erhalten  wir  die  Gleichung 


um 


In  dieser  Gleichung  kann  die  Integration  über  einen  beliebigen  Baum 
innerhalb  des  Körpers  erstreckt  werden;  daraus  folgt,  daß  die  Glei- 
chung sich  nicht  befriedigen  läßt,  falls  nicht  der  Integrand  in  jedem 
Funkte  des  Körpers  verschwindet.  Die  enteprecbenden  Resultate  wür- 
den sich  durch  Umformung  der  Gleichungen  ergeben,  die  aus  der  Be- 
trachtung der  zur  y-  und  ^-Achse  parallelen  Kraftkomponenten  fo^eu. 
Somit  erhalten  wir  drei  Bewegungsgleichungen  von  der  Form 


Sy 


+  .-'  +  px  =  e/;.  (13) 


1)  Darunter  versteht  man  die  Transformation,  die  durch  die    Gleichung 
auagedrückt  iat 


//'' 


•  (j,  »)  +  £  eo.  (.,,))  äS 


=ffM- 
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Wird   der  Körper   im  Gleichgewicht  gehalten,   so  sind  f^,  f ,  f, 
null,  und  die  Gleichgew  ichU^edingungai  lauten 


(14) 


WO  Yj,  Z^,  X^  geschrieben  ist  statt  der  damit  gleichwertigen  Z  ,  X^,  Y^. 

Bewegt  sich  der  Körper  so,  daß  die  Verschiebung  («,  v,  w)  eines 

Teilchens  stets  sehr  klein  bleibt,  so  können  wir  statt  f^,  f ,  f,  setzen 


wobei  die  Zeit  mit  t  bezeichnet  ist;  die  Gleidmngen  der  Vitien  Be- 
wegung lauten  daher 

dx      dx       dz  £.„ 


'+<f^=ff'!„\  (15) 


Ändere  Formen  der  Gleichgewichts-  und  Bewegungsgleichungen, 
die  weniger  unbekannte  Größen  enthalten,  werden  hernach  abgeleitet 
werden.  Obige  Formeu  (14)  und  (15)  bezeichnen  wir  zum  unter- 
schied von  jenen  ale  die  Spannungsgleichungen. 

§  55.  Glelobfönnige  Spannonj;  and  gleicUSnnig  verändeTliche 
Spannang. 

Wir  bemerken,  daß  die  statischen  Spannung^gleichun^n  (14)  im 
Innern  eines  Körpers  und  die  Gleichungen  (6)  an  seiner  Begrenzung  gelten, 
vorausgesetzt  daß  in  letzteren  Gleichungen  v  die  Richtung  der  äußeren 
Normalen  der  Begrenzungsflache  und  X,. ,  .  .  .  die  Oberflächenspannungen 
bedeuten.  Die  Gleichungen  können  zur  Bestimmung  der  Kräfte  dienen, 
die  an  einem  Körper  angreifen  müssen,  um  einen  vorgegebenen  Spanuunga- 
zustand  aufrecht  zu  erhalten. 

Wenn  die  Spannungskomponenten  von  den  Koordinaten  unabhängig 
sind,  d.  h.  wenn  die  Spannung  in  allen  Punkten  des  Körpers  die  gleiche 
ist,  so  verschwinden  die  Massenkräftp.  Mit  audem  Worten,  gleichförmiger 
Spannungszustand  kann  nur  durch  Oberflfichenspannnngen  allein  erhalten 
werden. 
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Wir  wollen  zwei  Falle  betrachten: 

a)  GleüAßrmiger  Druck.     In  diesem  Fall  haben  wir 

wo  p  der  Dracli,  der  oacb  Voraussetzung  Qberall  und  in  jedem  Punkte 
nach  allen  Richtungen  der  gleiche  ist.  Die  Oberflächenspannungen  sind 
gleich  den  Eomponenten  eines  auf  die  Oberfläche  ausgeflbtea  Druckes  p, 
welche  Gestalt  der  Körper  auch  haben  mag.  Daraus  können  wir  schließen, 
daß  im  Innern  eines  Körpers,  der  konstantem,  in  allen  Oberflächenpunkten 
gleichem  Druck  p  unterworfen  ist  und  nicht  unter  dem  Einfluß  von  Massen- 
kräfteu  steht,  ein  gewöhnlicher  DruckKustand  vom  Betrage  p  eintritt, 
der  von  irgend  welchen  Scbubspaonungen  nicht  begleitet  ist. 

b)  Einfacher  Zug.  T  sei  der  Betrag  des  Zugs,  die  jr-Achae  seine 
Richtung.  Wir  haben  dann  X^  =  T,  und  die  übrigen  Spannungskompo- 
nenten  verschwinden.  T  möge  in  allen  Punkten  denselben  Wert  haben. 
Die  Oberflächenspannung  ist  in  jedem  Punkte  zur  x-Aohse  parallel  gerichtet 
und  vom  Betrage  T  cos  (x,  v).  Hat  der  Körper  die  Gestalt  eines  Zylinders 
oder  Prismas  mit  in  die  jc-Acbse  fallender  Längsrichtung  und  von  be- 
liebiger Querschnittsform,  so  werden  an  den  Enden  Zugspannungen  vom 
Betrage  T  pro  Flächeneinheit  auftreten,  auf  die  zylindrische  Begrenzung 
dagegen  werden  keine  Spannungen  wirken.  Daraus  können  wir  schließen, 
daß  im  Innern  eines  Stabes,  der  an  den  Enden  gleichförmigen  entgegen- 
gesetzt gleichen  Zugspannungen  unterworfen  ist  und  unter  dem  Einfluß 
keiner  anderen  Kräfte  steht,  ein  Spannungszustand  eintritt,  bei  dem  auf  die 
Norm&lschnitte  in  allen  Punkten  Zug  vom  gleichem  Betrage  wirkt. 

Gleichförmige  Spannung  auf  ein  ebenes  Fläehenstöck  ist  statisch  gleich- 
wertig mit  einer  Kraft,  die  im  Schwerpunkt  des  Flächenstücks  angreift. 
Die  Kraft  hat  dieselbe  Richtung  wie  die  Spannung,  ihre  Größe  wird  ge- 
messen durch  das  Produkt  aus  dem  Inhalt  des  FlächenstUcks  und  der 
Größe  der  Spannung. 

Wenn  die  auf  ein  FlächenstUck  wirkende  Spannung  der  Richtung 
nach  gleichförmig,  aber  der  Größe  nach  dem  in  gewissem  Sinne  gemessenen 
Abstand  von  einer  bestimmten  Geraden  in  der  Ebene  des  Fl&chenstftcks 
proportional  ist,  so  haben  wir  ein  Beispiel  für  tjleichßrmig  vfränderlidie 
Spannung.  Die  Spannung  auf  das  Flächenstück  ist  statisch  gleichwertig 
mit  einer  Einzelkraft,  die  in  einem  gewissen  Punkte  der  Ebene  angreift; 
der  letztere  ist  übrigens  mit  dem  in  Lehrbüchern  der  Hydrodynamik 
untersuchten  „Druckzentrum"  identisch.  Ein  Ausnahmefall  tritt  ein,  wenn 
die  Linie  verschwindender  Spannung  durch  den  Schwerpunkt  des  Flächen- 
Stücks  gebt;  die  auf  dasselbe  wirkende  Spannung  ist  dann  statisch  gleich- 
wertig mit  einem  Kräftepaar.  Schneidet  die  „Nulllinie"  die  Begrenzung  des 
Flachenstücks  nicht,  so  hat  die  Spannung  in  allen  Punkten  desselben  das- 
selbe Vorzeichen;  das  Druckzentmra  muß  dann  innerhalb  einer  gewissen 
den  Schwerpunkt  umgebenden  Kurve  liegen.  Hat  das  Flächenstück  die 
Gestalt  eines  Rechtecks  und  ist  die  Nulllinie  der  einen  Seite  parallel,  so 
betrögt  die  größte  Entfernung  des  Druckzentrums  vom  Schwerpunkt  '/« 
jener  Seite.    Es  ist  dies  die  „Regel  des  mittleren  Drittels"')  der  Ingenieure. 

1)  Ewing,  tilrenglh  of  MntrriaU. 
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§  56.  Bemerkimseii  zu  den  Spannim^gleiolimigeiL. 

a)  Die  Gleichungen  Ton  der  Form  (13)  kiuin  man  erhalten,  wenn 
man  die  Qleiohungen  vom  TypuB  (l),  §  44,  auf  ein  tletnes  ParftUelepiped 
anwendet,  dessen  Begrenzungsebeneii  den  Koordinateuebenen  parallel  sind. 
Die  Äoteile,  die  die  Fltlcben  x  und  x  +  dx  zu  ffX^dS  liefern,  kann  man 
gleich  — X^dytlz  nnd  gleich  [X^-\-  ifiXJdx)dx\dydx  setzen,  und  ent- 
sprechende Ausdrücke  kann  man  für  die  Anteile  der  übrigen  Fläohenpaare 
hinsohreiben. 

b)  Die  Momenteugleichungen  von  der  Form  (2)  werden  bereits  in- 
folge der  Gleichungen  (6)  befriedigt.    In  der  Tat  l&ßt  sich  (3)  so  schreiben; 

=  fSMyy'-^'^)dxdydis 

+  fAy !  ^.  cos  Ca;,  k)  +  Z,  oob  (y,  v)  -j-  Z,  oos  (?,  v)  \ 

-z{Y^COi{x,v)+  r,  cos  (y.  ./) -I-  r,co8(^,v)}J<iS, 

wenn    man    für   /!,,  ...   aus    den    Gleichungen    von    der    Form   (13)    und 

für  \\,  Z,  aus  den  Gleichungen  (5)  ihre  Werte  einführt.     Mit  Hilfe  der 

Greenschen  Transformation  geht  diese  Gleichung  über  in 

somit  werden  die  Moraentengleichui^en  vermöge  der  Gleichungen  (6) 
identisch  befriedigt.  Man  wird  bemerken,  daS  man  umgekehrt  die  Glei- 
chungen {&)  durch  obige  It«ohnung  anstatt  der  in  §  47  benutzten  be- 
weisen könnte. 

c)  Wenn  die  Gleichungen  (14)  in  allen  Punkt«n  eines  Körpers  be- 
friedigt sind,  so  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen  flir  den  als  Ganzes 
genommenen  Körper  (§  45)  notwendig  erfüllt,  nnd  die  Resultante  aller 
Massen kr&Ft«,  die  auf  die  Volumelemente  des  Körpers  wirken,  hält  der 
Besultante  aller  Spannungen,  die  auf  die  Elemente  seiner  Oberfläche 
wirken,  das  Gleichgewicht.  Der  gleiche  Satz  gilt  fttr  die  resultierenden 
Momente  der  MassenkrSfte  und  der  Oberflächenspannungen. 

d)  Ein  Beispiel,  wo  diese  Bemerkung  Anwendung  findet,  liefert  das 
in  §  53,  6)  beschriebene  Maxwellsche  Spannungssjstem.  Wir  würden 
z.  B.  finden 

dx  dy  C2         iit  ex 

wo  V  f ür  d^'cx^  -{-  c*'c/l*  +  (^/ce^  steht.  Daraus  folgt,  daB  fttr  jeden 
Bereich,  in  dem  überall  V*  Y  =  0,  dies  Spann ungssystem  für  sich  ein 
Gleichgewichtssystem  bildet  und  daC  dasselbe  im  allgemeinen  von  einer 
Massenkraft  im  Gleichgewicht  gebalten  wird,  die  durch 

-  '  vvlV-,  V-,  'S) 

pro  Voluuieinbeit  gekennzeichnet  ist.  Daher  sind  die  Spannungen  über 
eine  beliebige   geschlossene  Oberfläche,    wie  sie   sich  aus  den  Formeln  für 
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X,,  .  .  .  ergeben  würden,  statisch  gleichwertig  mit  UaBsenkr&ften,  die  durch 

pro    Volumeinheit    dea    von    der    Fläche    eiogeachlossenen    Baums    gekenn- 
zeichnet sind. 

e)  S/jßa/ntmngsfitnHionm.  Bei  unsem  späteren  Entwicklungen  werden 
wir  uns  viel  mit  Körpern  beschilftigen,  die  unter  der  Wirkui^  von  Ober- 
flKchenkraften  allein  im  Gleichgewichte  sind.  In  diesem  Palle  gibt  es 
also  keine  Massenkräft«  und  auch  keine  Beschleunigungen,  und  die  Olelch- 
gewichtsbedingungen  lauten 

^'         "  >  (16) 


andererseits  sind  die  Oberflächenspannungen  gleich  den  Werten  von  (X^,  y,,  Z^) 
an  der  Oberfläche  des  Körpern.  Die  Differentialgleichungen  (16^  stellen 
drei  unabhängige  Beziehungen  zwischen  den  sechs  Spannongakomponenten 
in  jedem  Punkte  dar;  mit  ihrer  Hilfe  könnten  wir  diese  sechs  Größen 
dnrch  drei  unabhängige  Funktionen  des  Orts  ausdracken.  Derartige  Funk- 
tionen würden  wir  „Spann ungsfunktionen"  nennen.  Solange  wir,  aufier 
dnrch  die  Gleichungen  (iG),  aber  den  Zustand  des  KOrpers  nicht  unter- 
richtet sind,  sind  diese  Funktionen  willkürliche  Funktionen. 

Ein  Verfahren,  die  Spannungskomponenten  durch  Spannungsfunktionen 
auszudrücken,  beruht  auf  dem  Ansatz^): 

Y  ——  '^'''-       Z   =  ~  ^'''         ,Y   =  —  ^'■''-• 
dyct''       '  dedx'     ''  dxdy' 

es  ist  klar,  daß  dann  die  Gleichungen   (16)  befriedigt  werden,  wenn 

Ein  anderes  Verfahren  ist  gegeben  durch  den  Ansatz*); 

X   =  ?!^       Y  -  — ''''        Z  -  ^-  *' 

Y  i    ^  /      S^,       d-i),,       ?1>,\  ,    c    /r-^,       aip,    ,    c*,\ 

^'  =  -Tä^l-T^  +  Fy   -^h.h     ^^-"^Syidx   "  cy  +    ^t}' 


Diese  Formeln  lassen  sich  ohne  weiteres  verifizieren.  Es  ergibt  sich, 
daß    die  Beziehungen    zwischen    den  j-Funktionen   und    den    ^-Funktionen 

1)  Maswell,  Edinburgh  Boy.  Soc.  Tratm.  vol.  26  (1870)  =  Scienlifie  Papers, 
vol.  3,  p.  161.  Der  besoDdere  Fall  der  ebenen  Spannung  wurde  antersucht  von 
G.  B.  Äity,  Srit.  Ag»oe.  Sep.  186-2. 

2)  G,  Morera,  Rom,  Äec.  Lineei  Send.  (8er.  ö),  t.  1  (1893).  Die  Beeiehungen 
zwischen  den  beiden  Sjetemen  von  Spannungsfuuktionea  wuiden  von  Beltrami 
und  Horera  in  demselben  Bande  untersucht. 
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dieselbea  sind  wie  diejenigen  zwischen  den  Größen  e^^, . . .  und  den  GröSen 
e^„  ...  in  §  17. 

§  67.  GrapMaclie  DarsteUnng  der  SpanniuigsTerteÜiuig. 

Spann imgszuatände  Useen  sich  auf  verschiedene  Weisen  mit  Hilfe  von 
Diagrammen  Teranscbaulichen ,  vollständige  diagrammatische  Darstellungen 
sind  aber  nicht  leicht  zu  finden.  Es  gibt  FElUe,  wo  die  Größe  und  Rich- 
tung der  Spannung  in  einem  Punkt  aus  einer  Zeichnung,  die  eine  gewiss« 
KuTTenschar  wiedergibt,  zu  ersehen  sind,  gera4]e  wie  sich  die  magnetische 
Kraft  mit  Hilfe  eines  Diagramms  von  Kraftlinien  ermitteln  läßt.  Solche 
Fälle  sind  jedoch  selten;  der  wichtigste  unter  ihnen  bezieht 'sieb  auf  die 
Spannung  in  einem  gedrillten  Stabe. 

Im  Falle  des  ebenen  Spannungszustandes  in  einem  Körper,  der  von 
am  Rande  angebrachten  Kräften  gehalten  wird,  iBBt  sich  durch  Benutzung 
von  zwei  Diagrammen  eine  vollständige  Darstellung  der  Spannung  is  einem 
Punkte  erreichen.^)  Die  Spannung  bestimmt  sich  mittels  einer  Spannungs- 
funktion X  so,  daß 

X,  =  f'^,     y  =  ^y„    y„ -^  ,  (17) 

wobei  die  Ebene  des  Spannungszustandes  die  (x,  y)-Ebene  und  2  sine  Punk- 
tion von  X,  y,  e  ist.     Werden  die  Kurven  ^  =-  const.  und  ~-  =  const.  fOr 

ex  r.y 

denselben  Wert  von  *  und  für  eine  gleichmaßige  Wertfolge  der  Konstanten 
gezeichnet,  so  sind  die  Spannungen,  die  auf  die  zur  {x,  i)-  und  (^,  £)-Ebene 
parallelen  Ebenen  wirken,  bezQglich  längs  der  Tangenten  der  Kurven 
^  ^—  const.  und  rA-  -^  const.,  die  durch  den  Punkt  gehen,  gerichtet,  und 
ihre  Größe  ist  der  Dichte  der  auf  einander  folgenden  Kurven  der  betreffen- 
den Schar  proportional. 

In  Fällen,  wo  eine  vollständige  Darstellung  durch  graphische  Hilfs- 
mittel nicht  zu  erreichen  ist,  hat  man  sieh  zuweilen  partieller  Veranschau- 
lichungen  bedient.  Dahin  gehören  die  Zeichnungen  und  Modelle  von  den 
„Spannungstinien"  oder  „Spannungstrajektorien".  Es  sind  dies  Linien, 
deren  Tangenten  in  jedem  Punkte  zu  einer  Hauptspannungsebene  in  dem 
Punkte  senkrecht  stehen.  Durch  jeden  Punkt  geben  drei  solche  Linien, 
die  einander  rechtwinklig  schneiden.  Diese  Linien  kihmen  unter  Umstanden 
eine  dreifache  orthogonale  FlSchenschar  bestimmen,  im  allgemeinen  aber 
existiert  eine  derartige  Schar  nicht.  Existieren  solche  Flächen,  so  be- 
zeichnet man  sie  als  „isostatische  Flächen  *)",  und  man  kann,  sobald  sie 
bekannt  sind,  die  Richtung  der  Hauptspannungen  in  jedem  Punkte  er- 
schließen. 

11  J.  H.  Michell,  Lond.  Math.  Soc.  Proc,  vol.  93  (1901), 

S)  Diese  Flächen  wurden  zuerst  von  Lama  antersncht  in  J.  de  Math.  {Liov- 
vüle),  t.  6  (184!)  und  Lt^mt»  e»r  les  eoordonnfes  cumiUgnes.  Die  Tatsache,  daß 
sie  im  allgemeinen  nicht  existieren,  wurde  dargetan  von  Boussinesq,  Pun's  C.  B., 
t.  74  (1872;.    Vgl.  Weingarten,  J.  f.  Math.  {CreBej,  Bd,  90  (1881). 
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3paQDaiigsyerteilungen  kann  man  auch  mit  Hilfe  polarisierten  Lichts 
studieren.  Das  Verfahren')  gründet  sich  auf  die  esperimentelle  Tat- 
Bache,  daß  ein  durchscheinender  isotroper  Körper,  der  Spannungen  erfAhrt, 
doppeltbrechend  wird,  so  zwär,  daß  in  jedem  Punkte  die  optischen  Haupt- 
achsen in  die  Richtungen  der  Hauptachsen  der  Spannung  in  dem  Punkte 
fallen. 

§  58.  Spaimimgsgleiebniigeii,  bezogen  auf  knunmllnige 
TecbtwinUige  Koordinaten.*) 

Zn  den  gesuchten  Gleichungen  köonen  wir  dadurch  gelangen,  daS 
wir  den  transformierten  Ausdruck  für  JfX^dS  in  der  BUgemeinen 
Gleichnng  (1),  §  44,  bestimmen.  Wir  haben  nun,  den  Gleichungen  (5) 
znfolge, 

X,  =  X,  cos  (:t,  v)  +  X^  008  (y,  v)  +  X,  cos  (e,  v) 
oder,  da 

cos  (x,  v)  =  cos  (k,  v)  cos  {x,  a)  -{-  cos  {ß.  v)  coa  (a;,  ß)  -[-  cos  (j*,  v)  cos  {x,  y) : 

X,~{X^  cos  ix,  «)  -f  X^ cos  (ff,, u)  -f  X.  cos  {b,  «) }  cos  {«,  v) 

4-  zwei  ähnliche  Ausdracke 

-  X„  cos  («,  ..)  +  X^  cos  iß,  v)  +  X^  cos  {y,  v), 

wo  z.  B.  X„  die  Spannung  bezeichnet,  die  im  Punkte  {a,  ß,  y)  in  der 
Richtung  x  auf  die  Tangentialebene  der  durch  (k,  ß,  y)  gehenden 
Fläche  ans  der  u-Schar  wirkt.  Nach  §  53,  5)  ist  diese  Spannung 
ebenso  groß  wie  a,,  d.  h.  wie  die  Spannung,  die  in  diesem  Punkte  in 
der  Richtung  der  Normnlen  der  a-Flacbe  auf  die  dnrch  (a,  ß,  y")  gehende 
Ebene  x  —  const.  wirkt.    Ferner  haben  wir,  den  Gleichungen  (5)  zufolge 

G,  =  «ß  COS  (ß,  x')  -f  aß  cos  Iß,  X)  +  ycL  cos  [y,  x). 

Hinwieder  ist  cos  (c,  v)  dS  die  Projektion  des  (an  irgend  einer 
Stelle  Ton  S  gelegenen)  Uberflächenelemente  dS  auf  die  Tangential- 
ebene der  a-FIäche,  die  durch  den  Punkt  hindurchgeht,  und  diese  Pro- 
jektion ist  gleich  dßdyjh^h^.     Mithin 

1)  Das  Verfahren  rührt  her  von  D.  Brewster,  Phil.  Traia.  Roy.  Soc.,  1816. 
Entwickelt  wurde  es  von  F.  E.  Neumann,  Berlin  Abb.  1841,  und  von  Maxwell, 
Edinburgh  Roy.  Soc.  Trans.,  vol.  20  (18G3)  =  Scienlißc  Papers,  vol.  1,  p.  30.  In 
betreff  einer  neueren  eiperimentellen  Untersnchnng  s.  J.  Ken,  PftiV.  Mag.  (Ser.  6), 
vol.  26  (1»88).  NachznBshen  ist  auch  M.  E.  Moscurt,  Traitf  d'Opiiqat,  t.  i  (Paria 
1891),  p.  229  ff. 

2)  .\ndere  Methoden,  diese  Gleichnngen  absoleiten,  werden  in  Kapitel  VII 
und  in  der  Note  aber  die  Anwendungen  beweglicher  Achsen  am  Ende  des  Buches 
beiohrieben  werden, 
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JJ^dS  -  ff[^  MB  {»,  zj  +  ITß  cos  (ft  I)  +  ^  cos  ().,  a-)|  ''^Jj 

+ JJ  j  r^  cos  («,  I)  +  s  cos  (ft »:)  +  ^  CO.  fr, «) } ''j^;!^'- 

+   /   1  jy«  COB  {«,  a;) -|- ^y  coe  r^,  a:) -h  yy  COB  (j",  a;)!' 


I  K\' 


Wenden  wir  auf  diesen  Ausdruck  die  Greensche  Transformation 
an,  so  finden  wir 

Jfx,äS-fffä.äßär 

{ k  L'j.  (  "  ~'  ("'  *)  +  "^  °°'  'A I)  +  fi  cos  (f ,  I)  I  ] 
+  »t  [*Ä  I  9  «o»  {«,  «)  +  W  «OS  (C, «)  +  K^  «»  (j-, ')  1  ] 

+  sy  [»;'j^  I »'<"»'(■'>*)  + ^J" °°' (A *)  + )^ «»'  (r. *)lj(; 

da  aber  das  YolnntelemeQt  durch  {h^h^b^'^dKdßdy  gegeben  ist,  so 
folgern  wir  aus  (1)  die  Gleichung 

U«  U».  '  °°  °°'  '"'  *)  +  "^  °°'  (ft  *'  +  '"'  °°*  f^'  *)lj 
+  Sf  [»,»,  I  "^  "'  («.»)  +  W  «»•  (ft  «)  +&  ««•  fr.  S')  l] 
+  /^  [j^'j^  I  j.«  cos  («,«)  +  ^r  cos  (/),  »)  +  cc  cos  ()-,  i)  I J  j .    118) 

Die  mit  (a,  a;^  bezeichneten  Winkel  üudem  sich  mit  tt,  ß,  y,  weil 
die  Normalen  der  Flächen  u  —  coust, . . .  sich  von  Punkt  zu  Punkt 
ändern.  Es  läßt  sich  zeigen'},  daß  fcir  eine  fest  gewählte  Richtung 
Ton  X  die  Ditfeicntialqnotienten  von  cos  («,  x), .  .  .  durch  neun  Glei- 
chungen Ton  folgendem  Typus  gegeben  sind: 

4^  cos  (o,  X) *,  .°j  (i)  •  cos  (fi,  i)  -  h,  .'^  (j^-)  .  cos  {r,  X), 

ico.(«,,,i_      ft,/^(i).co.(ft»), 
'J-Cos(j/,  l). 


/^cos(«,x)_  *,j^(;^ 


1)  Siehe  die  Bemeikung  über  AnwendongeD  beweglicher  Achaeo  am  ScbloHe 
dieies  Buches.  Im  Bpeziallen  Falle  s^rlindriBcher  Koordinaten  lassen  sieb  die 
entsprechenden  Oleicbungen  nnmiUelboi  ohne  jegliche  Scbwieiigkeit  beweiaea. 
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Wir  laaaen  jetzt  die  Richtung  der  x-Acbse  zusiuuiiienfaUeii  mit 
der  der  Normalen  der  Fläche  a  =  conet.,  die  durch  den  Punkt  (a,  ß,  y) 
hindurchgeht.     Nach  Ausführung  der  Differentiation  setzen  wir 

cos  («,  x)  =  1,     003  {ß,  x)  =  0,     cos  (y,  x)  =  0, 

£&  Bei  fg  die  Beachlennigungskomponente  länge  der  Normalen  der 
Fläche  a  —  const.  und  F^  die  Komponente  der  Massenkraft  in  der- 
selben Richtong.     Gleichung  (18)  geht  dann  Ober  in 

-ßV^/;(i)-r?»A/„(^)  (19) 

Die  beiden  entsprechenden  Qleichungen,  die  die  Komponenten  der 
Beschleunigung  and  der  Massenkraft  nach  der  Richtung  der  Normalen 
zu  ^  —  const.  und  y  =  conet.  enthalten,  sind  der  Symmetrie  gemäß 
hinzuschreiben. 

§  öd.  Spezielle  Fälle  auf  knunmlinige  Koordinaten  beEOgener 
Spumongsgleloliaiigen. 

1)  Im  Falle  zylindrischer  Koordinaten  r,  0,  e  (vgl.  §  22)  lauten  die 
Spannaagensgleiohimgen 

Sr   +   r     86    +    ds    +  ~r-    +  f^r  =  <ffr^ 

2)  Im  Falle  des  auf  zylindrische  Koordinaten  bezogenen  ebenen  Span- 
nuDgszuatandes  sind  die  Spannungskomponeaten,  aasgedrückt  mittels  der 
8pannungsfunttion  %  der  Gleichnngen  (17),  durch  die  Gleichungen  gegeben^) 

TorauHgesetzt  ist,  daß  das  Gleichgewicht  unter  der  Wirkung  von  Ober- 
flftchenspannungen  allein  besteht. 


1)  J.  H.  Michail,  London  Math.  Soe.  Prot.,  vol.  81  (1BB9),  p.  100. 
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3)  Im   Falle   Ton   Polarkoordinaten   r,  0,  <t>   lauten   die   SpannungB- 
gleichtmgeD 


n»  *fc'»"+  '-(2"-9»-*5'+!^«»"')  +  f-f,  -ff,, 

Sfe       1  dB          : 
8r  +  r    öe  ■''rrd 

'^e^'^-+Tm-$i>)cot0  +  s7e]+fF.-ff., 

er*   ,    1  dSi  , 
"iV  +  TM+i, 

»■«^S  +  Tlä-^  +  ^Äcoi»!        +ey»-,r,. 

4)  Sind -die  Flächen  «,  p,  j-  isostatisch,  sodaQ  ^j'  =  y«  =  tt(S  — 0, 
lassen  sich  die  Gleichungen  in  folgender  Form')  schreiben: 


wo  ^j2  und  p^  die  Hauptkrümmnngsradien  der  Fläche  o  =  const.  sind,  die 

bezüglich  den  Schnittkurven  jener  FlSche  mit  den  Flächen  ß  ■=  const  und 
y  =~  const.  entsprechen. 


1)  Lamf',  CooTilmmeee  eurviligtifs,  p.  27*. 
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Kapitel  IH 
Die  ElMtizlt&t  fester  Körper. 


§  60.  In  den  Torigen  Kapiteln  haben  wir  gewisse  kinematische 
und  dynamische  Begriffe  entwickelt,  die  für  die  theoretische  Erörterung 
des  physikalischen  Verhaltens  materieller  Körper  im  EtUgemeineti  un- 
erläßlich sind.  Wir  haben  jetzt  auseiuunderzuaetzeu ,  wie  diese  Be- 
griffe aaf  elastische  feste  Körper   im  besonderen  Anwendung  finden. 

Ein  gewöhnlicher  fester  Körper  ist  dauernd  GraTitationskräften 
unterworfen,  und  falls  er  sich  im  Gleichgewichte  befindet,  wird  er  von 
andern  Kräften  gestützt.  Unsere  Erfahrung  kennt  keinen  Körper,  der 
von  jeglicher  Wirkung  äußerer  Kräfte  frei  ist.  Aus  den  Gleichungen 
Ton  §  54  wissen  wir,  daß  das  Angreifen  von  Kräften  an  einem  Körper 
das  Vorhandensein  eines  Spannunijszustatides  in   dem  Körper  bedingt. 

Andererseits  sind  feste  Korper  nicht  absolut  sturr.  Lassen  wir 
geeignete  Kräfte  an  ihnen  angreifen,  so  können  wir  sie  sowohl  der 
Größe  wie  der  Gestalt  nach  verändern.  Sind  die  hervorgerufenen 
Größen-  und  Gestaltänderungen  beträchtlich,  so  nimmt  der  Körper  im 
allgemeinen  seine  ursprüngliche  Größe  und  Gestalt  nicht  wieder  an, 
nachdem  die  Kräfte,  die  die  Änderungen  verursachten,  aufgehört  haben 
zu  wirken.  Wenn  andererseits  die  Änderungen  nicht  allzu  groß  sind, 
so  ist  eine  sichtlich  vollständige  Wiederherstellung  des  Anfangs- 
zustandes  möglich.  Diese  Eigenschaft,  die  ursprungliche  Größe  und 
Gestalt  wieder  anzunehmen,  bezeichnet  man  als  Elaxtmtät.  Die 
Größen-  und  Gestaltänderungen  drückt  man  durch  Angabe  der  Ver- 
Kerrungen  aus.  Der  „unverzerrte  Zustand"  (§  4),  auf  den  bei  dieser 
Angabe  Bezug  geuommen  wird,  spielt  sozus^en  bloß  für  die  Rech- 
nung die  Rolle  einer  Null-Lage,  deren  Wahl  man  völlig  in  der  Hand 
hat.  Hat  man  den  nnverzerrten  Zustand  festgelegt  und  die  Verzerrung 
im  einzelnen  gekennzeichnet,  so  ist  die  innere  Konfiguration  des 
Körpers  bekannt. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  die  Differentialquotienten  der  Ver- 
Schiebung  («,  v,  tv),  durch  die  der  Körper  aus  dem  unverzerrten  Zu- 
stand in  den  verzerrten  übergehen  könnte,  klein  genug  sind,  um  die 
Berechnung   der   Verzerrung   nach   den    Te reinfachten   Methoden   von 
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§  9  zu  gestatten;  die  KoDfiguration  werden  wir  als  durch  diese  Vet- 
achiebutig  festgelegt  anBehen. 

Um  einen  Zustand  des  ESrpers  vollständig  zu  kennzeichnen,  ist 
es  notwendig,  von  jedem  Teile  die  Temperatar  sowohl  wie  die  Kon- 
figuration zu  kennen.  Eine  Änderung  der  Konfiguration  kann  von 
Temperatnr wechseln  begleitet  sein  oder  auch  nicht. 

§  61.  Arbeit  und  Energie. 

Falls  sich  nicht  der  Körper  unter  der  Wirkung  der  äußeren 
Kräfte  im  Oleichgewicht  befindet,  wird  er  sich  aus  der  Konfiguration, 
die  durch  die  betreffende  Verschiebung  festgelegt  wird,  in  eine  neue 
Konfiguration  begeben,  die  durch  eine  etwas  abweichende  Verschiebung 
festzulegen  wäre.  Da  der  Körper  aus  einer  Konfiguration  in  eine 
andere  übergeht,  werden  die  äußeren  Kräfte  (Massenkräfte  und  Ober- 
fiächenspannungen)  im  allgemeinen  eine  gewisse  Arbeit  leisten;  und 
wir  können  den  Betri^  der  in  der  Zeiteinheit  geleisteten  Arbeit,  d.  h. 
den  Arbeitsej7iEt(,  berechnen. 

Ein  Körper  oder  Teil  eines  Körpers  kann  auf  mannigfache  Arten 
Energie  blitzen.  Befindet  er  sich  in  Bewegung  so  besitzt  er  kine- 
tische Enei^ie,  die  von  der  Verteilung  der  Masse  und  Geschwindig- 
keit abhängt.  Im  Falle  kleiner  Verschiebungen,  auf  den  wir  unsere 
Aueein andersetzung  beschränken  wollen,  drückt  sich  die  kinetische 
Energie  pro  Volnmeinheit  mit  hinreichender  Annäherung  durch  die 
Formel  aus 

worin  q  die  Dichte  im  unverzerrten  Zustand  bezeichnet.  Außer  der 
äußeren  kinetischen  Energie,  die  der  Körper  als  Ganzes  besitzt,  findet 
sich  in  dem  Körper  Energie,  die  von  seinem  Zustand  abhängt,  näm- 
lich von  seiner  Konfiguration  und  von  der  Temperatnr  seiner  Teile. 
Diese  Energie  heißt  „innere  Energie";  sie  ist  von  einem  Grundzustand 
von  bestimmter  gleichmäßiger  Temperatur  und  der  Verschiebung  null 
aus  zu  rechnen.  Die  Gesamtenergie  eines  Teils  des  Körpers  ist  gleich 
der  Summe  der  kinetischen  Energie  dieses  Teils  und  der  inneren 
Energie  desselben.  Die  Gesamtenergie  des  Körpers  ist  gleich  der 
Summe  der  Gesamtenergien  irgend  welcher  Teile'),  in  die  man  ihn 
zerlegt  denken  kann. 

Geht  der  Körper  aus  einem  Zustand  in  einen  andern  fiber,  so 
ändert  sich  im  allgemeinen  die  Gesamtenergie;  aber  die  Änderung  der 
Gesamtenergie   ist   im   allgemeinen   nicht  gleich  der   Arbeit,    die   die 

I)  Für  die  Gültigkeit  der  Zerlegung  dei  Energie  in  ^nUeie  kioetische 
Energie  und  innere  Epergie  ist  nOtig,  dafi  die  AbmeBaungen  der  fragticben  Teile 
groß  sind  im  Vergleich  za  molekularen  Dimenaionen. 
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äußeren  Kräfte  dabei  leisten.  Um  die  ZustondBänderutig  zu  bewirken, 
ist  es  im  allgemeinen  notwendig,  Wärme  dem  Körper  zuKufabren  oder 
zu  entzieben.    Die  Wärmemenge  wird  dnrcb  die  ibr  äquivalente  Arbeit 


Der  erste  Hauptsatz  der  Wärmelehre  besagt,  daS  der  Zuwacbs 
der  Gesamtenergie  des  KÖr3>er3  gleich  der  Summe  der  von  den  äußeren 
Kräften  geleisteten  Arbeit  und  der  zugefQbrten  Wärmemenge  ist. 

Wir  können  den  Effekt  der  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  berechnen. 
Der  Effekt,  den  die  Massenkräfte  leisten,  drückt  sich  aus  durch  die 
Formel 

///"  i^-ft  +  ^l'  +  ^  aO  """•"■  (') 

WO  die  Integration  sich  auf  den  Baum  erstreckt,  den  der  Körper  im 
unverzerrten  Zustand  erfOlit.  Der  von  den  Oberflächen  Spannungen  ge- 
leistete Effekt  drQckt  sich  aus  durch  die  Formel 


Jji-A 


+  Z/^)dS, 


•  9(  ^  "» dt. 


wo  die  Integration  über  die  Oberfläche  des  Korpers  im  unverzerrten 
Zustand  erstreckt  ist.  Dieser  Ausdruck  läßt  sich  in  ein  Raumintegral 
umformen  mit  Hilfe  der  Greenschen  Transformation  und  der  Formebi 
Tora  Typus 

X,  -  -X,  cos  (x,  v)  +  X^  cofl  (y,  v)  +  X,  cos  (e,  v), 

Wir  machen  noch  Ton  den  Sätzen  von  der  Form  Y^  —  Z^  und 
von  der  Bezeichnung  f&r  die  Yerzerrungskomponenteu  e^^,  . . .  Ge- 
brauch. Wir  finden  dann,  daß  der  Effekt  der  Arbeit  der  Oberflächen- 
spannungen sich  durch  die  Formel  ausdrückt. 


/cz^     Z¥,     a^A  ;^*o1 

+  x/'^'']dxdydi.  (2) 

Wir  können  auch  das  Verhältnis,  in  dem  die  kinetische  EneiTUfie 
zunimmt,  berechnen.  Dies  Verhältnis  drückt  sich  mit  hinreichender  An- 
näherung durch  die  Formel  aus 
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wo  die  Integration  sich  auf  den  Raum  erstreckt,  den  der  Körper  im 
unveraerrten  Zustand  erfOUt.  Benutzen  wir  die  B«wegxiag^leictungeD 
(15),  §  54,  Bo  können  wir  diesen  Ausdruck  in  der  Form  achreiben 

Daraas  erbellt,  daß  der  Ausdruck 

l^.  t"  +  n  '-^  +  ^.  'h  +  5'-  'If  +  ^.  -K- 

+  X^  -^^M  dxdydz       (4) 

den  Überschoß  des  EEFekts  der  äußeren  Kräfte  Ober  die  Zunahme  der 
kinetischen  Energie  in  der  Zeiteinheit  darstellt. 

§  63.  Existenz  d«r  VeraerrangBenergie-Fanktion. 
Es  bezeichne  nun  d  T^  den  Zuwachs  der  kinetischen  Energie  pro 
Yolumeinheit,  der  auf  deo  kurzen  Zeitabechuitt  dt  kommt.  dU  sei 
der  Zuwachs  der  inneren  Energie  pro  Volumeiriheit,  der  auf  den- 
selben Zeitabschnitt  kommt.  Ferner  sei  äWi  die  Arbeit,  die  von  den 
äußeren  Kräften  in  dieser  Zeit  geleistet  wird,  und  dQ  das  mechanische 
Äquivalent  der  während  derselben  zugeführten  Wärme.  Dann  drückt 
sich  der  erste  Hauptsatz  der  Wärmelehre  durch  die  Formel  aus 

JJf{d  Tj  +  ti  U)d3^dydz  =  d  ir,  +  dQ.  (6) 

Gemäß  dem  in  §  Ol  erhaltenen  SchluBresultat  (4)  haben  wir  nun 
d  W,  -fffdT^dxdyde  -J'fßxje^^  +  Y^äe^^  +  Z,de„ 

+  y,de„  +  ZJe,^  +  X^Se^^)dxdydz  (6) 

wo  d'',^,  -  . .  die  Zuwachse  der  Verzerrungskomponenten  im  Zeitab- 
schnitt ät  darstellen.     Daher  haben  wir 

j'fjs  Udxdydz  -  SQ  +fj'f{XJe^^  +  ■  ■  ■)dxdyde.         (7) 

Die  Differentialgröße  SU  ist  das  Differential  einer  Funktion  ü,  d.  h. 
einer  einwertigen  Funktion  der  Temperatur  und  der  Größen,  die  die 
Konfiguration  bestimmen.  Der  Wert  dieser  Funktion  U,  der  einem 
bestimmten  Zustande  entspricht,  bildet  das  Maß  für  die  in  diesem  Zu- 
stande vorhandene  innere  Energie.  Im  Grundzustande  ist  der  Werl 
von   U  null 

Wenn  die  Zustaodsänderung  adiabatiseh  stattfindet,  d.  h.  so,  daß 
von  jedem   Element   des   Körpers  Wärme   weder   aufgenommen   noch 
abgegeben  wird,  so  verschwindet  dQ,  und  wir  haben 
SÜ='XJe^^+  Y^6e^^  +  Z,äe„+  Y,de^,  + Z^de„+  X^Se^^.     (8) 
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In  diesem  Falle  ist  also  der  Ausdruck  rechts  ein  exaktes  Differential^ 
und  es  existiert  eine  Funktion  W,  die  die  in  folgenden  Gleichongen 
ausgesprochenen  Eigenschaften  besitzt: 

y  _  3  ^  r  -  ^ "'  «f\ 

'       de^l'"'      •       Se,\'"'  ^  ^ 

Die  Funktion  W  stellt  die  potentielle  Energie  pro  Volomeinheit  dar, 
die  in  dem  Körper  durch  die  Yerzerrung  aufgespeichert  ist;  ihre 
Variationen  sind,  wenn  der  Körper  adiabatisch  verzerrt  wird,  identisch 
mit  denjenigen  der  inneren  Energie  des  Körpers.  Wahrscheinlich  sind 
die  Änderungen,  die  in  Körpern  stattfinden,  die  kleine  und  sehr 
schnelle  Schwingungen  ausführen,  praktisch  genommen  adiabatisch. 

Eine  Funktion,  die  die  durch  die  Gleichungen  (9)  ausgedröckten 
Eigenschaften  besitzt,  heißt  „Verzerrungsenergie-Funktion"  (engl, 
„strain*  energ y  -f u  n  cti  on") . 

Findet  die  Zustandsändemng  isotherm  statt,  d.  h.  so,  daß  die 
Temperatur  jedes  Elements  des  Körpers  konstant  bleibt,  so  existiert 
gleichfalls  eine  Funktion  W,  die  die  in  den  Gleichungen  (9)  ausgesproche- 
nen Eigenschaften  besitzt.  Um  dies  zu  beweisen,  machen  wir  von  dem 
zweiten  Hauptsatz  der  Wärmelehre  in  der  Form  Gebrauch,  die  besagt, 
daß  bei  jedem  umkehrbaren  Kreisprozeß,  der  ohne  Temperaturänderung 
TOr  sich  geht,  die  Summe  der  Elemente  öQ  verschwindet.')  Die 
Summe  der  Elemente  iJ  (7  verschwindet  ebenfalls;  daraus  folgt,  daß 
auch  die  Snmme  der  Elemente,  die  sich  durch  die  Formel  ausdrückt 

bei  einem  umkehrbaren  Kreisprozeß  ohne  Temperaturänderung  ver- 
schwindet.    Somit  ist  der  Differentialausdruck 

X,ae„  -l-  Y^de^^  +  Z^Se,,  +  Y.Se^^  +  Z,*e„  +  X/e,^ 
ein  exaktes  Differential,  und  die  Verzerrungsenergie-Punktion  existiert 
Wenn  ein  Körper  langsam  durch  allmähliche  Steigerung  der  Be- 
lastung verzerrt  wird  und  dabei  mit  den  umgebenden  Körpern  in 
ständigem  Temperaturgleichgewicht  sich  befindet,  so  sind  die  Zustands- 
änderungen  praktisch  genommen  isotherm. 


§  63.  Mittelbare  Bedentimg  der  experimentellen  Ergebnisse. 

Als  Ziel  der  experimentellen  Untersuchungen  über  das  Verhalten 
elastischer  Körper  kann  man  die  Auf&idung  zahlennmßiger  Beziehungen 
zwischen  den  in  Betracht  kommenden  meßbaren  Größen  bezeichnen, 
die  hinreichend  variiert  werden  und  zahlreich  genug  sein  müssen,  um 
als  Grundlage  für  die  induktive  Bestimmung  der  Form  der  die  innere 
Eneigie   darstellenden  Funktion,  d.  h.  der  Funktion  ü  von  §  62,  zu 


1)  Vgl.  Kelvin,  McOh.  anä  Fhyg.  Paperf,  vol.  1,  p.  291. 
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dienen.  Dies  Ziel  wurde  bisher  nur  bei  Gasen  TollsUmdig  erreicht, 
deren  Zustand  Tom  kritisclien  Zustand  weit  entfernt  ist.  Im  Falle 
elastiscber  fester  Körper  sind  die  Yerbältnisse  viel  verwickelter  und 
die  Ergebnisse  des  Experiments  viel  dfirftiger;  und  die  bisherigen  An- 
sätze reichen  für  die  Aufstellang  einer  Theorie  des  physikalischen 
Verhaltens  eines  festen  Körpers  unter  solchen  umständen,  wo  eine 
Terzerrungeenergie-Funktion  nicht  existiert,  nicht  aus. 

Wenn  eine  solche  Funktion  existiert  und  ihre  Form  bekannt  ist^ 
so  können  wir  aus  ihr  die  Beziehungen  zwischen  den  Spannungskompo- 
nenten  und  den  Terzerruogskomponenten  ableiten;  nnd  nmgekehri^ 
wenn  irgend  welche  experimentellen  Ergebnisse  uns  in  den  Stand 
setzen,  derartige  Beziehungen  zu  erschließen,  so  gewinnen  wir  dadurch 
bestimmte  Daten,  die  zur  Aufstellung  der  Funktion  dienen  können. 

Die  Spaanni^S'oderVen:errungskompoaenten  in  eiuemKÖrper  lassen 
sich  der  Xatnr  der  Sache  nach  niemals  direkt  messen.  Sollen  sich  ihre 
Werte  bestimmen  lassen,  so  kann  dies  nur  durch  ein  SchluBverfahren  ge- 
schehen, das  sich  auf  die  M^isung  von  Größen  stützt,  die  im  allgemeinen 
nicht  die  Bedeutung  von  Spannungs-  oder  Verzerrungskomponenten  haben. 

Es  lassen  sich  Instrumente  ersinnen,  mit  denen  durchschnittliche 
Verzerrungen  in  Körperu  von  gewöhnlicher  Größe  gemessen  werden, 
oder  solche,  mit  denen  besondere  Verzerrungen  kleiner  OberSächen- 
bereiche  gemessen  werden.  Z.  B.  läßt  sich  die  mittlere  kubische 
Kompression  mittels  eines  Piezometers  messen;  die  Dehnung  einea 
kurzen  Stücks  einer  Längsfaser  auf  der  Außenseite  eines  Stabes  kann 
mittels  eines  Extensometers  gemessen  werden.  Zuweilen,  wie  z.  B. 
bei  DrillungS'  und  Biegungsexperimenten,  mißt  man  eine  Verschiebung. 

Äußere  Kräfte,  die  an  einem  Körper  angreifen,  lassen  sich  oft  mit 
großer  Genauigkeit  messen,  beispielsweise  wenn  ein  Stab  dadurch  gedehnt 
oder  gebogen  wird,  daß  am  einen  Ende  ein  Gewicht  angehängt  wird. 
In  solchen  Fällen  ist  es  eine  resultierende  Kraft,  die  man  direkt  mißt, 
nicht  die  Spannungskomponenten  pro  Flächeneinheit,  die  an  der  Obei^ 
fläche  des  Körpers  angebracht  sind.  Im  Falle  eines  unter  normalem  Druck 
stehenden  Körpers,  wie  er  bei  den  Experimenten  mit  dem  Piezometer 
vorliegt,  kann  der  Druck  pro  Flächeneinheit  gemessen  werden. 

Bei  jedem  Experiment,  das  zur  Ermittlung  einer  Beziehung  zwischen 
Spannung  und  Verzerrung  dienen  soll,  wird  an  einem  teilweise  be- 
festigten Körper  eine  gewisse  Verschiebung  dadurch  hervorgebracht, 
daß  bestimmte,  dem  Betrage  nach  zu  variierende  Kräfte  angebracht 
werden.  Die  Gesamtheit  dieser  Kräfte  bezeichnen  wir  als  „die  Last" 
(engl,  „the  load"). 

§  64.   Das  Hookesohe  Gesetz. 
Die  meisten   festen  Körper   weisen   eine   der  Form   nach  gleiche 
Beziehung  zwischen  Last   und   meßbarer   Verzerrung  auf.     Man   hat 
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gefauden^  daß  innerhalb  weiter  Belastungsgrenzen  die  gemessene  Ver- 
zerrung der  Last  proportional  ist.  Dieser  Satz  mag  ausführlioher  so 
aoBgedrUckt  werden: 

1)  wenn  die  Last  zunimmt,  wächst  die  gemessene  Verzerrung  im 
gleichen  Verhältnis, 

2)  wenn  die  haa,i  abnimmt,  nimmt  die  gemessene  Verzerrung  im 
gleichen  Verhältnis  ab, 

3)  wenn  die  Last  auf  null  gebracht  wird,  ist  keine  Verzerrung 
meßbar. 

Die  aufßilligste  Ausnahme  zu  diesem  Satz  bildet  das  Verhalten 
gegossener  Metalle.  Es  erscheint  unmöglich,  ii^nd  einen  endlichen 
Belastungsbereicfa  abzugrenzen,  innerhalb  dessen  die  meßbaren  Ver- 
zerrungen derartiger  Metalle  in  demselben  Verl^tnis  wie  die  Last 
wachsen  and  abnehmen. 

Die  experimentellen  Ergebnisse,  wie  sie,  yon  gegossenen  Metallen 
abgesehen,  fOr  die  meisten  festen  Körper  zutreffen,  führen  durch 
induktives  Schluß  verfahren  zum  veraügemeinerien  HooJceschen  Gesett 
von  der  ProportionaUtäi  von  Spannung  und  Verzerrung.  Die  allgemeine 
Form  des  Gesetzes  drttokt  sich  aus  durch  den  Satz: 

Jede  der  sechs  Spannungskomponenten  in  einem  Funkte  eines  Körpers 
ist  eine  lineare  Funktion  der  sechs  Verserrungskomponenten  in  diesem 
Punkte. 

Es  ist  einigermaßen  zu  beachten,  wieso  dies  Gesetz  die  eiperiman- 
tellen  Ergebnisse  darstellt.  Bei  den  meisten  Experimenten  besteht  die 
Last,  die  Termsbrt,  vermindert  oder  auf  null  gebracht  wird,  nor  aus  einem 
Teil  der  äußeren  Kräfte.  Um  nämlich  den  Versuchskörper  im  Gleich- 
gewicht zu  halten,  müssen  schon  dem  Eigengewicht  gewisse  Kräfte  entgegen 
wirken;  und  weder  das  Eigeogewicht  noch  die  ihm  entgegen  wirkenden 
Er&fte  schließt  man  in  der  Begel  in  die  Belastung  ein.  Bei  Beginn  und 
am  SchtuQ  des  Experiments  findet  sich  der  Körper  in  einem  Zustand  der 
Spaimung;  eine  gemessene  Verzerrung  aber  beateht  nicht.  Denn  die  Ver- 
zerrung, die  man  mißt,  reebnet  man  eben  von  dem  Zustand  des  Körpers 
bei  Beginn  des  Experiments  als  Grundzuatand  aus.  Die  Verzerrung  aber, 
auf  die  sich  die  Formulierung  des  Gesetzes  bezieht,  muß  von  einem  andern 
Zustand  als  Grundzustand  aus  gerechnet  werden.  Dieser  „unverzerrte"  Zu- 
stand ist  derjenige,  in  dem  sich  der  Körper  befinden  wfirde,  wenn  er  von 
der  Wirkung  atler  SuBereu  Kräfte  be&eit  w&re  uad  wenn  in  keinem  Punkte 
eine  innere  Spannung  bestünde.  Diesen  Zustand  nennen  wir  den  „span- 
nnngslosen  Zustand".  Von  ihm  als  GrundKuatand  aus  gerechnet  befindet 
sich  der  Körper  bei  Beginn  des  Versuchs  in  einem  Zustande  der  Ver- 
zerrung; ebenso  befindet  er  sich  in  einem  Zustand  der  Spannung. 
Bringt  man  nun  die  Last  an,  so  wii-d  die  Spannung  sowohl  dem  Betrage 
nach  als  in  ihrer  Verteilung  geändert;  desgleichen  ändert  sich  die  Ver- 
zerrung. Nach  Anbringung  der  Last  besteht  also  der  Span  nun  gsznstaud 
aus  zwei  Spannungssjstemen :  dem  Spannnngssystem  des  Änfaugszustandes 
und  einem  Spannungsfiystem,  das  mit  der  Last  im  ganzen  Körpes  Gleicb- 
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gewicht  ergibt.  Die  Verzemmg,  vom  spannungslosen  Zustand  aus  ge- 
rechnet, setzt  sich  in  gleicher  Weise  aus  zwei  Verzerrungen  zusammen: 
der  Verzerrung,  die  den  spannungslosen  Zustand  in  den  Anfangazustand 
flberftlhrt,  und  der  Veraerrung,  die  den  Anfangazustand  in  den  unter  Ein- 
wirkung der  Last  angenommenen  Zustand  überführt.  Die  Experimente 
können  uns  nur  Ober  das  zweite  Spannungssystem  und  über  die  zweite 
Verzemmg  Aufschluß  geben;  und  mit  den  Ergebnissen  der  Experiment« 
steht  die  Annahme  im  Einklang,  daS  für  diese  Spannung  und  Verzerrung 
dos  Froportionalitätsgesetz  gilt.  Die  allgemeine  Fassung  des  Proportiona- 
litStsgesetzes  spricht  zugleich  aus,  daß  auch  die  Spannung  im  Anfangs- 
Bustande  der  Verzerrung  in  diesem  Zustande  proportional  ist.  Femer 
setzt  sie  voraus,  daB  sowohl  der  Anfangszustand  wie  der  unter  Einwirkung 
der  Last  angenommene  Zustand  aus  dem  spannungslosen  Zustand  sich 
durch  Verschiebungen  ableiten  läfit,  die  von  hinreichend  kleinem  Betrage 
sind,  um  die  Berechnung  der  Verzerrungen  nach  den  vereinfachten  Methoden 
von  §  9  zu  gestatten.  Wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  würden  sich  die  Ver- 
zerrungen nicht  durch  einfache  Superpositiou  zusammensetzen;  und  die 
Proportionalität  von  Last  und  gemessener  Verzerrung  wüi-de  nicht  die 
Proportionalität  von  Spannungskomponenten  und  VerzeiTungskomponenten 
in  sich  schlieBen. 

§  G5.  Form  der  Verzernm^energie-Fanktioa. 

Die  Experimente,  die  zur  Aufstellung  des  Uookeschen  Gesetzes 
föhrten,  geben  keinen  vollgültigen  Beweis  für  die  Richtigkeit  des  Ge- 
setzes ab.  Das  Gesetz  faSt  in  abstrakter  Form  die  Resultate  vieler 
Beobachtungen  und  Experimente  zusammen,  ist  aber  viel  präziser  als 
diese  selbst.  Die  mathematischen  Folgerungen,  die  sich  aus  der  An- 
nahme, daß  das  Gesetz  richtig  sei,  ergeben,  lassen  sich  zuweilen  ex- 
perimentell nachprüfen;  und  immer,  wenn  diese  Prüfung  möglich  ist, 
vrird  die  Richtigkeit  des  Gesetzes  von  neuem  ofTenbar.  Wir  werden 
uns  in  späteren  Kapiteln  mit  der  Ableitung  dieser  Folgerungen  be- 
fassen; hier  merken  wir  einige  Resultate  an,  die  sich  sofort  ableiten 
lassen. 

Wenn  ein  Körper  durch  allmähliche  Belastung  ein  wenig  ver- 
zerrt vrird  und  die  Temperatur  konstant  bleibt,  so  sind  die  Spannungs- 
komponenten lineare  Funktionen  der  Verzerrungskomponenten;  zudem 
sind  sie  partielle  Differential  quotienten  einer  Funktion  (H'^  der  Ver- 
zerrungskomponenten. Die  Verzerrungsenergie -Funktion  W  ist  daher 
eine  homogene  quadratische  Funktion  der  Verzerrungskomponeuten. 

Die  bekannte  Theorie  der  Schallwellen^  führt  uns  zu  der  An- 
nahme, daß  in  einem  Körper,  der  kleine  Schwingungen  ausführt,  die 
Bewegung  so  schnell  vor  sich  geht,  daß  kein  Teil  des  Körpers  eine 
merkliche    Wurme  menge   abgeben    oder   aufnehmen    kunu.     Auch   in 


1)  Siehe  Ravleigh,  Theon/  of  Smaid.  Kap.  XI, 
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diesem  Fall  gibt  es  eine  VerzemingseQei^e-FunktioD*,  setzen  wir  nun 
TorauB,  daß  das  Hookescbe  Gesetz  gilt,  so  ist  diese  Funktion  eine 
homogene  quadratische  Funktion  der  Yerzemingekomponenten.  Eli- 
minieren wir  aus  den  Beweguugsgleichungen  (15),  §  54,  die  Spannungs- 
komponenten,  so  gehen  diese  Gleichungen  über  in  lineare  Gleichungen 
zur  Bestimmung  der  Verschiebung.  Auf  dem  linearen  Charakter  der- 
selben und  der  Art,  in  der  die  Zeit  in  sie  eingebt,  beruht  es,  daß 
sie  Lösungen  besitzen,  welche  isochrone  Schwingungen  darstellen.  Die 
Tatsache,  daß  alle  festen  Körper  sich  in  isochrone  Schwingungs- 
zustände  versetzen  lassen,  bezeichnete  Stokes^)  nachdrücklich  als  einen 
zwingenden  Beweis  für  die  Richtigkeit  des  Hookescben  Gesetzes  bei 
kleinen  Verzerrungen. 

Der  Beweis  fßr  die  Existenz  von  W,  wie  er  in  §  62  erbracht 
wurde,  weist  darauf  hin,  daß  in  den  Ausdrücken,  die  W  in  den  beiden 
F^allen  der  isothermen  und  adiabatischen  Zustandsänderung  als  quadra- 
tische Funktion  der  Verzerrungskomponenten  darstellen,  verschiedene 
Koeffizienten  auftreten.  Diese  KoefSzienten  sind  die  sog.  „elastischen 
Konstanten",  und  bei  den  experimentellen  Bestimmungen  der  Konstanten 
nach  statischen  Methoden,  bei  denen  also  isotherme  Zustandsändeningen 
vorigen,  und  bei  solchen  nach  dynamischen  Methoden,  bei  denen  adia- 
batische Zustandsänderungen  vorigen,  haben  sich  tatsächlich  ver- 
schiedene Werte  ergeben. *)  Immerhin  sind  die  Verschiedenheiten  nicht 
beträchtlich. 

Um  die  Stabilität  des  Körpers  zu  sichern,  ist  nötig,  daß  die  Koeffi- 
zienten der  Glieder  der  homogenen  quadratischen  Funktion  W  so  be- 
schaffen sind,  daß  die  Funktion  stets  positiv  ist.^)  Diese  Bedingung  hat 
gewisse  Ungleichungen  zwischen  den  elastischen  Eonstaaten  zur  Folge. 

Betrachtet  man  das  Hookesche  Gesetz  als  eine  erste  Annäherung 
für  den  Fall  sehr  kleiner  Verzerrungen,  so  wird  mau  natürlich  an- 
nehmen, daß  die  Glieder  zweiter  Ordnung  in  der  Verzerrnngseuergie- 
Funktion  in  gleicher  Weise  eine  erste  Annäherung  liefern.  Könnte 
man  Glieder  höherer  Ordnung  noch  mit  in  Rechnung  bringen,  so 
würden  sich  gewisse  Verhältnisse  in  die  Theorie  einbeziehen  lassen, 
die  gegenwärtig  aus  ihrem  Rahmen  herausfallen.     Derartige  Erweite- 


1)  S.  Einleitong,  Fufiaot«  ST, 

2)  Die  Verschiedenheiten  scheinen  luerst  von  P.  Lagwhjelm  im  Jahre  1827 
bemerVt  bu  sein;  b.  Todhnnter  und  Pearsons  History,  vol,  1,  p,  189.  Zum  Gegen- 
stand »n^edehnter  UnterBuchuagen  machte  sie  G.  Wertheim,  Ann.  de  CTtimie, 
t  li  (1844).  AufichluB  über  die  Ergebnisae  neuerer  eiperimenteller  Unter. 
suchuDgen  gibt  Lord  Kelvin  ^Sir  W.  Thomson)  in  dem  Artikel  „Eimlicity"  in 
der  Eney.  Brit.,  9.  Aufl.,  wieder  abgedruckt  in  Maäi.  and  J^ys.  Papers,  vol.  3. 
Siehe  auch  W.  Voigt,  .in«  Phya.  Vhem.  (WUdemann),  Bd.  62  {18S4). 

8)  Kirchhoff,  Vorlesungen  über  .  .  .  Medianik,  VorlcBung  27.  Eine  Er- 
örterung Aber  die  Theorie  der  StabilitÄt  findet  man  in  einer  Abhandlung  von 
H.  LipBchite,  J.  f.  Math.  iCreüt),  Bd.  78  (1874). 
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ruDgeiL  der  ElastizüStstheorie  aind  von  Tersehiedenen  SchriftsteUern^) 
in  Vorschl&g  gebracht  and  zum  Teil  weiter  au^efOhrt  worden. 


§  66.  Elastisolie  EonBtanten. 
Nach  dem  Terallgemeiaerten  Hookeschen  Gesetz  sind  die  sechs 
Bpannungskomponenten  in  ii^end  einem  Punkt  eines  elastischen  festen 
Körpers  mit  den  sechs  Verzerrangskomponenten  in  diesem  Punkte 
durch  Gleichungen  von  der  Form  TerknQpfb; 

X^  ■=  %e„  +  c„e^^  +  (!i,e„  +  Ci^e^,  +  %e,,  +  Cn^r»;  | 
r.  =  c„e„  +  c„fi„  +  c^e.,  +  c„e„  +  c^^e^^  +  c„e^^,  j 

Die  in  diesen  Gleichungen  auftretenden  Koeffizienten,  c^, . . .  sind 
die  da^istSien  Konstanten  der  Substanz.  Es  sind  die  Koeffizienten 
einer  homogenen  quadratischen  Funktion  2W,  wo  W  die  Verzerrungs- 
eneigie-Funktion;  sie  sind  daher  durch  die  Gleichungen  verknüpft,  die 
aus  der  Existenz  jener  Funktion  folgen.    Dieselben  sind  von  der  Form: 

Cr.  =  c.r  {'■,  s  =  1.  2,  ■  ■  -  6),  (U) 

nud  die  Zahl  der  Konstanten  wird  durch  diese  Gleichungen  von  36 
auf  21  reduziert. 

Wir  schreiben  den  Ausdruck  fltr  2  'W  in  der  Form 

2Tr=c,ic;«+2f,i,e,,ej,^  +  2eije,,e„'+2c„e,,e^,  +  2c,5e,,€'„  +  2c,Be„e^, 

+    <hi4y       +2%c„e„  +  2(^^e^,e^, +2c„e„c.,+2c„e^/^, 

+  CMcf,        +2c„e„  e^,  +  2c„e„c„  +  2cjse„  e,^ 

+    C«^'      +2c46«„^"  +  2c«V^'» 
+    %e»,      +2e^e„c,^ 
+    Cee4, 

■     ■" (12) 

Man  hat  die  Elastizitätstheorie  zuweilen  auf  jener  Hypothese  über 
die  Konstitution  der  Materie  aufgebaut,  wonach  die  Korper  aus 
materiellen  Punkten  bestehen,  die  aus  der  Entfernung  auf  einander 
wirken  mit  einer  Kraft,  die  eine  Funktion  der  Entfernung  der  Funkte 
ist  und  in  die  Richtung  der  Verbindungslinie  fällt.  Eine  Folgerung, 
die  man  aus  dieser  Hypothese  zieht'),  ist,  daß  die  in  der  Funktion  W 
auftretenden   Koeffizienten    durch  sechs    Relationen   miteinander   ver- 

1)  Eb  sei  insbeeondere  verwiuea  auf  W.  Voigt,  Ann.  Phi/s.  Cbem.  (WUde- 
moiin),  Bd.  62,  1694,  p.  68B  nnd  Berhner  Bfriehte,  1901. 

2)  Siehe  Bemeikniig  B  am  Ende  diesea  Bachea. 
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knQpft  siDd,   wodurch   ihre  Zahl  sich  auf  15  reduziert     Diese  Rela- 
tiooen  lauten 

%*  "=  ''mi       %  =  ''«81       '^  '^  '^15-  I 

Wir   werden   auf   sie   als    auf  die   „Cauchyachen   Relationen"   Bezug 
nehmen,  werden  sie  aber  nicht  als  gültig  voraussetzen. 

§  67.  Methoden  zur  Bestlmmang  der  Spannimg  In  einem  Efijper. 
Wünschen  wir  den  Spannungszustand  in  einem  JESrper  zu  kennen, 
au   dem   gegebene    Kräfte   angreifen,    so   haben   wir   die    Spannonge- 
gleichungen  des  Gleichgewichts  (14),  §  54,  zu  lösen,  nämlich 


(14) 


die  Lösungen  müssen  so  beschaffen  sein,  daß  sie  die  richtigen  Aus- 
drftcke  für  die  Oberflächenspannungen  liefern,  wenn  diese  aus  den 
Formeln  (6),  §  47,  nämlich 

X,  -  X,  cos  {X,  v)  +  X^  cos  (y,  v)  +  Z^cob  {g,  v),  j        ^^^^ 

berechnet  werden.  Die  Gleichungen  (14)  samt  den  Bedingungen  (15) 
reichen  nicht  aus,  um  die  Spannung  zu  bestimmen,  und  ein  Spannungs- 
System  kann  sehr  wohl  diese  Gleichungen  und  Bedingungen  be- 
friedigen, ohne  doch  die  richtige  Lösung  des  Problems  zu  sein,  denn 
die  Spaunungskomponenten  sind  Funktionen  der  Yerzerrungskompo- 
nenten,  und  die  letzteren  gentigen  den  sechs  Eompatibilitätsbedin- 
gungen  (25),  §  17,  nämlich  drei  Gleichungen  vom  Typus 


"8. 

+ 

8X^ 

+ 

dz. 

+  fX. 

■0, 

dx 

+ 

er 
"Sv" 

+ 

"ST 

+jfY. 

-0, 

a^z. 

+ 

ar. 

+ 

tz. 

■KZ. 

.0; 

3"  + 
nnd  drei  andern  vom  Typus 


9y'        cySi 


dyds      cx\       dx     '    dy     '     dz  / 
Berflcksiebtigt    man    diese   Beziehungen,    so    hat    man    Gleichungen 
genug,  um  den  Spannungszustand  zu  bestimmen. 

Sind  die  angreifenden  Kräfte  so  beschaffen,  daß  die  Spaonnngs- 
komponenten  entweder  konstant  oder  lineare  Funktionen  der  Koordi- 
naten sind,  so  gilt  das  Gleiche  von  den  Verzerrungskomponenten,  und 
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die  Kompatibilil»tBbe<liDgungen  sind  identiscli  befriedigt.    Wir  werden 
im  folgenden  derartige  Fälle  behandeln. 

Im  allgemeinen  Falle  läßt  sieb  das  Problem  auf  mannigfacbe 
Weise  auf  die  Aufgabe  zarückführen,  gewisse  Systeme  von  Differenttal- 
gleichungen  zu  lösen.  Ein  Verfahren  besteht  darin,  daß  man  nach 
der  oben  beschriebenen  Methode  fttr  die  Spannungskomponenten  ein 
System  von  Gleichungen  aufstellt,  in  dem  die  identischen  Relationen 
zwischen  den  Verzerrangskomponenten  in  Rechnung  gezogen  sind. 
Ein  anderes  Yer&hren  besteht  darin,  daß  man  die  Spannungskompo- 
nenten' eliminiert  und  die  Yerzerrungskomponenten  durch  die  Ver- 
schiebungen ausdrückt  mittele  der  Formeln 

(16) 


"+     ,    e,.  =  ;    +" 


Beide  Methoden  werden  im  folgenden  durch  Beispiele  erläutert  werden. 

Lassen  sich  die  Verschiebungen  ermitteln,  so  findet  man  die  Yer- 
zerrungskomponenten durch  Differentiation  uod  aus  ihnen  die  Span- 
nungskomponenten. Lassen  sich  andererseits  die  Spannungen  be- 
stimmen, so  ergeben  sieh  aus  ihnen  die  Verzerrungen,  und  aus  diesen 
kann  man  die  Verschiebung  nach  der  in  §  18  angegebenen  Methode 
finden. 

In  Kapitel  VII  werden  wir  nachweisen,  daß  die  Lösung  irgend 
eines  Problems  der  hier  betrachteten  Art  tatsächlich  eindeutig  ist. 
Vor  der  Hand  werden  wir  annehmen,  daß  eine  Lösung,  die  alle  Be- 
dingungen befriedigt,  die  Lösung  ist. 

§  68.  Form  der  Verzermngflenergie-FuLktion  für  Isotrope  Körper. 
Beziehen  wir  die  Spannung«-  und  Yerzerrungskomponenten  statt 
auf  die  {x,  y,  i')-Ächsen  auf  ein  neues  Koordinatensystem  x',  y,  z',  so 
müssen  sich  die  Spannungskomponenten  nach  den  Formeln  von  §  49 
und  die  Verzerrungskomponenten  nach  den  Formeln  von  §  12  trans- 
formieren. Führen  wir  in  den  Gleichungen  (10)  für  die  Größen  X^,, . . , 
und  Cj,, . . .  ihre  Werte  ein,  so  finden  wir,  daß  die  Spannungskomponenten 
X'^, . . .  und  die  Verzerrungskomponenten  e.^^, . . .  durch  lineare  Glei- 
chungen verknüpft  sind.  Diese  lassen  sich  nach  den  X'^, . . .  auflösen,  und 
das  Ergebnis  wird  sein,  daß  die  X'^  als  lineare  Funktionen  von  e_^^, . .  . 
ausgedrückt  erscheinen,  wobei  die  KoetSzieuten  von  den  Koeffizienten 
i\^, ...  in  Formel  (12)  und  außerdem  von  Größen  abhängen,  durch 
die  die  gegenseitige  Lage  der  alten  und  neuen  Achsen  bestimmt  ist. 
Im  allgemeinen  ergibt  sich,  daß  das  elastische  Verhalten  eines  Stoffes 
zu   gewissen  Richtungen   in  Beziehung   steht,   die   relativ  zum  Stoffe 
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fixiert  sind.  Wenn  jedoch  die  elastiBcheii  Konstanten  durch  gewisse 
R«lationm  mit  einander  verknüpft  sind,  so  sind  die  Formeln,  die  die 
Spannvingskompoiienten  mit  den  Yerzerrungskomponenten  verbinden, 
unabhängig  von  der  Bichtung.  Das  Material  heißt  dann  isotrop  im 
elastischen  Sinne.  In  diesem  Falle  verhält  sich  die  Funktion  W  in- 
variant gegenüber  allen  Transformationen  der  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten. Wüßten  wir,  daß  Verzerningsinvarianten  ersten  oder  zweiten 
Grades,  die  von  den  beiden  in  §  18,  c)  gefundenen  unabhängig  wären, 
nicht  existieren,  so  kßnnten  wir  darauf  schließen,  daß  die  Yerxerrungs- 
enei^e-Funktion  fQr  einen  isotropen  Körper  von  der  Form  sein  maß: 

Wir  werden   späterhin  (Kap.  VI)   die  Transformation   ausführen   und  , 
finden,  daß  dies  die  tat^chliche  Form  von   W  ist. 

Vor  der  Hand  nehmen  wir  W  in  dieser  Form  an  und  leiten 
einige  einfache  Folgerungen  daraus  ab.  Es  wird  praktisch  sein,  X-\-2ii 
an  Stelle  von  A  und  f*  an  Stelle  von  B  zu  schreiben.  Wir  setzen 
den  Stoff  als  homogen  voraus,  sodafi  l  und  fi  in  allen  Punkten  den- 
selben Wert  haben. 

§  69.  Elastisehe  Konstanten  und  Moduln  isotroper  fester  Körper. 
Drückt  sich  W  durch  die  Gleichung  aus: 

+  t^(4.  +  e?.  -i-  e5y  -  4e^^e,,  -  4e„e^^  -  ie^^e^^),  (17) 

so  sind  die  Spannungskompouenten  durch  die  Gleichungen  gegeben 

wo  A  für  e^j  +  e^^  +  e.,  geschrieben  ist. 

Ein  beliebig  geformter  Körper,  der  einem  konstanten,  iu  allen 
Punkten  der  Oberflüche  gleichen  Druck  p  unterworfen  ist,  wird  sich 
in  einem  gewissen  Spaunungszu stand  befinden.  Wie  wir  in-  §  50  ge- 
sehen haben,  wird  dieser  Zustand  durch  die  Gleichungen  gegeben  sein 

X^-Y^^Z^^-p,     r,  =-  Z,  =  X,  =  0, 
Den  Gleichungen  (18)  gemäß  befindet  sich  der  Körper  in  einem  Zu- 
stande der  Verzerrung  derart,  daß 

«^^  —  ''»V  "  ^^:  =  ~  i'X^  ^  +  2/t), 

e^^  =  e,^  =  e^^  =  0. 

Die  kubische  Kompression  ist  jj  (A  -|-  -Jft). 
Wir  schreiben 

A-J  +  ic  ,(19) 
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Dnoii  ist  k  die  Größe,  die  sicli  ergibt,  weim  der  Betrag  eines  gleich- 
fSmiigeii  Drucks  durch  den  Betrag  der  von  ihm  bewirkten  Kom- 
pression dividiert  wird.    Man  nennt  k  den  Kompressionsmodul. 

Nach  §  52  läßt  sich  ein  Spannangssystem ,  wie  auch  immer  es 
beschaffen  sein  mag,  in  einen  mittleren  Zug  oder  Druck  und  in  Schub- 
Spannungen  auf  drei  zueinander  senkrechte  Ebenen  auflösen.  Die 
mittlere  Zugspannung  wird  gemessen  durch  ^  (X^  +  Y  +  Z^.  Wir 
erkennen,  daß  die  Größe,  die  bei  Division  des  Betrags  des  mittleren 
Zugs  in  einem  Punkt  durch  den  Betrag  der  kubischen  Dilatation  in 
demselben  Punkte  entsteht,  eine  konstante  Größe  ist  —  der  Eom- 
pressionsmodul. 

Ein  Zylinder  oder  Prisma  von  beliebiger  Form  wird,  wenn  an 
den  ebenen  Endöäcben  gleichmäßiger  Zug  T  angreift  und  die  Mantel- 
flache spannungsfrei  ist,  sich  in  einem  gewissen  Spannungszustand  be- 
finden. Wir  wir  in  §  55  gesehen  haben,  wird  dieser  Zustand  durch 
die  Gleichungen  gegeben  sein 

X,  =  r,    i;  =  2;  ^  F,  -  2,  =  X^  =  0. 

Den  Gleichungen  (18)  gemäß  wird  sich  der  Körper  in  einem  Zustand 
der  Verzerrung  befinden  derart,  daß 

_  .^^i  +  ^  „  _  —.11^- 

Wir  schreiben 


E^t'-'^^^^r^  (30) 


Dann  ist  E  die  Größe,  die  sich  ei^bt,  wenn  der  Betrag  eines  ein- 
gehen longitudinalen  Zugs  durch  den  Betrag  der  von  ihm  bewirkten 
Dehnung  dividiert  wird.  £  ist  unter  dem  Namen  Youngscher  Modul 
bekannt.  Die  Zahl  a  ist  das  Verhältnis  der  Qnerverkürzuug  zur 
Längsdehnung  eines  Stabes,  der  an  den  Enden  Zugspannung  erfährt. 
Sie  ist  als  die  Poissonsche  Konstante  (engl.  Poisson's  ratio)  bekannt. 
Bei  jedem  Spannungasystem  sind  die  Dehnungen  in  Richtung  der 
Achsen  und  die  Normalspannungen  auf  die  zu  den  Achsen  senkrechten 
Ebenen  durch  die  Gleichungen  verknüpft 


(22) 


Bei  jedem  Spannungsaystem  sind  die  Schub  Verzerrung,  die  einem 
Paar  zueinander  senkrechter  Achsen  entspricht,  und  die  Scbubspannung 


-£-' 

\^.^ 

-0(7,+  ^,)), 

-  E-' 

in- 

-»(Z,+i-,)|, 

-E-' 

1^.- 

-o(x,+  r,)|. 
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auf  das  zu  jenen  Achsen  senkrechte   Ebenenpaar  miteinander   durch 
eine  Gleichung  von  der  Form 

X,-(.«„  (23) 

verknüpft.    Diese  Kelation  ist  von  den  Ächseurichtungen  unabhängig. 
Die  Größe  (i  heißt  die  Stdfigkdt  (engl,  rigidiby). 


§  70.  Bemerkongen  aber  die  Beziehangen  zwiBchen  Spaimaitg  und 
Verzerning  in  iBotropen  KöTparn. 
a)  Wir  notieren  die  Eelationen 


(1  +  «K1-S<F)'     f*       «(T+fl)'     "       8"(l-2a) 


(24) 

b)  Ware  ff  >  ^,  80  würde  k  negativ  sein,  d.  h.  der  Stoff  würde  nnter 
Dmck  expandieren.  Ware  (j<  — 1,  ao  würde  ^  negativ  sein,  und  die 
Funktion  W  würde  keine  positive  quadratische  Funktion  sein.  Wir  können 
zeigen,  daB  dies  auch  der  Fall  sein  würde,  wenn  k  negativ  wäre.^)  Nega- 
tive Werte  von  ff  sind  durch  die  Bedingung  der  Stabilität  nicht  aus- 
geschlossen, bei  isotropem  Material  kommen  aber  erfahrungsgemäß  solche 
Werte  nicht  vor. 

c)  Die  Eonstante  k  wird  gewöhnlich  durch  Kompressionsversuche  be- 
stimmt, die  Konstante  E  bisweilen  direkt  durch  Dehnnugsversuche,  bis- 
weilen auch  durch  Bieguugsversucbe,  die  Konstante  ^  gewöhnlich  durch 
Drilltmgsvei^ucbe.  Den  Wert  der  Konstanten  ff  leitet  man  gewöhnlich 
aus  den  Werten  zweier  der  OrOBen  E,  k,  n  ab.^) 

d)  Gelten  die  Cauchyschen  Relationen  (13),  §  66,  so  ist  A  ■=  ft  und 

<■-*• 

e)  Statt  über  die  Form  der  Verzemmgsenergie-Funktion  eine  An- 
nahme zu  machen,  können  wir  auch  einige  der  Relationen  zwischen  den 
Spannungskomponenten  und  Verzerrungskomponenten  in  bestimmter  Weise 
voraussetzen  und  die  Relationen  (18)  ableiten.  Zum  Beispiet')  kfinnen  wir 
annehmen,  l)  daß  die  mittlere  Zugspannung  und  die  kubische  Dilatation 
durch  die  Gleichung  i  (X^  +  Y^  +  Z^  =  fcA  verknüpft  sind,  2)  daß  die 
Beziehung  JC^  •=  nc^^  für  alle  Paare  rechtwinklig  sich  kreuzender  x'- 
und  y'-Achsen  zutrifft.  Aus  der  zweiten  Voraussetzung  würden  wir,  wenn 
wir  die  (x,  y,  2)-Achsen  als  Hauptachsen  der  Verzerrung  annehmen,  folgern 


1}  2  TT  läßt  sich  ichreiben 

t)  Experimente  zur  direkten  Bestimmong  der  PoiBBonschen  Konatanten  wur- 
den augeatellt  von  P.  Cardami,  Pftys.  Ztitschr.  Bd.  4,  1903,  und  J.  Mortow,  ThÜ, 
Mag.  (8er.  6),  vol.  6  (1908).  M.  A,  Comu,  Paris,  C.  B.,  t.  69  (1869)  und  A.  MoUock. 
Proe.  Bot/.  Soc.,  vol.  29  (1879)  bestimmten  o  durch  Biegungflveranche. 

3)  El  ist  dies  die  Methode  von  Stokes.    Siehe  Einleitnng,  Fnfinote  37. 
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können,  daS  die  Uauptsp^Dnungseberien  zu  diesen  Achsen  senkrecht  stehen. 
Bei  gleicher  Wahl  der  Achsen  würden  wir  dann  mittels  der  Transfoi-ma- 
tionsformeln  von  §  12  und  §  i9  finden,  daß  die  Beziehung 

ftr  alle  Werte  von  'i,  .  .  -  zutrifft,  die  die  Gleichung  befriedigen 

Daraus  folgt,  dafl  wir  haben 

Die  erste  Voraussetzung  zeigt  dann,  daß  jede  dieser  drei  Größen  gleich 
(k  —  f  fi)A  ist.  Damit  ist  nachgewiesen,  daß  die  Relationen  (18)  t&i  die 
Hauptachsen  der  Verzerrung  zutreffen;  durch  erneute  Anwendung  der 
Trans  form  ationsform  ein  können  wir  dann  zeigen,  daß  sie  fflr  beliebige 
Achsen  richtig  sind. 

f)  Statt  die  eben  bezeichneten  Annahmen  zu  machen,  könnten  wir 
auch  voraussetzen,  daß  die  Hauptspannungsebenen  zu  den  Verzerrungs- 
hauptachsen senkrecht  stehen  und  daß  die  Relationen  (22)  i^  Haupt- 
achsen zutreffen;  dann  könnten  wir  die  Relationen  (16)  inr  beliebige 
Achsen  ableiten.  Diese  Annahme  zu  verfolgen,  mag  dem  Lernenden  als 
Übungsaufgabe  vorbehalten  sein. 

g)  Wir  können  zeigen,  daß  bei  dem  Problem  der  Kompression  eines 
Körpers  durch  gleichmäßigen  Druck  auf  der  OherflKche,  das  mit  der  Defi- 
nition von  k  verknüpft  war,  die  Verschiebung  sich  durch  die  Gleichungen 
ausdrückt^) 

"="="'        _  -P 
X        y         i  3k' 

h)  Wir  können  zeigen,  da.B  bei  dem  Problem  des  durch  einfachen 
Zug  T  gedehnten  Stabes,  das  mit  der  Definition  von  £  und  ff  verknfipft 

war,  die  Verschiebung  sich  durch  die  Gleichungen  ausdrückt: 

_ü  =  _^  =  _fi]  =  _  ^^^  -  ^  ^'  =  J^  +-'') ^ 

X  ~  y  ~         E  ~       2(t(3l"-j-2jij'      z  "  'E  ~  ^{H+Z'^)' 

§  71.  Qröße  der  elaBtiscIieii  KonBtanten  and  Moduln  einiger 
isotroper  Körper. 

Um  von  der  Größenordnung  der  elastischen  Konstanten  und  Mo- 
duln einiger  gebräuchlicher  Materialien  eineu  Begriff  zu  geben,  stellen 
wir  die  Ergebnisse  der  Experimente  hier  in  einer  Tabelle  zusammen. 
In  dieser  sind  sowohl  die  Dichte  (p)  des  Materials  wie  die  elastischen 
Konstanten  verzeichnet  und  zwar  sind  die  Konstanten  ausgedruckt 
als  Vielfache  einer  Spannungseinheit  von  einer  Dyne  pro  Quadrat- 
zentimeter.    Desgleichen    ist    die    Poissousche   Konstante    augegeben. 

1)  Über  die  im  Test  angegebene  VerBchiebung  könnte  eine  solche  über- 
lagert  werden,  wie  eie  in  einem  Btarren  Körper  möglich  sein  wQrde.  Eine  ähn- 
Ui'he  llemerknng  gilt  für  h).     Vgl,  g  18,  oben. 
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Die  mit  „E"  bezeichneten  Resultate  sind  J.  D.  Everetts  lUustrations 
of  the  C.  G.  S.  System  of  units,  London  1891,  entnommen,  woselbst 
auch  die  betreffenden  Autoritäten  nachzusehen  sind.  Die  mit  „A"  be- 
zeichneten sind  aus  den  Resultaten  neuerer  Untersuchungen  abgeleitet, 
die  einer  Abhandlung  von  Amagat  im  Journal  de  Physique  (Ser.  2), 
t.  8  (1889)  niedergelegt  sind.  SelbstTerstUndlicb  kommen  bei  den 
Werten  der  elastischen  Eonstanten  für  verschiedene  Proben  der  (no- 
minell) gleichen  Substanz  beträchtliche  Differenzen  vor,  und  eine  Be- 
zeichnung wie  z.  B.  „Stahl"  ist  natürlich  ganz  und  gar  uupräzis. 


Material 


i- 


1  Quelle 


Schmiedeeisen . . . 
Meaaing  (gezogen) 

HeMing 

Kupfer I  8,8« 


7,849    2,139  x  10" .  1,841  x  10" 
.2,041x10"  11,48   XlO" 
7,677    1,968  X  10"  .  1,466  x  10" 


1,216  > 

Hiei 1]  ;  1,57   . 

Olaa 2,942  |  6,03   ■ 


1,284x10"    1.684x10"'  4,47  > 


10"' 1,166X10" 
I  8,62    : 

4,15   : 
4,64    : 


i  I     A 


%  72.  Elastische  Konstanten  im  aUgemeinsn. 
Materialien,  wie  natürliche  Kristalle  oder  Holz,  die  nicht  isotrop 
sind,  heißen  äolotrop.  Der  analytische  Ausdruck  des  Hookeschen  Ge- 
setzes für  einen  äolotropen  festen  Körper  ist  in  den  Qleichungen  (10), 
§  66,  enthalten.  In  Matrixbezeichnung  können  wir  die  Gleichungen 
schreiben: 


(X.,  i; 


y„  Z„  X) 


,  «„,  f,,),     (25) 


wo  c,,  =  c,^,  (r,  s  =■  1,  2,  ■ 


■f>\ 


Diese  Gleichungen  lassen  sich  so  auflösen,  daß  die  Verzermngs- 
komponenten  durch  die  Spannnngskomponentea  ausgedrückt  erscheinen. 
Bezeichnet  H  die  Determinante  der  Größen  c^,  und  C^,  die  zu  c^,  ge- 
hörige Subdetenninante,  sodaß 


n- 


•■,1  f-',i  +  c„C„  -1-  c„C,,  +  i;,,C„  +  c,,,C,i  + 


V.P,.,,,(2'-.)    . 
imzocB,L,OOglC' 
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so  lassen  sich  die  äleicfanngeD,  die  die  Yerzerningskomponenten  durch 
die  SpanDungakompoiieDteii  ausdrücken,  folgendermaäen  scLreiben 

^(^ixt   ^yn'    ^iiJ   ^f.l   ^,i>   ^xf) 

=  (C„     C,,     C„     C,,    C,,     C,,)  {X^,  Y^,  Z._,  ¥„  Z^,  X;),    (27) 


wo  C^,=  (7,^(r,5  =  l,2,  ■■■6). 

Die  Größen  ic^,  ■  ■  ■  Cj,,  -  ■  ■  aiud  die EoefGzienten  einer  homogenen 
quadratischen  Funktion  von  e,„  -  ■  -.  Es  ist  dies  die  Veraerrongs- 
enet^e-FuuktioQ,  ausgedrückt  in  den  yerzerrungskomponenten. 

Die  Größen  ^  C^JÜ,  ■  ■  ■  C^^/II,  ■  ■  ■  sind  die  Koeffizienten  einer 
homogenen  quadratischen  Funktion  von  X„  ■  ■  ■.  Es  ist  dies  die  Yer- 
zemmgsenergie-FunktioD,  ausgedruckt  in  den  Spaouungskomponeuten. 


%  73.  Elastizitätsmodoln. 
Wir  können  auf  mannigfache  Weise  typische  Spannnngs-  und  Ver- 
zerrungszustUnde  definieren.  Beispielsweise  sind  einfacher  Zug  [X,}, 
Schubspannung  [Y,\  mittlere  Zugspannung  [^(X^+  T^  +  Z^']  Span- 
nungstypen.  Die  entsprechenden  Verzerrungstjpen  sind  einfache  Deh- 
nung [e^J,  Schubverzerrung  [e^  J,  kubische  Dilatation  [e^^  +  e^^  ■+  e„]. 
Wir  können  irgend  eine  dieser  typischen  Verzerrungen,  die  mit  der 
entsprechenden  typischen  Spannung  Terknüpft  ist,  wenn  keine  andere 
Spannung  hineutriti,  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  ausdrücken: 

Spannung  =  üf  x  (entsprechende  Verzerrung). 

M  heißt  dann  ein  „Elastizitätsmodul".    Die  Größen]  n/Cn,  ^jC^^  sind 
Beispiele  solcher  Moduln. 

Der  Modul,  der  dem  einfachen  Zug  entspricht,  ist  als  Youngscher 
Modul  für  die  Richtung  des  betreffenden  Zuges  bekannt.  Der  Modul, 
der  der  auf  ein  Paar  zueinander  senkrechten  Ebenen  wirkenden  Sehub- 
spannung  entspricht,  ist  als  die  Steifigkeit  für  das  betreffende  Paar  von 
Richtungen  (der  Normalen  jener  Ebenen)  bekannt.  Der  Modul,  der 
dem  mittleren  Zug  oder  Druck  entspricht,  ist  unter  dem  Namen  Kotti' 
pressioitmnodid  bekannt. 

Wir  geben  einige  Beispiele  für  die  Berechnung  von  Moduln. 

a)  Kompressionsmodiä. 

Wir  haben  anzunehmen,  daß  X^  =  Y^  =■  Z,  und  daß  die  übrigen 
Spannungskomponenten  verschwinden:  die  entsprechende  Verzerrung  ist 
kubische  Dilatation,  und  wir  müssen  daher  c^^  +  e  +  c,,  berechnen.  Wir 
finden  fflr  den  Modul  den  Ausdruck 

n:{  C,i  +  C,;,  +  (7„  +  2  0„  -I-  2  C„  +  2  tJ„).  (28) 
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Wie  in  §  68  erkennen  wir,  Aaä  die  kubische  Kompression,  die  in  einem 
beliebig  gestalteten  Körper  durch  gleich  raAßigen  Normaldruck  p  auf  seine 
Oberfl&che  hervorgebracht  wird,  gleich  p/k  ist,  wo  h  jetzt  obigen  Aas- 
druck  (28)  bedeutet. 

b)  Steißgheit. 

Wir  kennen  annehmen,  daß  alle  Spannungskomponenten  außer  Y, 
verschwinden;  dann  haben  wir  ijtj,,  =  C^^  F,,  sodafi  ^/C^^  die  dem  Rich- 
tungspaar y,  B  entsprechende  Steifigkeit  ist. 

Ist  die  Schubspannung  auf  die  beiden  zueinander  seakrechten  Rich- 
tungen (/,  m,  «)  und  (C,  m',  n)  bezogen,  so  kann  man,  wie  sich  zeigen 
Iftfit,  die  Steifigkeit  ausdrücken  durch 

n-^  (Ca,  C„,  ■  •  ■  Ci„  ■  •  ■)  (21?,  2m»»',  2»«',  mn  -|-  m'n, 

nr+n'l,lm'  +  tmf,  (29) 

wo  der  Nenner  eine  vollst&ndige  quadratische  Funktion  der  sechs  Argu- 
mente 2/?,  • '  ■  mit  den  Koeffizienten  C,,,'  Cj,,  '  •  -  ist. 

e)  Dfr  Yowngacht  Modul  und  die  Poissonsche  Konstante. 

Wir  können  annehmen,  daß  alle  Spannungskomponenten  aüfler  X, 
verschwinden  und  haben  dann  Jle^^  ^  Cj^iX^,  aodafl  n/C^^  der  der  Rich- 
tung V  entsprechende  Youngsche  Modul  ist  Im  gleichen  Falle  ist  das 
Poissonache  Verhältnis  der  Verkürzung  in  der  y-ßichtung  zur  Dehnung  in 
der  «-Richtung  gleich  —  '^n/Cn-  Der  Wert  der  Poissonschen  Konstanten 
hSngt  von  der  Richtung  der  verkürzten  transversalen  Linienelemente  sowohl 
wie  von  der  der  gedehnten  longitudinalen  Elemente  ab. 

Im  allgemeinen  Fall  können  wir  die  Spannung  als  Zugspannung  X^' 
auf  die  Ebenen  x'  ^  const.,  deren  Normale  in  die  Richtung  (l,  m, «)  fÄllt, 
annehmen.     Wir  haben  dann 

X^  -  Z»XV,        Yg  ■=  »1*2'^.     J?,  =  n'^^  i 

J,  =  »«XV,     Z,-«/X'^,     X^  =  lmX'^; 
femer  haben  wir 

«^^  =  e«^  +  ««•»*  +  ''-.-y  +  V™"  +  *""'  +  "'ff^*"! 
daraus  folgt,  daß  der  dieser  Richtung  entsprechende  Youngsche  Modul  gleich 
J7~(Cii,  C^,--  ■  Cij,-  ■  ■){P,m\n',mn,nl,lm)*  (30) 

ist,  wo  der  Nenner  eine  vollständige  quadratische  Funktion  der  sechs  Ai^u- 
ment«  i*,  ■  ■  ■  mit  deu  Koeffizienten  C^^,  ■  ■  ■  ist. 

Wenn  (?,  m',  w")  irgend  eine  Richtun^f  senkrecht  zu  x  bedeutet,  so 
ist  die  Verkfirzung  in  dieser  Richtung,  —  c^^,  gegeben  durch  die  Gleichung 

e^^  =  e^J'*  +  «j^J»'*  +  e„n'*  +  e^,m'n'  +  e.j«'?  +  e^^tm, 

und  die  entsprechende  Foissonsche  Konstante  <f  läSt  sich  in  der  Form  aus- 
drflcken 


?» 

+  »" 

e(n 

in)" 

+  «Y 

8» 

+  i-W 

.    8»  1 
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WO  <t>  die  oben  erwähnte  quadratisobe  Funktion  der  Argumente  i*,  ■  -  -  be- 
deutet und  die  Differentialquotienten  so  gebildet  sind,  als  ob  diese  ArgU' 
mente  voneinander  unabhängig  wären.  Es  sei  bemerkt,  daß  u/JE  sym- 
metrische Beziehang  zu  den  beiden  Richtungen  aufweist,  in  denen  die  Ver- 
kürzung und  die  Dehnung  auftreten. 

Konstruieren  wir  die  Fläche  vierter  Ordnung,  deren  Gleichung  ist 

(Cii,  Ci,3,  ■  ■  ■  C„,  ■  ■  ■)  (x*,  y\  z\  t/s,  nx,  xt,y  =  const-,  (32) 

so  ist  der  in  irgend  einer  Richtung  nach  der  Oberfläche  gezogene  Radius- 
vektor proportional  der  positiven  vierten  Wuriel  aus  dem  jener  Richtung 
entsprechenden  Youngsehon  Modul  des  Materials,') 

§  74.   Itienno-elastisGlie  GleiolmiigeD. 

Die  Anwendung  der  beiden  Hauptsätze  der  Thermodynamik  auf 
das  Problem  der  BeatiuiniuBg  von  Spannung  und  Verzerrung  in 
elastischen  festen  Körpern  bei  Auftreten  von  Temperaturänderungen 
ist  von  Lord  Kelvin')  diskutiert  worden.  Die  Ergebnisse,  zu  denen 
er  gelangte,  lassen  die  Aufstellung  eines  Systems  von  Differential- 
gleichungen zur  Bestimmung  des  Spannungszustandes  in  der  in  §  67 
gescbilderten  Weise  nicht  zu. 

Schon  früher  war  Duhamel')  zu  einem  Gleichungssystem  der  ge- 
wünschten Art  gelangt,  indem  er  die  Theorie  eines  elastischen  Körpers, 
der  als  System  materieller  Punkte  angesehen  wird,  entwickelte,  und 
F.  E.  Neumann  war,  ausgehend  von  gewissen  Voraussetzungen*),  auf 
dieselben  Gleichungen  geführt  worden.  Diese  Voraussetzungen  lassen 
sich,  wenn  der  Körper  isotrop  ist,  in  folgender  Form  ausdrücken: 
Das  Spann ungssystem  in  ii^end  einem  Punkte  eines  durch  Temperatur- 
änderung veraerrten  Körpers  besteht  aus  zwei  überl^erten  Spannungs- 
systemen. Das  eine  ist  gleichwertig  mit  gleichmäßigem  Druck,  der 
in  einem  Punkt  nach  allen  Richtungen  gleich  und  der  Temperatur- 
änderung proportional  ist,  das  andere  hängt  ron  der  Verzerrung  an 
jener  Stelle  genau  so  ab,  wie  wenn  die  Temperatur  konstant  wäre. 

Diese  Voraussetzungen  führen  zu  Gleichungen  von  der  Form 

c/'  oy      '     d2         "^  r3.^  ^      ' 

wo  p  ein  konstanter  Koefözient  und  ö  der  Überschuß  der  Temperatur 
Über  diejenige  im  unverzerrten  Zustande  ist.  Das  Spannungssystem 
in  einem  Punkte  hat  die  Komponenten 

1)  Dies  Resultat  verdankt  man  Cauchy,  Kxercks  de  Matliematigues ,  t.  i 
(1829),  p.  30. 

3)  Siehe  Einleitung,  Fußnote  43. 

8)  Parif,   Mfm.  .  .  .  par  divers  savam,  t.  6  (,1»38). 

1)  Siehe  seine  Vorle-iungeii  über  die  Theorie  der  Elastietläl  der  /estfii  Körper, 
Leipzig  18tt6,  lind  vgl.  die  in  g  57,  FuBnnte,   zitierte  Abhandlung  von  Maxwell. 
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-ße  +  x„   -ßs+T,,   -ße  +  z,,-, 

r.    ,         z.  X,     ]  t"') 

worin  X,, . .  .  sich  mittels  der  Formeln  (18),  §  69,  durch  die  Ver- 
schiebuDgeD  ausdracken.  Die  Gleichungen  reichen  zur  Bestimmung 
der  Verschiebungen  hin,  wenn  8  gegeben  ist.  Ist  6  nicht  gegeben, 
so  ist  eine  weitere  Gleichung  erforderlich;  diese  Gleichung  läßt  eich 
sus  der  Theorie  der  Wärmeleituog  ableiten,  wie  Duhamel  und  Neu- 
mann dargetan  haben. 

Die  Theorie,  zu  der  man  so  gelangt,  ist  nicht  gerade  erheblich 
weiter  entwickelt  worden.  Insbesondere  hat  man  sich  mit  der  Tat- 
sache beschäftigt,  daß  eine  Glasplatte,  die  durch  ungleiche  Erwärmung 
verzerrt  wird,  doppelbrechend  wird,  und  mit  der  Erklärung  dieser  Er- 
scheinung durch  Annahme  ungleicher  Spannungen  in  verschiedenen 
Richtungen.  Der  Leser,  der  den  Gegenstand  weiter  zu  verfolgen 
wünscht,  sei  außer'  auf  die  bereits  zitierten  noch  auf  folgende  Ab- 
handlungen verwiesen:  CW.BoTchardt,  Berliner  Monatsberichte,  1873; 
J.  Hopkinson,  Messaiffer  of  Maih.  vol.  8  (1879);  Lord  ßayleigh, 
Phil  Mag.  (Ser.  6)  vol.  1  (1901)  =  Scientific  Fapers,  vol.  4,  p.  Ö02; 
E.  Almansi,  Torino  AUi,  t.  32  (1897);  P.  Alibrandi,  Giomaie  di 
matern.,  t.  38  (1900). 

Zu  bemerken  ist,  daß  die  elastischen  „Konstanten"  selbst  Funk- 
tionen der  Temperatur  sind.  Im  allgemeinen  nehmen  sie  mit  wachsen- 
der Temperatur  ab:  dies  wurde  durch  die  Versuche  von  Wertheim'), 
Eohlrausch*)  und  Hacleod  und  Glarke')  festgestellt. 

§  7ä.  AafangsBpan&nag. 
Es  kann  vorkommen,  daß  der  Änfaugszustand  eines  Körpers  vom 
nngespannten  Zustand  zu  weit  entfernt  ist,  als  daß  Spannung  und  Ver- 
zerrung nach  dem  Prinzip  der  Superposition,  wie  in  g  64  auseinander 
gesetzt,  berechnet  werden  könnten.  Solche  Anfangszustände  können 
von  der  besonderen  Art  der  Fabrikation  oder  Bearbeitung  oder  von 
der  Wirkung  von  Masse nkräften  herrühren.  Im  Gußeisen  kühlen  sich 
die  äußeren  Teile  schneller  ab  als  die  inneren  und  die  ungleiche  Kon- 
traktion, die  mit  den  ungleichen  AbkUhlnngsgeschwindigkeiten  ver- 
bunden ist,  gibt  Anlaß  zu  einer  beträchtlichen  Anfangsspannung 
{Sdbstspannttng,  engl,  initial  stress)  im  abgekühlten  Elsen.  Wenn 
ein  Metallblech  zu  einem  Zylinder  aufgerollt  wird  und  die  Kanten 
zusammengeschweißt  werden,  so  befindet  sich  der  so  geformte  Körper 

1)  Jim.  de  Chimie,  t,  12  I.1Ö44). 

2)  Ann.  Phys.  (.Tiem.  (Poggendorff),  Bd.  141  (1870). 

3j  Eid  von  dieaea  Autofen  ei'halteneB  Resultat  wird  in  dem  im  Text  od- 
gegebenen  Sinne  von  Lord  Kelvin  ausgelegt  im  Artikel  „ElaHticity"  in  der  Etici/. 
Brit.,  der  in  der  FuBnote  zu  §  66  angezogen  wurde. 
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in  einem  Zustand  voa  SelbstspannuDg,  und  den  un gespannten  Zu- 
stand kann  man  nur  durch  Aufschneiden  des  Zylinders  erb  alten. 
Ein  Körper,  der  unter  der  gegenseitigen  Gravitation  seiner  Teile  im 
Gleichgewichte  ist,  befindet  sich  in  einem  Zustande  der  Spannung, 
und  wenn  der  Körper  sehr  groß  ist,  kann  die  Spannung  einen  Tin- 
geheuren  Betrag  erreichen.  Die  Erde  stellt  ein  Beispiel  eines  Körpers 
dar,  der  ds  im  Zustande  von  AnfaDgsspannuug  befindlich  anzusehen 
ist;  denn  die  Spannung,  die  im  Innern  notwendig  besteht,  ist  viel  zu 
groß,  als  daß  die  Berechnung  der  vom  ungespannten  Zustand  als  An- 
fangszustand  aus  gerechneten  Verzerrungen  nach  den  gewöhnlichen 
Methoden  zulässig  wäre. 

Wenn  ein  Körper  in  einem  Zustand  von  Anfangsspannung  ge- 
geben ist  und  gewissen  Kräften  unterworfen  wird,  so  werden  Volum- 
und  Formänderungen  hervorgerufen,  die  wir  durch  eine  von  dem  ge- 
gebenen Anfangszuatand  als  unverzerrten  Zustand  aus  gerechnete  Ver- 
schiebung charakterisieren  können.  Die  Anfangsspannui^  in  einem 
Punkte  können  wir  durch  die  Komponenten 

XW  ym  2 10)  y(o)  ^w  xw 
kennzeichnen,  die  Spannung,  die  in  dem  Punkte  eintritt,  wenn  die 
Kräfte  wirksam  sind,  durch  X^l"'  -|-  X'^,  ■  •  •.  In  gleicher  Weise  können 
wir  die  Dichte  im  Anfangszustand  mit  ()g  und  die  im  verzerrten  Zn- 
stand mit  Qg  -f  9  bezeichnen,  die  Massenkraft  im  An&ngszustand 
können  wir  durch  (X^,  Y^,  Z^),  die  im  verzerrten  Zustand  durch 
(Xo  -H  X',  Fo  +  T,  Zf,  +  Z)  kennzeichnen.  Dann  sind  die  Gleich- 
gewicbtsbedingungen  im  Anfangszustand  drei  Gleichungen  vom  Typus 
g_X(0)       ßx""        ^Z'"' 

und  drei  Kandbedingungen  vom  Typus 

X/>  cos  (x,  vo)  +  X^'<»)  cos  (j/,  Vo)  +  ZJ«»  cos  {e,  v^)  =  0,  (36) 
worin  fg  die  Richtung  der  Normalen  zur  anfänglichen  Begrenzungs- 
fläche bezeichnet. 

Die  Gleichgewichtsbedingungen  im  verzerrten  Zustand  sind  drei 
Gleichungen  von  der  Form 

Ä  (X,«  +  x,-)  +  ^  (x;  +  x;)  -i-  /^  (z.o  +  z:) 

+  (<'.  +  9')(X.+  XO-0  (37) 

und  drei  Randbedingungen  vom  Typus 

(X^c)  -f  x;)  cos  {x,  v)  -f  (x/)  -f  x;}  cos  0,  v) 

+  {ZW  +  Z;  C08  {z,  v)  =  X,„  (38) 

worin  (X^,  Y,,  Z^  die  Oberflächenspannung  in  irgend  einem  Punkte 
der   verschobenen  Begrenzungsfläche.     Diese  Gleichungen  lassen  eich. 
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(40) 


wenn  die  Verschiebung  tlein  ist,  unter  Benutzung  von  (35)  und  (36) 
ao  umformen,  defi  sie  Übergehen  in  drei  Gleichungen  vom  Typus 

""+"'  +  ^  +  <'.X-+''-^.-»  P9) 

und  drei  Randbedingungen  vom  Typus 

X^  cos  (x,  v)  +  X^  cos  {y,  v)  +  Z^  cos  («,  v)  \ 

=  X^~  XJ'  {  cos  (X,V)  —  COB  {x,  Vo)  }       I 

-  X/ 1  cos  (y,  v)  ~  cos  (y,  v»)  | 
~  Z^  I  cos  {s,  V)  ~  cos  (ä,  »o)  1 .    1 

Ist  die  Anfangsspannimg  nicht  be):annt,  so  reichen  die  Glei- 
chungen (35)  und  die  Bedingungen  (36)  nicht  aus,  um  sie  zu  be- 
stimmen, und  weitere  Schlüsse  sind  nicht  möglich.  Ist  die  An&ngs- 
spannung  bekannt,  so  läßt  sich  die  Bestimmung  der  hinzukonunen- 
den  Spannung  (XJ,  •  ■  ■)  mittels  der  Gleichungen  (38)  und  der 
Bedingungen  (40j  nicht  durchfahren  ohne  Kenntnis  der  Beziehungen 
zwischen  den  Spannungskomponenten  XJ, . . .  und  der  Verschiebung.  Um 
diese  Kenntnis  zu  gewinnen,  hat  man  entweder  auf  das  Experiment 
oder  irgend  eine  allgemeinere  Theorie  zurückzugehen.  An  experi- 
mentellen Nachweisen  scheint  es  freilich  ^nzlich  zu  mangeln.*) 

Cauchy^  entwickelte  die  Folgerungen,  die  sich  durch  Anwendung 
jener  Theorie  materieller  Punkte  ergeben,  auf  die  in  §  66  Bezug  ge- 
nommen wurde.     Er  fand  tür  XJ,  ■  •  ■  Ausdrücke  von  der  Form 

X'  -  X  (0)  (p-p-- 1"')  +  2XW  P  +  2Z 1»)^"  +  X",         1 
'  '    oy  ö-i  vx        '    ox         '    ex        '      I 

wo  (h,  V,  w)  die  vom  Anfangszustand  aus  gerechnete  Verschiebung 
und  (X,",  -  ■  -)  ein  Spannungssystem,  daß  mit  dieser  Verschiebung 
durch  dieselben  Rektionen  verknüpft  ist,  wie  sie  bei  fehlender  Än- 
fangsspanuung  gelten  würden.  Im  Falle  der  Isotropie  würden  diese 
Gleichungen  übereinstimmen  mit  den  Formeln  (18),  §  69,  wenn  in 
diesen  k  =^  fi  gesetzt  wird.  Bemerkt  sei,  daß  diejenigen  Glieder 
von  XJ ,  •  ■  -,  welche  X^*"*,  ■  ■  -  enthalten,  von  den  Änderungen  der  Ab- 
stände zwischen  Cauchys  materiellen  Punkten  und  den  Änderungen 
der  Richtungen  der  sie  paarweise  verbindenden  Linien  herrühren  und 
daß  diese  Änderungen  vermittels  der  Verschiebung  («,  v,  w)  aus- 
gedrückt sind. 

1)  Es  Bei  verwicHen  »af  eine  Arbeit  von  F.  H.  CiUey,  Atner.  J.  of  Scioice 
(SOtiman),  (Ser.  4),  vol.  11  (laoi). 

S)  S.  Eiuleituug  und  vgl,  Bemerkung  B  am  Ende  dieneB  Bucbaa.       , 
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SaiDt-YeDant')  gelangte  zu  Gauchys  Resultat  durch  geeignete 
Anwendung  der  GreetiBchen  Methode,  d.  h.  mit  Benutzung  der  Energie- 
Funktion.  Die  von  ihm  g^^bene  Ableitung  ist  von  K.  Pearson*)  einer 
Kritik  unterzogen  worden  und  kanu  nicht  als  richtig  angesehen  werden. 
Die  Greensche  Original  Untersuchung*)  scheint  auf  den  Fall  gleich- 
fÖruiiger  Anfangsspannung  in  einem  unbegrenzten  elastischen  Medium 
beschränkt  zu  sein,  und  die  gleiche  Einschränkung  trifft  fUr  Lord 
Eelrins  Auseinandersetzung  über  die  Greensche  Theorie^)  zu. 

1)  J.  de  Math.  (LiouvtlUJ  (S6r.  2),  t.  8  (1863), 

2)  Todbuutei  uod  Feu«oas  Sistoty,  toI.  2,  p.  Sl,  85. 

S)  Siehe  die  in  der  Einleitaug,  FoSnote  81,  angezogene  Abhandlung. 
4)  Baltimore   Lecturee  on  Molecular  Dynamics  and  the    Wave  Tbeory  of 
Light,  London  19M,  p-  228  ff. 
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Kapitel  IV. 

Die  Bexiehang  zfflscheu  der  mathematisclieii  ElkstizitAtstheorle 
und  der  technischen  KecliBnik. 


§  76.  Besohränkimgeii  der  niatlismatischeiL  Theori«. 
Zweck  dieses  Kapitels  ist,  eine  möglichst  klare  VorstelluDg  von 
dem  Ziel  und  den  Beschränkungen  der  mathematischen  Theorie  in 
ihrer  Anwendung  auf  praktische  Fragen  zu  geben.  Die  Theorie  ist 
entwickelt  flr  Körper,  die  bei  konstanter  Temperatur  allmählich  von 
einem  spannungslosen  Anfangszustande  zu  einem  Endzustande  ver- 
zerrt werden,  der  so  wenig  vom  spannungslosen  Zustand  abweicht, 
dafi  Quadrate  and  Produkte  der  Verschiebungen  vernachlässigt  werden 
können;  des  weiteren  baut  sie  sich  auf  auf  dem  Hookeschen  Gesetz 
in  seiner  in  den  Sätzen  von  §  6-1  g^ebenen  Verallgemeinerung.  Be- 
kanntlich gehorchen  aber  viele  bei  Bauwerken  usw.  verwendeten 
Materialien,  wie  Gußeisen,  Bausteine,  Zement,  dem  Hookeschen  Ge- 
setze bei  beliebigen  beobachtbaren  Verzerrungen  nicht.  Auch  ist  be- 
kannt, daß  diejenigen  Stoffe,  die  diesem  Gesetze  bei  kleinen  meßbaren 
Verzerrungen  folgen,  bei  größeren  Verzerrungen  ihm  nicht  gehorchen. 
Die  in  §  ()4  gegebene  Fassung  des  Gesetzes  schloß  den  Satz  ein,  daß 
die  Verzerrung  bei  Entfernung  der  Last  verschwindet,  und  dieser 
Punkt  bildet  einen  notwendigen  Bestandteil  der  Theorie;  bekanntlich 
sind  aber  die  Verzert-uogs-  bezw.  Belastungsgrenzen,  innerhalb  deren 
diese  Bedingung  erfSUt  ist,  Verhältnis  müßig  eng.  Obwohl  nun  ein 
reicher  Bestand  an  experimentellen  Daten')  bezüghch  des  Verhaltens 

1)  Über  die  expcrimeatelleu  Resultate  wird  man  sich  in  Lehrbüchern  der 
angewandten  Mechanik  □ntenichten  kOnnen.  Folgende  BUchei  seien  eiwUnt: 
W.  J.  M.  Rankine,  Applied  Mecha nies,  1.  Auflage,  London  1858  <ist  in  zahbeicfaen 
neueren  Auflagen  erschienen);  W.  C.  Unwin,  The  teetiiig  of  materiah  of  coiisinic- 
tion,  London  188H;  J.  A.  Ewing,  The  Siremjth  of  Mater  in  Is,  Cambridge  1899; 
Flainant,  Stabüite  de«  conslrueliotts,  ResisiaHci:  des  mat&iaux,  Paris  1896;  C.  Bach, 
£lagtixität  und  Festigkeit,  2.  Auflage,  Berlin  18'J4;  A.  Föppl,  Vorlesungen  fibfr 
teOmitiche  Sfedtanik,  Bd.  8,  Festigkeitslehre,  Leipzig  1900.  Sehr  wertvolle  Biperi- 
montaluntersuchnngen  wurden  neuerdings  von  J.  Banschinget  angestellt  und  von 
ihm  veröffentlicht  in  den  Mitteilungen  aus  dem  iiieehaiiisrh-leehnisdieii  Labora- 
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solcher  Körper  vorliegt,  auf  die,  den  gegebenen  Verhältnissen  nach, 
die  mathematische  Theorie  ai'cht  anwendbar  ist,  so  scheint  es  doch, 
daß  die  Erweiterungen  der  Theorie,  die  nötig  wären,  um  jene  Datea 
mit  zu  umfassen,  unausführbar  sind,  solange  nicht  größere  Voll- 
ständigkeit in  dem  experimentellen  Material  erzielt  worden  ist. 

Die  Beschränkung  der  Theorie  auf  Verhältnisse,  wo  die  Ver- 
zerrung bei  Entfernung  der  Last  verschwindet,  drückt  man  gewöhn- 
lich mit  den  Worten  aus:  der  Körper  soll  innerhalb  der  Grenzen 
der  „vollkommenen  Elastizität"  verzerrt  werden.  Die  Beschränkung 
auf  Verhältnisse,  wo  die  meßbare  Verzerrung  der  Belastung  propor- 
tional ist,  druckt  man  zuweilen  so  aus,  daß  man  sagt:  der  Körper 
soll  innerhalb  der  „  Proportionalita tsgrenzen"  (engl,  „limits  of  linear 
elasticity")  verzerrt  werden.  Der  Ausdruck  „Elastizitätsgrenze"  wird 
bald  in  dem  einen,  bald  in  dem  andern  Sinne  gebraucht,  die  Grenzen 
selbst  werden  zuweilen  mit  Hilfe  einer  Spannung,  d.  h,  einer  Last 
pro  Flächeneinheit,  zuweilen  auch  mit  Hilfe  der  zu  messenden  Ver- 
zerrung bezeichnet. 

Wenn  die  Verzerrung  nach  Entfernung  der  Last  nicht  verschwindet, 
80  bezeichnet  man  die  Verzerrung,  die  zurückbleibt,  wenn  die  Last 
entfernt  ist,  als  „Rückstand"  oder  „bleibende  Formänderung"  (engl,  „set") 
und  den  Überschuß  der  durch  die  Last  bewirkten  Verzerrung  über 
den  Rückstand  als  „elastische  Verzerrung"  oder  „Federung"  (engl. 
,elastic  strain").  Die  Verzerrung  setzt  sich  dann  zusammen  aus  bleiben- 
der Formänderung  und  elastischer  Verzerrung.  Ein  Körper,  der  ver- 
zerrt werden  kann,  ohne  einen  Rückstand  zu  behalten,  befindet  sich, 
wie  man  wohl  sagt,  im  „Zustand  der  Muße"  bis  hin  zu  der  Grenze, 
wo  die  Veraerrung  einen  Rückstand  zu  hinterlassen  beginnt. 

g  77.  Diagramme  von  Spannang  tmd  Verzemmg. 
Eines  der  wichtigsten  Hilfsmittel  für  die  wissenschaftliche  Er- 
forschung der  Eigenschaften  der  durch  Spannung  beanspruchten  Stoffe 
besteht  in  der  Benutzung  solcher  Dingramme.  Man  zeichnet  sie  in 
der  Regel  so,  daß  man  die  ausgelöste  Verzerrung  als  Abszisse  und  die 
Spannung,  die  sie  bewirkt,  als  entsprechende  Ordinate  aufträgt.  Bei 
den  meisten  Stoffen  wühlt  man  für  diese  Art  der  Untersuchung  den 
Fall  der  Dehnung  von  Stäben;  in  dem  Diagramm  stellt  die  Ordinate 
die  angreifende  Spannung  und  die  Abszisse  die  Dehnung  einer  Linie 
dar,   die  auf  dem  Stabe   in  seiner  Längsrichtung   nahe  der  Mitte  ge- 

torium  .  .  .  in  München;  diese  CDterBiichnagen  Rind  tou  A.  FCppl  fortgesetBt 
worden.  Neue  Tatsachen  bezüglich  der  Natur  des  elagtiscben  BOckatands  in 
Hetallen,  die  eicli  wabncheinlicb  als  sebr  wichtig  erweisen  werden,  sind  zutage 
gefördert  von  J.  A.  Ewing  nnd  W.  Rosenhain,  Phil  Tritns.  Roy.  Soc.  (Ser.  A), 
voIb.  198,  196  (1900,  1901). 
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zogen  ist.  Die  Dehnung  wird  durch  ii^end  eine  Art  von  Extenso- 
meler^)  gemesBen.  Die  Last  in  jedem  Augenblick  ist  bekannt,  und 
man  berechnet  die  Spannung,  indem  man  die  Last  Über  den  Quer- 
schnitt des  ProbeBtabs  im  An&ngszuBtand  gleichmäßig  verteilt  an- 
nimmt. Sollte  eine  beträchtliche  Kontraktion  des  Querschnitts  ein- 
treteo,  so  würde  mau  die  Spannung  zu  klein  herausrechnen.  Die 
FeBtigkeitsmaschine,  mit  der  man  die  Experimente  anstellt,  ist  bis- 
weilen mit  einem  automatisch  arbeitenden  Kegistrierapparat*)  versehen, 
der  die  Kurve  zeichnet;  allerdings  geschieht  dies  bei  verschiedenen 
Maschinen  typen  nicht  in  durchaus  befriedigender  Weise.') 

Es  ist  klar,  daß  im  allgemeinen  die  durch  derartige  Versuchs- 
anordnungen  aufgezeichneten  Größen  die  in  der  angegebenen  Weise 
berechnete  Spannung  und  die  von  ihr  unmittelbar  hervorgerufene 
Dehnung  sind.  Es  bedarf  spezieller  Beohachtungs-  und  Versucha- 
methoden,  wenn  die  elastische  Verzerrung  vom  Rückstand  unterschieden 
und  die  verschiedenen  Eicflfisse  der  Zeit  berechnet  werden  sollen. 

Der  allgemeine  Charakter  der  Kurve  fOr  mäßig  feste  Metalle  im 
Falle  der  Dehnung  ist  heutzutage  genau  bekannt.  In  einem  beträcht- 
lichen Bereiche  der  Spannung  verläuft  sie  nahezu  geradlinig.  Dann 
folgt  ein  Stück,  wo  die  Kurve  im  allgemeinen  nach  unten  zu  konkav 
ist,-sodaß  die  Verzerrung  schneller  wächst,  als  wenn  sie  der  Spannung 
proportional  wäre;  in  diesem  Teil  kommt  die  Verzerrung  hauptsäch- 
lich auf  dauernde  Formänderung  hinaus.  Nimmt  nun  die  Spannung 
weiter  zu,  so  kommt  ein  Gebiet  deutlich  ausgeprägter  Unstetigkeit, 
in  dem  ein  geringes  Anwachsen  der  Spannung  eine  bedeutende  Zunahme 
der  bleibenden  Formänderung  zur  Folge  hat.  Den  Punkt,  wo  dies  Ver~ 
halten  beginnt,  bezeichnet  man  als  die  „FUeß^enztf^  {„Streckgrem^' ,  engl. 
„Yidd-Tointf').  Nach  weiterer  beträchtlicher  Steigerung  der  Spannung 
beginnt  der  Stab,  an  einer  Stelle,  die  augenscheinlich  durch  zufällige 
Umstände  bestimmt  ist,  steh  einzuschnüren  und  zerreißt  dort  schließ- 
lich. Zu  Beginn  dieser  örtlichen  Einschnürung  läßt  die  Beanspruchung 
gewöhnlich  ein  wenig  nach,  und  der  Stab  zerreißt  bei  einer  geringeren 
als  der  maximalen  Spannung.  Die  Maximalspannung  vor  dem  Bruch 
wird  „Zerreiß-"  oder  „Zugfestigkeit"  (engl,  „breaking  stress",  „tenacity") 
des  Materials  genannt,  die  erforderliche  Last  heißt  „Bruchbelastung". 

Figur  8  zeigt  den  Verlauf  der  Kurve  für  Schweißeisen.  Sie  gibt 
eine  der  Bauschingerschen  Kurven  verjüngt  wieder.  Ahnliche  Dia- 
gramme für  weichen  Stahl  sind  in  vielen  Büchern  abgebildet.  Ä  ist 
die  Proportioualitätsgreaze;  zwischen  A  und  S  wächst  die  Verzerrung 


1)  VerBcbiedene  Arten  von  ExteaBometem  sind  beechrieben  von  Ewinj;  und 

2)  Unwin,  loc.  dt. 

S)  BauBchinger,  Mitleilungen,  XX  (1»91|. 
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viel  9chiieUer  als  zwischen  0  und  A  und  in  wechselndem  Verhältnis,  B 
ist  die  Fließgrenze,   und  D  stellt   die   Maxim alapannimg  dar.    Fig.  9 


ist  nach  einer  der  Bauschingeischen  Kurven  für  Gußeisen  wieder- 
gegeben. Proportionaliföt  läßt  sich  tu  merklichem  Umfange  nicht 
nachweisen,  daher  auch  keine  Proportionalitätsgrenze;  ebenso  iällt  die 
Ji'ließgrenze  weg. 

In  der  gleichen  Weise  kann  man  für  Druck  und  Verkürzung 
Diagramme  konstruieren,  ihre  Qestalt  weicht  aber  Ton  obigen  im 
allgemeinen  ab.  Bei  Gußeisen  ist  nachgewiesen,  daß  die  Kurve  stetig 
durch  den  Anfangspunkt  geht  und  hier  einen  Wendepunkt  hat.') 


§  78.  ElastizitätBgreBZen. 
Aus  den  Diagrammen  ist  nicht  zu  entnehmen  die  Grenze  der 
Tollkommenen  Elastizität,  wenn  dieüelbe  von  der  Proportionalitäts- 
grenze abweicht.  Die  Regel  ist,  daß  diese  Grenzen  voneinander  ver- 
schieden sind,  und  zwar  liegt  die  erstere  unter  der  letzteren.*}  Die 
numerischen  Werte  der  Grenzen  für  Dehnung  und  Verkürzung  haben 
bei  einem  und  demselben  Probestab  gewöbnlicli  verschiedene  Beträge. 
Die  Grenze  der  vollkommenen  Elastizität  für  irgend  einen  Spannungs- 
typus würde  sich  bestimmen  durch  die  größte  Spannung,  die  keine 
bleibende  Formänderung  bewirkt;  das  Experiment  jedoch  kann  nur 
etwas  aussagen  über  die  kleiuste  Spannung,  bei  der  ein  solcher  Rück- 
stand mittels  unserer  Instrumente  noch  nachweisbar  ist.  Die  Propor- 
tionalitätsgrenze ist  zwar  aus  den  Diagrammen  erkennbar,  jedoch 
spielt  auch  bei  ihr  dieselbe  Unsicherheit  herein   wie  bei  der  Grenze 


1)  Siebe  z.  B.  Ewing,  foc.  eil.,  p.  ai 

2)  Bauschinger,   Mittfihiiigeii,  XIU  (1886). 
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der  vollkommenea  Elastizität,  insofern  ihre  Bestimmung  von  dem 
Grad  der  Genauigkeit  abhängt,  mit  der  sich  did  Di^ramme  zeichnen 
lassen. 

Man  kann  die  Proportionalitätsgrenze  durch  Überanstrengung 
des  Materials  hinauf  setzen.^)  Wenn  ein  Stab  aus  nicht  besonders 
hartem  Stahl  über  die  EiastizitUtsgrenze  und  selbst  Über  die  FlieB- 
grenze  hinaus  belastet  und  diese  Belastung  solange  aufrecht  erhalten 
wird,  bis  ein  dauernder  Zustnnd  erreicht  ist,  so  zeigt  sich,  daß  er 
hernach  bis  zu  einer  höheren  Grenze  dem  Proportionalitätsgesetze  folgt 
als  zuvor.  Entfernt  man  die  Last  und  läßt  den  Stab  einige  Zeit  lang 
unbelastet,  so  ergibt  sich,  daß  diese  Grenze  noch  weiter  hinaufgesetst 
ist  und  womöglich  über  der  Beanspruchung  liegt,  die  mit  der  Übei> 
anstrengung  verknSpft  war. 

Andererseits  können  die  Elastizitätsgrenzen  durch  Überanstrengung 
des  Materials  auch  herabgesetzt  werden.*)  Wenn  man  einen  Stab  aus 
Eisen  oder  weichem  Stahl  über  die  Fließgrenze  hinaus  beansprucht, 
dann  entlastet  und  sofort  wieder  belastet,  so  zeigt  er  sich  sehr  un- 
vollkommen elastisch,  und  seine  Proportionalitätsgrenze  ist  stark  ge- 
sunken; bleibt  aber  der  Stab  einige  Tage  unbelastet,  so  findet  man, 
daß  er  sich  von  den  Wirkungen  der  früheren  Überanstrengung  teil- 
weise erholt  hat,  und  zwar  ist  die  Erholung  umso  vollständiger,  je 
länger  die  Ruhezeit  währt.  Schmiedeeisen  erholt  sich  bedeutend 
schneller  als  Stahl. 

Bei  Gußeisen,  das  noch  nicht  zu  Versuchszwecken  gedient  hat, 
bewirkt  jede  Last,  die  eine  meßbare  Verzerrung  hervorruft,  eine  ge- 
wisse bleibende  Formänderung,  und  Proportionalität  findet  in  merk- 
lichem Umfange  nicht  statt.  Nach  einigen  Belastungen  und  Ent- 
lastungen nähert  sich  das  Verhalten  des  Metalls  mehr  und  mehr  dem 
der  übrigen  Metalle,  wie  es  beispielsweise  in  Fig.  8  geschildert  ist. 
Dies  legt  den  Gedanken  nahe,  daß  die  bei  den  ersten  Versuchen  ein- 
tretende bleibende  Formänderung  in  der  Entfernung  eines  Zustands 
von  Anfangsspannung  besteht. 

Auch  die  Fließgrenze  wird  durch  Überanstrengung  hinaufgesetzt, 
wenn  die  ursprüngliche  Beanspruchung  über  der  urspröngliehen  Fließ- 
grenze liegt;  der  Betrag,  um  den  sie  gehoben  wird,  wächst,  wenn 
man  eine  gewisse  Ruhepause  gewährt;  er  wächst  noch  mehr,  wenn 
die  Belastung,  die  mit  der  ursprünglichen  Überanstrengung  verknüpft 
war,  konstant  gehalten  wird.  Man  bezeichnet  diese  Wirkung  als 
„Versteifung  durch  Überanstrengung". 

Folgende  Tabelle*)  liefert  einige  Beispiele  für  die  Proportionati- 

II  Ibid. 

31  Siehe  z.  B.  Ewing,  loc.  cit,  p.  33  ff.  und  die  Tafeln  in  Bauschingers 
Mitteilungen,  XIII. 

8i  Ausgezogen  ane  Resultaten   von  Bauachinger,  MiitfUungen,  XIII.    ^Vir 
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i&tsgrenxe  xmA  Fließgrenze  einiger  Eisenartes.  Die  in  Atmosphären 
angegebenen  Werte  gelten  in  allen  Fällen  für  einen  einzelnen,  noch 
nicht  zu  Versuchszwecken  benutzten  Probeatab. 


HetaU 

ElastiziUltsgreDze  1 

Fließgrenze 

Gußeiaen 

(ßefläemer)  Stahl  . . . 

1410                 \ 

1           isaa 

. .  i|               2390 

!'               2680 

1780 

ISSO 

218ü 
2780 
2960 
2660 

§  79.  Zeitliolte  WlTkangsii.  FlaBtizität. 
Die  Länge  der  Zeit,  während  der  ein  Körper  eine  beträchtliche 
Beanspruchung  erleidet,  beeinflußt  im  allgemeinen  die  hervorgebrachte 
Verzerrung,  und  die  Länge  der  Zeit,  während  der  ein  Körper,  den 
man  verzerrt,  unbelastet  gewesen  ist,  beeinflußt  im  allgemeinen  den 
Grad,  bia  zu  dem  er  seine  ursprungliche  Gestalt  wieder  annimmt.  Die 
letztere  Erscheinung  wurde  von  W,  Weber  1835  entdeckt  und  wird 
elastische  Nachwirkung  (^ngl.  dasHc  after-working)  genannt;  die  erstere 
Tatsache  scheint  zuerst  von  Vicat')  im  Jahre  1834  bemerkt  zu  sein. 
Wenn  ein  Körper  über  die  Grenze  der  vollkommenen  Elastizität 
hinaus  verzerrt  worden  ist  und  dann  entlastet  wird,  so  verringert  sich 
allmählich  die  bleibende  Formänderung.  Der  Körper  kehrt  zu  seiner 
ursprünglichen  Form  nie  wieder  ganz  zurück;  die  endgültige  Defor- 
mation heißt  „dauernder  Rückstand",  „dauernde  Formänderung"  oder 
„Deformationsrest"  (engl,  „permanent  set"),  der  Teil  der  Verzerrung, 
der  allmählich  verschwindet,  heißt  „Nachfederung"  (engl,  „elastic  after- 
strain").  Um  die  von  Vicat  beobachtete  Wirkung  zu  erzielen,  braucht 
mau  im  allgemeinen  beträchtliche  Spannungen.  Er  fand,  daß  Drähte, 
die  durch  ein  Viertel  der  Bruchbelastung  gestreckt  gehalten  wurden, 
während  der  ganzen  Dauer  seiner  Experimente  (33  Monate)  die  Länge 
beibehielten,  zu  der  sie  durch  diesen  Zug  gedehnt  wurden,  während 
ähnhche  Driihte,  die  mit  der  halben  Bruchbelastung  gedehnt  wurden, 
ein  merkliches  allmähliches  Anwachsen  der  Dehnung  aufwiesen.  Das 
allmähliche  Fließen  stark  gespannter  fester  Körper,  wie  es  durch  diese 


kennen  aetzen;  1000  Atmoaphilren  =^  6,50  Tonnen  pro  Quadrataoll  ^  1,0186  x  iC 
C.  G.  S.-SpaDUUDgaeinheiten, 

1)  De  tili  ß^mbt/cini  vi  Elantica-  GOttingen  1841.  Äbdmck  eioer  der 
KiiniiiUchen  Geseltscha/'t  drr  Wissenschaften  !»  Giittingen,  1B35,  vorgelegten  Ab- 
hnndinng,  übersetzt  in  den  Ana.  Ptiys.  Chem.  (Poggendcrff) ,  Bde.  84  (1835) 
nnd  64  (1841). 

2i  Xote  sur  l'alhngemeiit  progressif  du  fd  de  fer  soximis  ä  diverses  teiisioiis. 
jMHoIffi  des  pont»  ft  diaiissees,  1er  semesire,  1884, 

Digitizccoy  Google 


Plastizit&t.    Z&higkeit.  139 

EzperimeDte  dargetan  wird,  ist  von  H.  Tresca')  zum  Gegenstand  einer 
erschöpfenden  Untersuchung  gemacht  worden.  Er  stellte  mit  Metallen 
Loch-  uad  Quetschversuche  an  und  gelangt«  zu  Resultaten,  die  durauf 
schließen  Inseen,  daß  alle  festen  Körper,  wenn  sie  sehr  großem  Druck 
unterworfen  werden,  schließlich  fließen,  d.  h.  eine  bleibende  Form- 
änderung erfahren,  die  mit  der  Zeit  xunimmt.  Diese  Fähigkeit  der 
festen  Körper,  bei  starker  Spannung  zu  fließen,  heißt  Plastieität.  Ein 
Körper  heißt  „hart"  (engl,  „hard"),  wenn  die  Kraft,  die  nötig  ist,  um 
eine  beträchtliche  bleibende  Formänderung  hervorzubringen,  groß  ist, 
„weich"  oder  „plastisch"  (engl,  „soft",  „plastic"),  wenn  sie  klein  ist. 
Eine  Substanz  muß  als  „flflssig"  bezeichnet  werden,  wenn  beträcht- 
liche bleibende  Formänderung  durch  eine  beliebige  noch  so  kleine 
Kraft  bewirkt  werden  kann,  falls  letztere  nur  hinreichend  lange  wirkt. 
Bei  Debnungs versuchen  zeigt  sich  eine  gewisse  Plastizität  des 
Materials,  sobald  die  Proportionalitätsgrenze  überschritten  ist.*)  Ent- 
fernt man  den  über  diese  Grenze  hinausgebenden  Teil  der  Beanspruchung, 
so  kann  man  einen  gewissen  Rückstand  beobachten;  dieser  Rückstand 
nimmt  aber  ab  mit  einer  Geschwindigkeit,  die  selbst  abnimmt.  Hält 
man  die  Belastung  aufrecht,  so  wachst  allmählich  die  Verzerrung  und 
erreicht  nach  Verlauf  einiger  Zeit  einen  konstanten  Wert.  Wird 
mehrere  Male  entlastet  und  belastet,  so  nimmt  sowohl  der  KOckstand 
wie  die  elastische  Verzerrung  zu.  Nichts  von  alledem  beobachtet 
man,  wenn  die  Beanspruchung  unterhalb  der  Proportionalitätsgrenze 
liegt.  Die  Möglichkeit  solcher  plastischer  Wirkungen  ist  geeignet, 
die  Versuchsergebnisse  zu  komplizieren,  denn  wenn  zwei  gleiche 
Probestäbe  ungleich  schnell  belastet  werden,  wird  der  schneller 
belastete  eine  größere  Zugfestigkeit  lind  eine  kleinere  seh  ließ  liehe 
Dehnung  zeigen  als  der  andere.  Derartige  Unterschiede  sind  in  der 
Tat  beobachtet  worden*);  man  hat  jedoch  gezeigt*),  daß  unter  den 
gewöhnlichen  Versuchsbedingungen  Verschiedenheiten  in  der  Be- 
las  tu  ng^esch  windigkeit  die  Resultate  nicht  merklich  beeinflussen. 

§  80.  Zähigkeit  fester  Körper. 
„Zähigkeit"  („innere  Reibung",  engl,  „viscosity")  ist  ein  allgemeiner 
Ausdruck  für  alle  jene  Eigenschaften  des  Stoffes,  kraft  deren  der  Wider- 
stand, den  ein  Körper  irgend  einer  Umgestaltung  entgegensetzt,  von  der 
Geschwindigkeit  abhängt,  mit  der  diese  Veränderung  sich  vollzieht.  Das 
Vorhandensein  zäher  Widerstände  schließt  eine  Zerstreuung  der  Energie 

1)  JRin«,  MhnoWts  .  .  .  par  divers  satans,  tt,  18  (1868)  und  20  (ISTaj,     Bin 
Bericht  3b«r  einige  Experimente  Trescae  findet  sich  bei  L'nwin,  loc.  cit..,  p.  4G  ff. 
8)  BauBchinger,  Mitteilungen,  XIII  (188t;). 
8)  Vgl.  Unwin,  lor.  «"(.,  p.  89. 
4)  Bauschingec,  MitUHungen,  XX  (I89lj. 
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der  Substanz  in  sich:  die  kinetische  Energie  der  Massenbewef^uug 
geht,  wie  man  allgemein  annimmt,  in  kinetische  Energie  molekularer 
Erregung  über.  Falls  elastische  Körper  eine  solche  Eigenschaft  be- 
sitzen, 80  würde  sie  sich  am  auffallendsten  in  dem  Nachlassen  der  in 
dem  Körper  hervorgerufenen  Schwingungen  Süßem.  Eiu  beliebig  ge- 
formter Körper  werde  gestoßen  oder  sonstwie  plötzlich  in  Erschütte- 
rung versetzt  Er  gerät  dann  in  mehr  oder  minder  schnelle  Schwin- 
gungen, und  die  in  ihm  ausgelösten  Spannungen  würden,  wenu  tat- 
sächlich Zähigkeit  vorliegt,  zum  Teil  von  den  Verschiebungen  und 
zum  Teil  von  der  Geschwindigkeit,  mit  der  sie  hervorgerufen  werden, 
abhängen.  Der  von  der  Änderungsgeschwindigkeit  abhängende  Teil 
der  Spannungen  würde  als  zäher  Widerstand  in  die  Erscheinung 
treten  und  schließlich  die  Schwiugungsbewegung  zerstören.  Nun  zer- 
stört sich  tatsächlich  die  schwingende  Bewegung  elastischer  fester 
Körper  im  Laufe  der  Zeit,  diese  Dämpfimg  scheint  aber  nicht  die 
Folge  zäher  Widerstände  vom  gewöhnlichen  Typus  zu  sein,  d.  h. 
solcher  Widerstände,  die  den  Verzerruugsgesch windigkeiten  propor- 
tional sind.  Lord  Kelvin')  hat  dargelegt,  daß,  wenn  man  es  mit  einem 
derartigen  Widerstaude  allein  zu  tun  Mtte,  die  entsprechende  Ab- 
nahme der  Schwingungsamplitude  in  der  Zeiteinheit  umgekehrt  pro- 
portional dem  Quadrat  der  Periode  sein  würde:  eine  Reihe  von  Ex- 
perimenten, Drillungsschwingungen  betreffend,  zeigte  aber,  daß  dies 
Gesetz  in  Wirklichkeit  nicht  erfüllt  ist. 

Lord  Kelvin  zeigte,  daß  man  von  dem  Nachlassen  der  Schwin- 
gungen sich  Rechenschaft  geben  könne  durch  die  Annahme,  daß  selbst 
bei  den  sehr  kleinen  mit  schwingenden  Bewegungen  verknüpften  Ver- 
zerrungen die  elastische  Nachwirkung  und  Plastizität  ins  Spiel  kommt. 
Letztere  sowohl  wie  die  zähen  Widerstäude  vom  gewöhnlichen  Tjpus 
fallen  in  die  Klasse  der  //ysfer£Sj£- Erscheinungen.  Diese  alle  haben 
das  gemein,  daß  der  Zustand  des  betreffenden  Körpers  in  jedem  Augen- 
blick von  seinen  früheren  Zuständen  sowohl  wie  von  den  äußeren  Be- 
dingungen (Kräften,  Temperatur  usw.),  die  in  dem  Augenblick  vor- 
walten, abhängig  erscheint.  Hysteresis  schließt  stets  Irreversibilität 
in  der  Folge  von  Zuständfn,  die  der  Körper  durchläuft,  in  sich  und 
wird  im  allgemeinen  auf  die  molekulare  Struktur  des  Stoffes  zurück- 
geführt.    Dementsprechend  haben  verschiedene  Forscher*)  Molekular- 

1)  Sir  W.  Thomaon,  Artikel  „Elaaticitj",  Jiiiey.  Brit.,  bezw.  Malli.  anil  Riys. 
Papers,  vol.  3,  Cambridge  1H90,  p,  27. 

3)  Folgende  seien  erwühnt:  J.  C,  Maxwell,  Artikel  „Constitution  of  Bodiea", 
fJiicy.  Brii ,  oder  Scientific  Papers,  vol.  2,  Cambridge  IH'JO;  J,  li.  Butcber,  London 
Mafh.  Soc.  Proc,  vol.  H  rl8771;  O.  E.  Meyer,  J.  f.  Math.  (Grelle).  Bd.  78  (1874); 
L.  Boltzmann,  ,1mji,  Phij.s.  Chnii.  i Pnggeiid'irffj ,  Ergzgsbd.  7  (1M78).  Einen  vor- 
treff lieben  Bericht  über  die  Theorien  ßndot  der  Leeer  in  dem  Artikel  von 
F.  Braun  in  WinkelmannB  Hnnilhuch  iler  Physik,  Bd.  1  (Urealau  1891),  p.  3!1— S43. 
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wirkuDffstheoriea  ersoDaen,  um  die  Zähigkeit  und  die  elastische  Kach- 
wirkuug  zu  erklären. 

§  81.  Äolotropie  infolge  daaernder  Formänderung. 
Eine  der  Veränderui^en,  die  ein  Körper  erleidet,  der  eine  dauernde 
Formänderung  erfahren  hat,  kann  die  sein,  daß  das  früher  isotrope 
Material  äolotrop  wird.  Das  bekannteste  Beispiel  hierfßr  ist  das  eines 
durch  dauernde  Torsion  äolotrop  gewordenen  Stabes.  War  bürg')  fand, 
daß  die  elastischen  Erscheinnngen  an  einem  Kupferdraht,  dem  ein 
dauernder  Drall  mitgeteilt  war,  sämtlich  sich  durch  die  Annahme 
erklären  ließen,  daß  die  Substanz  des  Drahtes  die  Äolotropie  eines 
KristaUs  aus  dem  rhombischen  System  angenommen  habe.  Wurde 
au  den  Draht  ein  Gewicht  gehäugt,  so  bewirkte  dieses  außer  einer 
Dehnung  einen  kleinen,  mit  einer  teilweisen  Entdrillung  des  Drahtes 
gleichwertigen  Schub*);  es  war  dies  eine  elastische  Verzerrung,  die 
nach  Entfernung  der  Last  wieder  verschwand.  Dies  Experiment  ist 
von  Wichtigkeit,  da  es  zeigt,  daß  das  Fabrikatiousverfahren  beträcht- 
liche Äolotropie  in  Stoffen- heryorrufen  kann,  die  im  Rohzustande 
isotrop  sind,  mithin  daß  Festigkeitsberechnungen,  die  auf  die  An- 
wendung der  Gleichungen  isotroper  Elastizität  gegründet  sind,  streng 
genommen  auf  sie  nicht  übertragen  werden  dürfen.^) 

§  H2.  Wiederholte  BelaBtnng. 
Ein  Körper  kauu  innerhalb  seiner  Elastizitätsgrenzen  wieder  und 
wieder  verzerrt  werden,  ohne  Schaden  zu  nehmen;  so  kann  eine  Uhr- 
feder Jahrelang  hundertund zwanzig  Millionen  mal  jährlich  hin-  und 
herschwingen,  ohne  an  Fedenmg  einzubüßen.  Anders  liegt  die  Sache 
aber,  wenn  ein  Körper  wiederholt  durch  plötzlich  sich  ändernde  Lasten 
über  seine  Elastizitätsgrenzen  hinaus  verzerrt  wird.  Aus  den  Experi- 
menten, die  Wöhler*)  hierüber  angestellt  hat,  schließt  man,  daß  der 
Widerstand  gines  Körpers  gegen  irgend  eine  Art  der  Deformation 
durch  schnell  wiederholte  Belastungen  ernstlich  herabgemindert  wer- 
den kann.  Das  Resultat  scheint  hinzudeuten  auf  eine  allmähliche 
Verschlechtening^l    der   Qualität   des   wiederholter    Belastung    unter- 

Eine  neuere  Cntersuchung  Qber  die  Zähigkeit  von  Metallen  und  KriatalleD  gibt 
W.  Voigt,  Ami.  J*!/«.  Vhem.  (Wüäfwann),  Bd.  47  ilBSS;. 

1)  Ann.  I'hije.  Chem.  (WUtlemamil,  Bd.  10  (1««0), 

2)  Vgl.  Lord   Kelvin,  ktc.  dt,  Math,  and  jf/tyi,  Papfrs,  vol.  3,  p.  82. 
8)  Vgl.  Unwin,  loc.  cit,  p.  25, 

4)   Ü'f  r  Feitigkeit^^-ersuche  mit  Eisen  und  Stnhl.  Berlin  1870.    Kinen  Bericht 
über  die  Wöhlerschen  Eiperimente  gibt  Unwin,  loc.  cit.,  pp,  300  ff. 

6)  Eine  andere  Erklärung  hat  K.  Pearson,  ilesneiiger  of  Math.,  vol.  20  (1890) 
vorgeschlagen. 
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worfenen  Materials;  mau  kann  dies  durch  die  Beobachtung  bestätigen, 
daß  Stäbe  nach  zahlreichen  Belastungen  und  Entlastungen  bei  einer 
Beanspruchung  zerreißen  können,  die  weit  unter  der  statischen 
Bruchbelastung  liegt. 

Bauschinger')  stellte  über  denselben  Gegenstand  mehrere  luiab- 
hüngige  Versuchsreihen  an.  Die  Belastung  wurde  dabei  100  mal  in 
der  Minute  umgekehrt,  imd  die  Probestäbe,  die  so  lange  ausbielten, 
wurden  einigen  Millionen  Wiederholungen  alternierender  Spannung 
ausgesetzt.  In  einigen  Fällen  deckten  diese  Versuche,  die  das  Material 
hart  auf  die  Probe  stellten,  Blasen  in  ihm  auf,  aber  das  allgemeine 
Ergebnis  war,  daß  die  Festigkeit  eines  Stückes  durch  wiederholte  Be- 
lastung nicht  verringert  wird,  vorausgesetzt  daß  die  Last  stets  unter- 
halb der  Proportionalitütsgrenze  liegt. 

Eine  analoge  Eigenschaft  der  Körper  ist  jene,  auf  die  Lord 
Kelvin*)  aufmerksam  gemacht  hat  und  die  er  als  „elastische  Ei^ 
müdung"  bezeichnet.  Er  beobachtete,  daß  die  Dritlungsschwingungen 
von  Drähten  viel  schneller  nachlassen,  wenn  man  die  Drähte  Stunden 
oder  Tage  lang  hatte  schwingen  lassen,  als  dann,  wenn  sie  nach  einer 
Ruhepause  von  einigen  Tagen  in  Schwingung  versetzt  und  ohne  weiteres 
sich  selbst  überlassen  wurden. 

Derartige  experimentelle  Ergebniese  weisen  darauf  hin,  wie  wichtig 
ea  ist,  bei  Berechnung  der  Festigkeit  eines  Bauwerks  die  Art  und  die 
Häufigkeit  der  Beanspruchung  zu  berQcksichtigen. 

§  83.  Hypotheaen  über  die  Bedlngasgen  des  Bruchs. 
Über  die  Bedingungen,  unter  denen  ein  Körper  bricht  oder  ein 
Bauwerk  unsicher  wird,  sind  mancherlei  Hypothespn  aufgestellt  worden. 
So  nahm  Lame")  an,  daß  die  größte  Zugspannung  notwendig  unter 
einer  gewissen  Grenze  liegen  müsse.  Poncelet*)  und  nach  ihm  Saint- 
Venant^)  machten  die  Annahme,  daß  die  größte  Dehnung  unterhalb 
einer  gewissen  Grenze  liegen  müsse.  Bei  einem  auf  Dehnung  be- 
anspruchten Stab  ergeben  diese  Hypothesen  dasselbe  Maß  0r  die  Bmch- 
g^ahr,  aber  im  allgemeinen  führen  sie  zu  verschiedenen  Grenzen  für  die  zu- 
lässige Belastung.*)    Tresca  andererseits  und  nach  ihm  G.H.Darwin') 

1)  Mitteilungen,  XX  (1891)  und  XXV  (1893),  herausgegeben  von  Föppl. 

2)  Loe.  CiL,  Math,  and  Thys.  Papers,  vol.  3,  p.  22. 

5)  Siebe  z.  B.  die  in  der  Einleitung  (Fußnote  39)  angezogene  Abbandlung 
Ton  Lama  und  Clapejron. 

4)  Siehe  Todhnnter  und  Peareona  History,  vol.  1,  art  99&. 

6)  Siehe  inabesondere  den  Historiqw:  Abrege  in  Saint-Venants  Ausgabe  der 
Ltiiin»  de  Navier,  p.  CXCIX-CCV. 

6)  Beispiele  betreiTend  siehe  Todhunter  und  PearBons  History,  vol.  1,  p.  6b0 
FuBnote. 

T)  „On  the  Btiesxee   produced   in  the   interior  of  tbe   Earth  by  the  wei^t 
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benutzen  ak  Maß  fSr  die  Bnichgefahr  die  MaximaldifFeresz  zwischen 
der  größten  und  kleinsten  Hauptspannung,  und  eine  nicht  erheblich 
abweichende  Grenze  würde  man  erhalten,  wenn  man  mit  Coulomb') 
annimmt,  daß  der  größte  in  dem  Material  verursachte  Schub  ein  Maß 
för  jene  Gefahr  bietet.  Eine  interessante  Modifikation  dieser  An- 
scliauung  hat  0.  Mohr*)  angedeutet  und  geometrisch  ausgeführt.  Die- 
selbe würde  es  uns  ermöglichen,  die  mögliche  Abhängigkeit  der 
Sicherheitsbedingung  von  der  Natur  der  Last,  d.  h.  von  der  Art  der 
im  Körper  ausgelösten  Spannung  zu  beurteilen.  Art  und  Weise  der 
Belastiing  und  Häufigkeit  derselben  sind  Dinge,  die  gleichf^ls  mit 
in  Rechnung  gezogen  werden  müßten.  Über  die  Bedingungen  des 
Bruchs  herrscht  noch  wenig  Klarheit,  möglich  erweise  hängen  sie  von 
solchen  und  andern  zufälligen  Umständen  ab.  Die  Frage  ist  gleich- 
zeitig sehr  wichtig,  da  eine  befriedigende  Beantwortung  derselben  in 
manchen  Fällen,  wo  Bauwerke  unerwartet  als  zu  schwach  sich  er- 
weisen, die  Ursachen  aufdecken  und  iu  andern  Fällen  den  Weg  finden 
lassen  würde,  Material  zu  sparen,  ohne  die  Sicherheit  in  Frage  zu 
stellen. 

Bei  all  diesen  Hypothesen  wird  vorausgesetzt,  daß  die  Spannung 
oder  Verzerrung,  die  in  einem  Körper  von  gegebener  Form  durch 
eine  gegebene  Belastung  tatsächlich  hervorgerufen  wird,  irgendwie 
berechnet  werden  kann.  Das  einzige  bekannte  Verfahren,  diese  Größen 
zu  berechnen,  beruht  auf  der  Anwendung  der  mathematischen  Elasti- 
zitätstheorie oder  irgend  einer  praktischen  Regel,  die  schlecht  und 
recht  eine  Folgerung  derselben  ausdrückt.  Nehmen  wir  an,  der  Körper 
sei  einem  gegebenen  Lastensystem  unterworfen  und  wir  könnten  die 
Gleichungen  des  elastischen  Gleichgewichts  bei  den  gegebenen  Rand- 
bedingungen lösen.  Dann  läßt  sich  die  Spannung  und  Verzerrung  in 
jedem  Punkt  des  Körpers  bestimmen,  und  die  Hauptspannungen  und 
Hauptdehnungen  lassen  sich  ermitteln.  Sei  T  die  größte  Hauptzug- 
spannung, S  die  größte  Differenz  zweier  Hauptspannuhgen  in  dem- 
selben Punkt,  e  die  größte  Dehnung.  T^  sei  die  aus  Dehnungsver- 
Bucheu  bestimmte  Zugfestigkeit.  Nach  der  Hypothese  der  größten 
Zugspannung  darf  dann  S  einen  gewissen  Bruchteil  von  T^  nicht  über- 
steigen. Nach  der  Hypothese  der  Maxiraalspannungsdifferenz  muß  S 
kleiner  sein  als  ein  gewisser  Bruchteil  von  T^.     Nach  der  Hypothese 

of  ContinentB  and  UountaiuB",  Phil.  Ttom.  Boy.  Soc.,  vol.  178  (1662)  Daseelbe 
Haß  wird  in  dem  Berieht  über  Prof.  Darwins  Werk  in  Kelvin  und  Taita  Nat. 
Fhü.,  II.  Teil  art.  832'  zngrande  gelegt. 

1)  „Essai  BUT  nne  application  des  rägles  de  Mazimis  etc.",  Mem.  par  divers 
Savan»,  1776,  Einleitung. 

3)  ZeiUehrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  Bd.  44  (1900).  Eine  Ana- 
einsndersetzmig  flbei  die  ÄDSchanungeu  Mohn  und  anderer  Äatoren  gibt  Voigt 
in  den  Ann.  Btys.  (Ser.  4),  Bd.  4  (IVOI). 
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der  größteD  Dehnung  endlich  darf  c  einen  gewissen  Bruchteil  von 
TJE,  wo  JS  der  Youngache  Modul  des  Stoffes  ist,  nicht  übersteigen. 
Diese  Bedingungen  lassen  sich  so  schreiben: 

T<TJO,    S<T^I1>,    e<TJ1>E, 
und   die   darin   auftretende   Zahl   *  wird   der  „Sicherbeitskoeffizient" 
genannt. 

Die  meisten  englischen  und  amerikanischen  Ingenieure  legen  die 
erste  Hypothese  zugrunde,  lassen  aber  O  von  der  Art  der  Verzerrung 
abhängen,  die  der  Körper  bei  der  Verwendung,  zu  der  er  bestimmt 
ist,  voraussichtlich  erfahren  wird.  Für  Kessel  setzt  man  den  Koeffi- 
zienten gleich  ö,  für  Träger  gleich  10,  für  Achsen  gleich  6,  für  Eiseu- 
hahnbrücken  gleich  6  bis  10  und  für  Schiffaschraubenwellen  und  auf 
plötzliche  Beliistungsumkehrung  beanspruchte  Maschinenteile  gleich  12. 
In  Frankreich  und  Deutschland  ist  vielfach  die  Hypothese  der  größten 
Dehnung  gebräuchlich. 

Neuerdings  sind  Versuche  angestellt  worden,  um  zu  ermitteln, 
welche  von  diesen  Hypothesen  die  Ergebnisse  des  Experiments  am 
besten  dnrstellt.  Die  Tatsache,  daß  kurze  Pfeiler  durch  longitudinalen 
Druck  zermalmt  werden  können,  schließt  die  Hypothese  der  größten 
Zugspannung  als  unzulässig  aus.  Wollte  man  sie  durch  eine  die  größte 
Spannung  überhaupt  betreffende  Hypothese  ersetzen,  wonach  also 
Bruch  eintreten  würde,  wenn  irgend  eine  (Zug-  oder  i)rMC&-) Spannung 
eine  gewisse  Grenze  überschreitet,  so  würden  die  Experimente  eine 
große  Bedeutung  gewinnen,  die  A.  FöppL')  mit  Körpern  angestellt 
hat,  die  sehr  starkem,  über  die  Oberfläche  gleichmäßigen  Druck  unter- 
worfen wurden;  hierbei  zeigte  sich  nämiich,  daß  Drucke,  wie  sie  ihm 
zu  Gebote  standen,  Bruch  nicht  hervorzubringen  vermögen.  Diese 
Versuche  schließen  auch  die  Möglichkeit  aus,  die  Hypothese  der  größten 
Dehnung  durch  eine  Hypothese  der  größten  Verzerrung  zu  ersetzen. 
Es  bleiben  also  noch  die  Hypothese  der  größten  Dehnung  und  die 
Hypothese  der  Muximalspannungsdifferenz  zu  prüfen.  Wehages*)  Ex- 
perimente mit  schmiedeeisernen  Blöcken,  die  in  zwei  zueinander  senk- 
rechten Richtungen  auf  gleichen  Zug  (oder  Druck)  beansprucht  wurden, 
haben  bezüglich  der  Hypothese  der  größten  Dehnung  Zweifel  hervor- 
gerufen. Aus  Versuchen  mit  Metallröhren,  die  vei-schie denen  Systemen 
kombinierter  Spannung  unterworfen  wurden,  schloß  J.  J.  Guest'),  daß 
die  Hypothese  der  Masimalspannungsdifferenz  diejeuige  ist,  die  mit 
den  Beobachtungen  am  besten  übereinstimmt.  Die  allgemeine  Tend^iz 
in  der  heutigen  technischen  Literatur  scheint  dahin  zu  gehen,  der 
Proportionalitäta-  und   der   Fließgrenze   mehr  Gewicht   beizulegen  als 

1)  MittcilungeH  (Manchen)  XXVII  (1899). 

2)  Mitteilungen  der  medtanisch-Uehnisdifn  Veraiiehsanslalt  su  Berlin,  1888. 

3)  PfiiJ.  Miig.  (Ser.  t\  vol.  43  (IMOO).    Mohr  (loc.  eil.)  kritisiert  Guest. 
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der  Qreaze  der  rollkouuneiieii  Elastizität;  und  der  Zugfestigkeit  und 
die  Bedeutung  der  dynamisclien  Festigkeitsversuclie  neben  der  der 
gewötiuliclien  statischen  Zug-  und  BiegungsTereuclie  zu  betooes. 

§  84.  Ziel  der  mathematiaclLen  Theorie  dar  Elastizität 
Zahlennerte  der  bei  praktischen  Problemen  rorkommenden  Größen 
sind  sehr  geeignet,  die  Kleinheit  der  Verzerrungen  darzutun,  wie  sie  in  als 
sicher  befundenen  Bauwerken  auftreten.  Beispiele  solcher  Werte  wurden  in 
den  §§  1,48, 71. 78  gegeben.  Eiu  Stück  Eisen  oder  Stahl,  dessen  Proportio- 
nalitätsgrenze lO'/j  Tonnen  pro  Quadratzoll  (1  Quadratzoll  6,45143  —  cm*) 
und  dessen  Fliefigrenze  14  Tonnen  pro  Quadratzoll  beträgt,  während  der 
Yonngsche  Modul  gleich  13000  Tonnen  pro  Quadratzoll  ist,  wfirde  bei 
einer  Belastung  von  6  Tonnen  pro  Quadratzoll  eine  Dehnung  im  Betrage 
von  0,00046  erfahren.  Selbst  wenn  die  Beanspruchung  nahezu  bis  zur 
Fließgrenze  gesteigert  würde,  würde  man  sehr  feine  Beobachtungs- 
mittel anwenden  müssen,  um  eine  Dehnung  festzustellen.  Die  Yer- 
uachlüssigung  von  Quadraten  und  Produkten  der  innerhalb  der  Sicher- 
heitsgrenzen  gelegenen  Verzerrungen  in  Eisen-  und  Stahlkoastruktionen 
kann  zu  ernstlichen  Fehlern  keinen  Anlaß  geben.  Die  Tatsache,  daß 
die  Elastizität  von  Metallen  bei  weit  unter  die  Proportionalitätsgrenze 
fallender  Belastung  sehr  unTollkommen  ist,  könnte  eine  ernstlichere 
Fehlerquelle  sein,  da  Rückstand  und  elastische  Nachwirkung  in  der 
mathematischen  Theorie  unberücksichtigt  bleiben;  die  Rückstände 
jedoch,  die  unterhalb  der  Proportionalitätsgrenze  vorkommen,  sind 
stets  äußerst  klein.  Die  von  ungleichmäßiger  Erwärmung  herrühren- 
den Wirkungen,  die  in  der  Theorie  eine  befriedigende  Behandlung 
nicht  finden,  sind  in  der  Praxis  von  großer  Bedeutung.  Einige  Bet- 
Bpiele  fllr  die  Anwendung  der  Theorie  auf  Fragen  der  Festigkeitslehre 
mögen  hier  genannt  sein:  Nach  der  Saint-Venantachen  Theorie  der 
Torsion  von  Prismen  läßt  sich  voraussagen,  daß  eine  Welle,  die  durch 
Torsion  ein  Kräftepaar  überträgt,  durch  das  Vorhandensein  einer 
nahezu  scharfkantigen  Rinne  oder  eines  zur  Weitenachse  parallelen 
Spalts  erheblich  geschwächt  wird.  Nach  der  Theorie  des  Gleich- 
gewichts einer  durch  eine  Kugel  begrenzten  Masse  läßt  sich  voraus- 
sagen,  daß  der  Schub  in  der  Nähe  einer  kugelformigeo  Blase  doppelt 
so  groS  sein  wird  wie  in  einer  gewissen  Entfernung.  Aus  derartigen 
Theorien  würde  zu  folgern  sein,  daß  der  Sicherheitskoeffizient  bei 
Wellen,  die  ein  Kräftepaar  fibertragen,  verdoppelt  werden  müßte,  wenn 
Hohlräame  vorkommen.  Andererseits  läßt  sich  zeigen,  daß  in  gewissen 
Fällen  eine  plötzlich  angreifende  Last  die  doppelte')  Verzerrung  hervor- 

Ij  Diea  Bcheiat  znerst  von  Poncelet  in  aeinec  Inh^odiiction  ä  bt  Mieanique 
indmtridle,  fkytUjue  et  txperimentale  vom  Jahre  1830  ansdriloklich  bemerkt  za 
sein ;  siehe  Todhnuter  und  Peareons  History,  vol.  1,  art  988. 
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rufen  kann  wie  dieselbe  Last:  bei  allmählicher  Anbringung  und  dafi 
eine  plötzlich  umgekehrte  Belastung  eine  Verzerrung  bewirken  kann, 
die  dreimal  so  groB  ist,  wie  wenn  mau  dieselbe  Last  allmäblich  an- 
greifen lieBe.  Diese  Resultate  lassen  uns  erwarten,  daß  wir  iüx  plötz- 
liche Belastungen  und  Laatumkehningen  weitere  Sicherheitskoeffizienten 
brauchen,  und  sie  lassen  vermuten,  daß  diese  Extra-Faktoren  den 
Wert  2  und  3  haben.  Eine  weitere  Beeinträchtigung  der  Festigkeit 
ist  bei  Bauwerken,  die  teilweise  aus  sehr  dünnen,  in  ihrer  Erstreckung 
auf  Druck  beanapruchtea  Stäben  oder  Platten  bestehen,  durch  die 
Möglichkeit  gegeben,  daß  diese  Teile  knicken.  Die  Knickbediiigungen 
lassen  sich  bisweilen  aus  der  Theorie  der  elastischen  Stabilität  er- 
mitteln, und  diese  Theorie  kann  dann  ein  Verfahren  an  die  Hand 
geben,  jene  Teile  durch  Stutzen  zu  sichern  und  fQr  letztere  die  ge- 
eignete Stelle  zu  bestimmen,  sodaß  bei  kleinstem  Materialverbrauch 
die  stärkste  Konstruktion  erzielt  wird;  das  Resultat  hleibt  aber,  jeden- 
falls bei  Bauwerken,  die  kleine  dauernde  Formänderungen  erleiden 
können,  ein  bloßer  Ansatz,  der  der  experimentellen  Bestätigung  be- 
darf. Überdies  beruhen,  wie  vorhin  auseinander  gesetzt  wurde,  alle 
Festigkeitsberechnungen  auf  irgend  einem  aus  der  mathematischen 
Theorie  abgeleiteten  ß«sultat. 

Genauere  Aufschlüsse  über  das  Verhalten  fester  E5rper  vermag 
die  Theorie  zu  geben,  wenn  es  sich  darum  handelt,  an  sehr  genauen 
physikalischen  Messungen  Korrektionen  anzubringen.^)  Zum  Beispiel 
ist  es  gebräuchlich,  die  Temperatur  an7,ugeben,  bei  der  Normalmaße 
die  richtige  Länge  zeigen*,  es  scheint  aber,  daß  der  Einäuß  der  Liift- 
druckschvrajikungen,  wie  sie  tatsächlich  vorkommen,  nicht  zu  klein 
ist,  um  praktische  Bedeutung  zu  haben.  Da  immer  genauere  Instrumente 
fOr  Lü n gen m essungen  ersonnen  werden,  so  liegt  wahrscheinlich  die 
Zeit  nicht  mehr  fem,  wo  der  Einfluß  der  verschiedenen  Arten  der  Untei> 
Stützung  auf  die  Länge  eines  Maßstabes  zu  berücksichtigen  sein  wird. 
Ein  Beispiel  liefert  die  Beobachtung,  daß  der  Rauminhalt  eines  Gefäßes, 
das  mit  Flüssigkeit  gefüllt  werden  boU,  wächst,  wenn  die  Flüssigkeit 
hineingegossen  wird,  offenbar  infolge  des  Überwiegenden  Drucks  in 
den  Teileu  der  Flüssigkeit,  die  sich  nahe  am  Boden  des  Gefäßes  be- 
finden. Ferner  beeinflußt  die  Durchbiegung  der  Magnetstäbe  von 
Magnetometem  die  Messung  der  magnetischen  Kraft.  Viele  von  den 
einfacheren  Ergebnissen  der  mathematischen  Theorie  werden  wahr- 
scheinlich im  Zusammenhang  mit  der  Verbesserung  der  Meßwerkzeuge 
wichtige  Anwendungen  erfahren. 

1)  Vgl.  C.  Chrea,  PhH.  Mag.  (Ser.  6),  vol.  2  (IBOl). 
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Kapitel  V. 
Qlelel^^vlclit  isotroper  elastischer  fester  Körper. 

§  85.  Rekapitulation  der  allgemeinen  Theorie. 

Als  Einleitung  zur  weiteren  Behandlung  der  Elastizitatstfaeorie  sollen 
Mer  «inige  Teile  der  allgemeinen  Theorie  ixaz  rekapituliert  werden. 

a)  Spannung.  Der  Spannungsznstand  in  einem  Punkte  eines  £{lrpers 
ist  heatimmt,  wenn  die  Spannung  auf  jede  dorch  den  Punlct  gehende 
Ebene  bekannt  ist.  Die  Spannung  .herechnet  aloh  als  Kraft  pro  Flachen- 
einheii  Bezeichnet  v  die  Sichtnog  der  Normalen  einer  Ebene,  so  wird 
die  Spannung  auf  diese  Ebene  durch  rechtwinklige  Komponenten  X^,  Y^, 
Z^  parallel  den  Koordinatenachsen  gekennzeichnet  Die  Spannnng  auf  die 
zu  V  normale  Ebene  drückt  aich  durch  die  Spannungen  anf  die  zu  den 
Koordinatenachsen  senkrechten  Ebenen  mittels  folgender  Gleichungen  aus: 

X,  =  X^  cos  (iE,  v)  +  X^  cos  (y,  v)  +  X,  cos  (e,  v) ,  \ 
Y,  —  Y^  cos  (ar,  v)  +  Y^  cos  0,  v)  +  Y,  cos  {z,  v) ,  (l) 

Z^  =  2,  cos  (x,  v)  4-  X^  cos  (if,  v)  +  Z,  cos  (z,  v) . ) 
XHe  Großen  X„  .  .  .  sind  durch  die  Gleichungen  verknüpft 

Y,  =  Z^,  Z^  =  X„  .^  —  y, .  (2) 

Die  sechs  Größen  X^,  Y^,  Z,,  F,,  Z^,  X^  sind  die  „Komponenten  der 
Spannung".  Ihre  Werte  in  einem  beliebigen  Punkt  hängen  im  allgemeinen 
Ton  der  Lage  des  Punktes  ab. 

b)  SparmungsgUichwngm.  In  einem  Körper,  der  sich  unter  der  Wir- 
kung von  Massenkr&ften  und  Oberfläcbenspannongen  im  Gleichgewicht  be- 
findet, befriedigen  die  Spannungskomponenten  in  jedem  Punkte  des  Kör- 
pers folgende  Gleichungen: 


-  + jZ-O. 
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In   diesen    Gleichungen   ist   f   die   Dicht«   and   (X,  F,  Z)    die    Massen- 
Icnft  pro  Masseneinheit. 

Die  Spannangskomponenten  genügen  auch  gewissen  Gleichungen  an 
der  Oberfläche  des  KSrpers.  Bezeichnet  v  die  Sichtung  der  nach  außen 
gezogenen  Normalen  in  einem  Punkte  der  Oberfläche  des  Körpers  und 
(X,,  y,,  Zj)  die  OberflÄchenapannung  in  jenem  Puntte,  so  müssen  die 
Komponenten  der  Spannung  in  dem  Punkte  die  Gleicbnngen  (l)  befrie- 
digen, wenn  darin  X,, ,  .  .  fttr  X„  .  .  ,  geschrieben  wird. 

c)  Verschiehwig.  Unter  der  Wirkung  der  Kräfte  ist  der  Körper 
aus  der  Konfiguration,  die  er  bei  verschwindenden  Spannungskomponent«n 
einnehmen  würde,  verschoben.  Bezeichnet  (x,  y,  e)  den  Ort  eines  Punktes 
des  Körpers  im  ungespannten  Zustand  und  (3;  +  w,  y  +  f,  «  +  w)  den  Ort 
desselben  Ponktes  bei  wirkenden  Kräften,  so  bezeichnet  (w,  v,  ic)  die 
Verschiebung,  und  die  Yerscfaiebungskomponenten  u,  v,  tc  sind  Funktionen 
von  X,  y,  X. 

d)  Verzerrung.  Die  Verzerrung  in  einem  Punkte  ist  bestimmt,  wenn 
die  Dehnung  jedes  von  dem  Paukt«  ausgehenden  Linienalementes  bekannt 
ist.  Ist  die  relative  Verschiebung  klein,  so  ist  die  Dehnung  eines  in  die 
Richtung  (l,  «,  n)  fallenden  Linie nelement  gleich 

p„(*  +  e^y  +  e,.«»  +  r^.m«  +  e„nl  +  e.,Zm,  (4) 

wo  die  e„,  -  •  .  folgende  Größen  bedeuten: 


(5) 


""       dx'  "'»       3y'  ""       dz' 

Die     Größen    e^^, .  .  e       sind    die    „Komponenten    der    Verzerrung".     Die 
Größen  ST,,  13^,  ST,,  die  durch,  die  Gleichungen 

2W, -^.--1^,     2-tS,  =  ~  —t,'\     251,  =  1^  —  ?-  (6) 

*       dy       öi'         '      cz       dx'         •      dx       ey  ^  ' 

bestimmt   sind,   sind    die  Komponenten  einer  Vektorgröße,  der  „Drehung". 
Die  Größe  A,  die  durch  die  Gleicbnng 


"8. 


(7) 


bestimmt  ist,  ist  die  „Dilatation". 

e)  Beziehungen  zirisdrm  Spannung  und  Verzerrung.  In  einem  elasti- 
schen Körper,  der  vom  spannungslosen  Zustand  aus  etwas  veraerrt  ist,  sind  die 
Spannungskomponenten  lineare  Funktionen  der  Verzerrungskomponenten. 
Wenn  das  Material  isotrop  ist,  haben  wir 

X,  =  iA  +  2fie„,     y^='iA  +  2^ej,j,,     Z,  =- iA  +  2(.e„,  I 

anders  aufgelöst  lauten  diese  Gleichungen: 
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(9) 


Die  Gröfle  E  ist  der  „Youngsche  Modul",  die  Zahl  o  die  „Foissonsche 
Konstante",  die  GröBe  fi  ist  die  „Steifigkeit"  (engl  „rigidity"),  die  GrOBe 
1  -f  -J-  fi  =  ib  iat  der  „Eompreasiousmodnl". 


§  86.   Linear  TerftuderUcIie  Spannnng. 

Wir  betrachteten  früher  einige  Beispiele  gleiohfSrmiger  Sp&nnang  in 
Zusammenhang  mit  der  Definition  Ton  E,  %,  nsw.  (§  69).  Die  i^hst- 
eiofacheu  Fälle  sind  jene,  bei  denen  die  Spann ungakomponenten  lineare 
Funktionen  der  Koordinaten  sind.  Wir  wollen  die  Resultate,  die  sich  be- 
zflglich  einiger  besonderer  Span  nun  gs  Verteilungen  ergeben,  verzeichnen. 

a)  Die  «•  Achse  sei  Tertikai  nach  oben  gerichtet,  alle  Spannungakom- 
ponenten  anBer  Z,  seien  null,  und  es  sei  Z,  •=  gtjz,  wo  p  die  Dichte  des 
Körpers  und  g  die  Beschleunigung  der  Schwere. 

Die  Spannnngsgleichnngen  des  Gleichgewichts  (3)  sind  erfttllt,  wenn 
X  —  0,  r  =  0,  Z^  ^  g.  Mithin  kann  unser  Spannungszustand  in  einem 
beliebig  geformten  Körper  durch  sein  eigenes  Gewicht  bewirkt  werden, 
Torausgesetzt  daB  an  seiner  Oherflfiche  geeignete  Spannungen  angreifen. 
Die  Spannung,  die  auf  die  Oberfläche  wirkt,  muß  vom  Betrage  g^z  cos  {b,v) 
und  vertikal  nach  oben  gerichtet  sein.  Wenn  der  KOrper  ein  Zylinder 
oder  Prisma  von  beliebiger  Querschnittsform  ist  und  der  TJraprungspunkt 
am  unteren  Ende  sich  befindet,  so  wird  der  Zylinder  durch  gleichförmig 
aber  die  obere  Grundfiäche  verteilten  Zug  gehalten.  Ist  l  die  LSnge  des 
Zylinders,  so  ist  dieser  Zug  gleich  ggl^  nnd  die  resultierende  Zugkraft  ist 
gleich  dem  Gewichte  des  Zyliiiäers.  Das  untere  Ende  nnd  der  Mantel 
sind  spannungsfrei. 

Die  Verzerrung  ist  gegeben  durch  die  Gleichungen 


99»      „ 


Um   die  Versohiebnng  zu   finden'),    nehmen  wir  zunächst,  die   Gleichung 

Zw       gft 
dz         £  ' 
welche  ergibt 

1  die  Methode  an  einem  Beispiel  zu 

Digitizccby  Google 


150  V.  Gleichgewicht  iiotiopei  elastücber  fester  KOrper. 

wo  tCg  eine  Funktion  von  X  nnd  y.     Die  Oleichungen  e„,  — >  e,^  ^  0  liefern 


er 

haben 

wir 

„  =  -,^.  +  ., 

<,. 

«0 

nnd'ü 

0  FimIrtioDen  von  x  nnd 

y- 

D 

e  Gleichungen 

Die  Oleichnng  e^^  =  0  liefert 

i-".  +  i'«_o,  /'•  -0. 

Sy        px  '    oxdy 

Die  Wj  enthaltenden  Gleichungen   sind  nur  unter  der  Bedingung  be- 
tHedigt,  dafl 

wo  tt,  ^,  f  KoüEtanten  bedeuten.  Die  Wg,  v^  enthaltenden  Gleichungen 
zeigen,  daB  M(,  eine  Funktion  von  ^,  etwa  ^^i(y),  und  %  eine  Funktion 
von  X,  etwa  ■F,(x},  ist  und  daß  diese  Funktionen  die  Gleichung  befriedigen 


"  3  y  " 


^  +  -^V^'  =  o; 


diese   Gleichung   verlangt   aber,    daß  cF,(y)/3y  nnd  <F^{x)l(X  konstante 
Größen,  etwa  y    bezw.  —  y,  sind.     Wir  haben  somit 

Fi(y)-r>  +  «,    Ft(x)~-vx  +  ß, 

wo  «  und  ^  Konstante   bedeuten.     Die    vollständigen   Ausdrücke    für    die 
Verschiebnngen  lauten  also: 


^ßO.  , 


.  "'J^  , 


u'i  +  >■>  +  «, 
^z-y'x  +  ß, 


Die  Glieder,  die  k,  ß,  y,  a,  ß",  y  enthalten,  stellen  eine  Verrflckong 
dar,  wie  sie  bei  einem  starren  Körper  stattfinden  könnte.  Erleidet  der 
Zylinder    keine    Verechiebung    durch    Drehung,    so    können    wir  o:',  JS',  y 
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streichen.  Wird  er  nicht  seitlich  verschoben,  so  kSimen  wir  a,  ß  weg- 
lassen. Falls  der  PunH  (O,  0,  t)  keine  Vertikalverschiebung  erfährt, 
müssen  wir  haben: 


Die  Verschiebong  ist  dann  gegeben  durch  die  Gleichungen 

.__ap,  ._-a«f,  „_i-f  (..  +  .«.  +  „._,.).  (n) 

Jeder  Querschnitt  des  Zylinders  wird  zu  einem  ümdrehuugsparaboloid 
mit  der  vertikalen  Zjtinderachse  als  Achse  verzerrt,  außerdem  schrumpfen 
die  Querstdinitte  zusammen  in  einem  dem  Abstand  vom  fireien  (nnteren) 
Ende  proportionalen  Verhältnis. 

b)  Zu  einem  allgemeineren  Fall')  gelangt  man  durch  den  Ansatz 

^1=  ^ff  ~  —  p  +  ?e'^i    ■^i  =-  —  i» -I-  ?(p  —  s') '  +  i'p'i 

Dieser  Spannuagszustand  kann  in  einem  beliebig  geformten  Zylinder  tod 
der  Lange  21  erhalten  werden,  der  in  einer  FlOssigkeit  von  der  Dichte  ^' 
so  eintaucht,  daB  seine  Achse  vertikal  steht  und  ihr  höchster  Funkt  (O,  0,  t) 
fest  ist;  p  ist  dann  der  Druck  der  Flüssigkeit  in  der  Höhe  des  Zylinder- 
schwerpunkts. 

Die  Yerschiebiing   ist,  wie   sich   zeigen   läßt,   durch   die   Gleichungen 
gegeben 

^  =  J  =  -i[(l-2«)j,  +  ffj(*-*')^  +  ?(«P~(l— ')?'! 

'c--~~[(i-U)p~g((f~f')q  +  i9iQ~2cs){z*~P)      (12) 

c)  Setzen  wir 

so  erhalten  wir  den  Spannungszustand  in  einem  beliebig  geformten  Körper, 
der  in  einer  Flüssigkeit  von  der  gleichen  Dichte  eintaucht,  p  bedeutet  dabei 
den  Druck  in  der  HOhe  des  Ursprungspunktea.*)  Die  Verschiebung  ist,  wie 
sich  zeigen  läSt,  durch  die  Gleichungen  gegeben 

1  l'l^) 

"'  =  51  +  2^  {-y'+  ii'pC^'--^*-»*)!-  J 

d)  Alle  Spannungskomponenten  aufier   y,  nnd  Z^  seien  null,   Y,  und 
Z^  seien  durch  die  Gleichungen  gegeben 

1)  C.  Chree,  PMl.  Mag.  (Ser.  6),  vol.  2  (1901). 

2)  E.  und  F.  CosserBt,  Pari»  C.  B.  t.  188  (ISOl). 


Digitizccbv  Google 


V.  Gleichgewicht  ieottoper  ela«ligcher  fester  EOiper. 


wo  I  eine  Konstante  und  ft  die  Steifigkeit. 

Dieser  Spannungszastand  kann  in  einem  Stabe  von  kreisförmigem 
Querschnitt,  dessen  Achse  mit  der  f-Acbse  zusammeni^llt,  durch  Span- 
nungen erhalten  werden,  die  nur  an  den  Endflttchen  angreifen.  Ist  a  der 
Radius  des  Kreises,  so  sind  die  auf  die  Grundflachen  wirkenden  Span- 
nungen statisoh  gleichwertig  mit  Kriftepaaren  vom  Moment  -1^aa*(ir  um 
die  .;-Ächse,  so  dafl  wir  den  Fall  eines  nuiden  Stabes,  der  durch  ent- 
gegenwirkende ]tfomente  gedrillt  gehalten  wird,  vor  uns  haben. 

Die  Verschiebung  igt,  wie  sich  zeigen  löBt,  durch  die  Gleichungen 
gegeben 

«  =  —  lye,    v=tzx,   (t"=0,  (14) 

sodaß  jeder  Querschnitt  in  seiner  eigenen  Ebene  durch  einen  Winkel  tz 
gedreht  wird,  der  dem  Abstand  von  einem  festen  Querschnitt  proportional 
ist.     Die  Konstante  t  miBt  den  Drall  des  Stabes. 


§  87.  DoTcli  Eräftepaare  gebogener  Stab.') 
Unser  irächstes  Beispiel  linear  veränderlicher  Spannung  ist  von 
hervorragender  Bedeutung.  Wir  setzen  die  Spannungskomponente  Z^ 
gleich  —  EE-'x,  wo  .R  eine  Konstante  ist,  und  lassen  die  übrigen 
Spsnnungskomponenten  rerscfawinden.  Wenn  dieser  Spannungszustand 
in  einem  zylindrisch  oder  prismatiscb  geformten  Körper,  dessen 
Erzeugende  in  die  z-Richtuug  fallen,  aufträte,  so  wDrden  keine  Ober- 
flächenspannungen auf  den  Zylindermantel  und  keine  Massen  kraft 
wirken.  Die  fiber  irgend  einen  Querschnitt  resultierende  Kraft  hat 
den  Betrag  jGrZ,da:dy;  dieselbe  verschwindet,  falls  die  ^- Achse  mit 
der  Linie  der  Schwerpunkte  der  Normalschnitte  im  spannungslosen 
Znstand  zusammenf  nllt.  Sei  dies  der  Fall.  Dann  wird  der  Stab  in  dem  be- 
schriebenen Spannungszustande  durch  Oberflächenspannungen  erhalten, 
die  auf  die  Grundflächen  allein  wirken,  und  die  Spannung  Über  einen 
beliebigen  Querschnitt  ist  statisch  gleichwertig  mit  einem  Kräftepaar. 
Die  Komponente  des  Kniftepaars  um  die  «Achse  verschwindet. 
Die  Komponente  um  die  y-Ächse  i&t  J/ER' ^x^dxdy  oder  gleich 
El/B,  wo  I  das  Trägheitsmoment  des  Querschnitts,  bezogen  auf  eine 
zur  y-Achse  parallele  Gerade  durch  den  Schwerpunkt.  Die  Kompo- 
nente des  Kräftepaars  um  die  «-Achse  iai  fj  —  ER~  ^xydxdy  und 
verschwindet,  wenn  die  x-  und  die  y-Achse  zu  den  Hauptträgheits- 
Bchsen  der  Querschnitte  parallel  sind.  Wir  nehmen  an,  dies  sei 
der  Fall. 

1)  Die  Theorie  wurde  von  Saint-Venant  in  «einer  Abhandlung   über  die 
Tonion  von  1856  entwickelt.    Siehe  Einleitnng,  Fufinote  60  und  S.  31. 
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Die  YersemiDgskoinpotienteii  sin<t  darct  die  Gleichungen  gegeben 

dv        dv        ex       dto  X 


die  Venchiebang  ist  dann,  wie  eich  zeigen  läßt,  gegebeu  durch  die 
Oleichungen 

u  =  ^R-''(z'+ax^  —  ey'),    v  —  eR-^xy,   w  -  -  Ü"*«*.  (15) 

Dies  Beispiel  CDtspricht  der  Biegung  eines  Stabes  durch  Kräße- 
paare.  Die  Linie  der  Schwerpunkte  der  Querschnitte  rerschiebt  sich 
nach  dem  Gesetz  u  =  ^R-^z*,  sie  geht  also  ziemlich  genau  in  einen 
Kreisbogen  mit  groBem  Radius  R  in  der  (x,  «)-£bene,  d.  h.  der  Ebene 
des  Siegungsmoments  EI/R,  über;  der  Mittelpunkt  des  Kreises  liegt 
in  x=-R,  e  —  0. 


§  88.   DiBknsaion  der  Lfisimg  fBr  die  filegimg  eines  St&bes 
dnroh  Eräftapaare. 

Die  Kräfte,  die  an  dem  einen  oder  anderen  Ende  des  Stabes  an- 
greifen, sind  statisch  gleichwertig  mit  einem  Kmftepaar  vom  Moment 
EI/R.  Dies  Kräftepaar,  das  „Biegungsmoment"  genannt,  ist  der 
ErQmmung  1/R  proportional.  Wenn  der  Stab  durch  ein  gegebenes 
Kriiftepaar  M  gebogen  wird,  nimmt  die  Linie  der  Schwerpunkte  seiner 
Querschnitte,  die  sogenannte  „Zentral-Liuie",  eine  Krümmung  M/EI 
in  der  Ebene  des  Kräftepaars  an.  Die  Formeln  för  die  Verzerrungs- 
komponenten zeigen,  daß  diejenigen  Linienelemente  des  Materials,  die 
im  nngespaunten  Zustand  in  der  Ebene  x  ^0  liegen,  weder  Dehnung 
noch  YerkOrzung  erfahren.  Diese  Ebene  heißt  die  „neutrale  Ebene"; 
sie  stimmt  überein  mit  der  Ebene,  die  durch  die  Zentral-Linie  senk- 
recht zur  Biegungaebene  gelegt  wird.  Dieselben  Formeln  zeigen,  daS 
Linienelemente  des  Materials,  die  im  ungespannten  Zustand  zur  Zen- 
tral-Linie parallel  sind,  verkürzt  oder  gedehnt  werden,  je  nachdem 
sie  mit  dem  Krümmungsmittelpunkt  auf  derselben  Seite  der  neutralen 
Ebene  liegen  oder  auf  der  entgegengesetzten  Seite.  Der  Betrag  der 
Dehnung  oder  Verkürzung  eines  longitudinalen  Linienelements  in  der 
Entfernung  x  von  der  neutralen  Ebene  ist  gleich  dem  absoluten  Werte 
von  Mx/EI  oder  x/R.  Der  Spannungszustand  kennzeichnet  sich 
als  Zug  und  Druck  auf  die  Elemente  der  Normalschnitte.  In  einem 
Punkte,  wo  die  hindurchgehende  Längsfaser  gedehnt  wird,  haben  wir 
Zug,  und  in  einem  Punkte,  wo  die  hindurchgehende  Längsfaser  ver- 
körat  wird,  haben  wir  Druck.  Der  Betrag  des  Zugs  oder  Drucks  ist 
gleich  dem  absolnten  Werte  von  Mx/I  oder  Ex/R. 
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Wie  die  Formeln  fQr  die  'Yerschiebung  zeigen,  bleiben  die  Quer- 
schnitte eben,  ibre  Ebeuen  werden  jedoch  eo  gedreht,  daß  sie  durch 
den  ErOmmungsmittelpunkt  hindurchgehen,  wie  Fig.  10  zeigt.  Aus 
den  Formeln  fttr  die  Verschiebung 
geht  femer  berror,  daß  die  Gestalt 
der  Querschnitte  sich  ändert  Ist 
X.  B.  der  Querschnitt  uraprtinglich  ein 
Rechteck  in  der  Ebene  e  —  y  mit  den 
durch  die  Gleichungen 

X  =  ±tt,   y  =  +  ß 

gegebenen  Seiten,  so  gehen  die  Ränder  in  Kurven  über,  die  bezüglich 
durch  die  Gleichungen  gegeben  sind: 

«  T  a  -  i  7*/It  -  ^  ö («' -  y')/B »  0 ,  yTß-  eßx/R -  0. 
Die  zweite  Gleichung  stellt  gerade  Linien  dar,  die  zu  ihrer  ur- 
sprünglichen Lage  etwas  geneigt  sind,  der  ersteren  entsprechen 
näherungsweise  Kreisbogen  vom  Radius  K/tf,  deren  Ebenen  zur  {x,y)- 
Ebene  parallel  sind  und  deren  Krümmung  der  der  Schwerpunktslinie 
entgegengekehrt   ist.     Die   Gestaltänderung    der   Querschnitte   ist  in 


J 


Fig.  11  dargestellt.  Die  neutrale  Ebene  und  jede  zu  ihr  parallele 
Ebene  wird  zu  einer  antiklastischen  Flache  verzerrt,  deren  Haupir 
krOmmungen  von  der  Größe  B~^  in  der  (x,  ^■)-Ebene  und  von  der 
Größe  ali~^  in  der  (:r,y)-£bene  sind;  demgemäß  besitzt  der  gebogene 
Stab  die  aus  Fig.  12  ersichtliche  Gestalt;  die  vordere  Fläche  ist  darin 
zur  Biegungsebeue  parallel. 

Die  Verwölbung  der  Greniflilchen  x  =  ±  k  zu  antiklastischsn  FlScbeii 
läßt  eine  sehr  genaue  Bestätigung  mittels  der  Icterf Grenzstreifen  zu,  die 
auftreten,  wenn  man  Liclit  durch  eine  diesen  Flächen  parallele  und  sehr 
nahe  Glasplatte  hindurcbtret«u  läBt.  Cornu')  hat  dies  Verfahren  zu. 
einer   experimentellen  Bestimmung   der  Poissonscben   Konstanten  ftir   Glas 

))  Parie,  C.  R,  t.  69  (1869).  Matlock  hat  bei  verBchiedenen  Uaterialieo 
dies  Verfahren  angewandt.    Siehe  §  70  (c),  FuBnote. 
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benutzt,  indem  er  mit  gebogenen  Glasst&ben  Tersnche  anstellte.     Der  er- 
haltene Wert  war  fast  genau  gleich  \. 

Wir  wollen  noch  die  potentielle  Energie  der  Yerzerrung  berechnen. 
Der  Wert  der  Verzemmgsenergie-Funttion  in  jedem  Punkte  ist,  wie  sich 
leicht  ergibt,  gleich  ^  Ex'/B*.  Die  potentielle  ünergie  der  Verzerrung 
des  von  zwei  Normalschnitteo  im  Abstand  l  b^renzten  Stabteils  ist  gleich 
^  (ET/B")  l,  80  daß  die  potentielle  Energie  pro  Längeneinheit  den  Betrag 
j  £I/B'  hat. 

§  89.  Das  SalntVenantsoIie  Prinzip.*) 
In  dem  Problem  von  §  87  sind  die  Spannungen,  deren  statisches 
Äquivalent  das  Biegangsmoment  EJ/B  ist,  über  die  Endquersehaitte 
als  Drucke  und  Zugspannungen  auf  die  einzelnen  Elemente  verteilt, 
so  zwar,  daß  diese  Drucke  und  Zugspannungen  dem  Abstand  von  der 
neutralen  Ebene  proportional  sind.  Die  praktische  Anwendbarkeit  der 
Lösung  ist  aber  auf  den  Fall,  wo  diese  Verteilung  der  Spannang 
über  das  Stabende  genau  realisiert  ist,  nicht  beschränkt.  Die  Über- 
tn^ung  auf  andere  li^lle  vollzieht  sich  mit  Hilfe  eines  Prinzips,  das 
in  bestimmter  Form  zuerst  von  Saint- Venant  ausgesprochen  wurde  und 
als  „Prinzip  der  elastischen  Gleichwertigkeit  statisch  gleichwirkender 
Lastensysteme"  bekannt  ist.  N^ach  diesem  Prinzip  sind  die  Verzerrungen, 
die  ein  auf  einen  kleinen  Teil  der  Oberfläche  eines  Körpers  wirkendes 
System  von  Kräften  von  verschwindender  Besultante  und  verschwin- 
dendem resultierenden  Moment  in  dem  Körper  hervorruft,  verschwin- 
dend klein  in  Entfemuugen,  die  groß  sind  im  Vergleich  zu  den 
linearen  Abmessungen  jenes  OberäächenstUcks.  Für  das  vorliegende 
Problem  folgt  daraus:  wenn  die  Länge  des  Stabes  groß  ist  im  Ver- 
gleich zu  irgendeinem  Durchmesser  seines  Querschnitts,  so  ist  der 
Spaunungs-  und  Verzerrungszustand,  den  das  an  den  Enden  wirkende 
Moment  in  seinem  Innern  hervorbringt,  von  der  Verteilung  der 
Spannungen,  aus  denen  das  Moment  resultiert^  praktisch  unabhängig 
in  allen  Teilen  des  Stabes  aiißer  einem  verhältnismäßig  kleinen  Be-  - 
reich  in  der  Nähe  der  Enden. 

§  90.  Durch  Eräftepaare  gebogene  rechtec^ge  Platte,*) 
Das  in  §  87  gelöste  Problem  läßt  noch  in  anderer  Richtung 
eine  Verallgemeinerung  zu.  Ein  Stab  vom  rechteckigem  Querschnitt 
ist  ein  besonderer  Fall  eines  rechtwinkligen  Parallelepipeds;  wenn 
nun  zwei  parallele  Seitenflächen  eines  solchen  Körpers  einander  sehr 
nahe  sind,  so  haben  wir  eine  rechteckige  Platte  vor  uns.  Wir  haben 
demnach  bewiesen,  daß  eine  Platte  durch   Kräftepaare,  die   an  zwei 


1)  Anff^atellt  in  der  Abbandlong  Aber  die  Torsion  v 

2)  Keltin  and  Tait,  Nat.  Pkü.,  H.  Teil,  p,  266,  266. 
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wo  a  und  ß  Konstante,  so  finden  wir,  daS   die  Verschiebung  durch 
die  Gleichungen 
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g^en fiberliegenden  Kanten  angreifen  und  deren  Ä.chsen  diesen  Kanten 
parallel  sind,  so  gehalten  werden  kann,  daß  ihre  Seiten  antiklastische 
Flächen  bilden.  Das  Verhältnis  der  Hanptkrtimmungen  ist  gleich  der 
Zahl  a.  Es  ist  klar,  daß  die  Platte  durch  geeignete  Momente  an  den 
beiden  andern  g^^nUberliegenden  Kanten  zu  einer  zylindrischen 
Fläche  gebogen  werden  kann,  daß  sich  überhaupt  das  Verl^tnis  der 
KrQmmungen  beliebig  abändern  läßt. 

Es  empfiehlt  sich,  f3r  die  Seiten  der  Platte  die  Gleichungen 
anzusetzen: 

is  —  ±h, 

so  daß  die  Dichte  2h  beträgt.  Die  «Koordinate  tritt  damit  ul  die  Stelle 
der  Koordinate,  die  wir  im  Falle  des  Stabes  mit  x  bezeichneten.  Die  in 
Frage  kommenden  Spannungskomponenten  sind  X^  und  Y ,  und 
beide  sind  der  z-Koordinate  proportional.  Nehmen  wir  aa,  daß  alle 
Spannungskomponenten  außer  X^  und  Y^  verschwinden  und  daß 
diese  durch  die  Gleichungen  gegeben  sind 

X,-Eaz,     Y^  =  Eßz,  (16) 

te,  so  finden  wir,  daß 

u  =  ia-aß)xz,    v  =  {ß-aa)yg,  | 

«;--*(«-  <,ß)x»  -  Uß  -  fl«)y*  ~  i«»{a  +  ßy  I        ^   '' 

gegeben  ist.  Somit  geht  jede  Ebene,  die  im  nnverzerrten  Zustand 
zu  den  Seiten  parallel  war,  in  eine  gekrümmte  Fläche  über,  und  zwar 
80,  daß  die  Krümmungen  in  den  Ebenen  (x,  e)  und  (y,  z)  bezüglich 
gleich  eß  —  a  und  gleich  ffa  —  ß  sind.  Dies  sind  die  Hauptkrümmungen 
der  Fläche.  Sind  diese  Größen  positiv,  so  liegen  die  entsprechenden 
Krümmungsmittelpnnkte  auf  der  Seite  der  positiven  e.  Es  seien  Ü^ 
und  itj  die  ErOmmungsradien,  sodaß 

ä;      ä^'-^p-"'    ii,~-dy'=""'-ß> 

dann  ist 

Der  durch  R^  und  B^  au^edrUckte  KrUmmungszustand  wird  aui- 
recht  erhalten  durch  Kraftepaare,  die  an  den  Kanten  angreifen.  Das 
Moment  pro  Längeneinheit,  das  an  derjenigen  Kante  x  =  const.  wirkt^ 
für  die  X  den  größeren  Wert  hat,  hat  eine  zur  (/-Achse  parallele 
Achse,  sein  Betr^  ist 

_/«X.d.,  d.i.  gleich -?,^i:,(-j+^_). 
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An  der  gegentlberliegendea  Kante  mufi  ein  gleiches  und  ent- 
gegengesetztes Eräftepaar  angreifen.  Dae  entsprechende  Hotnent  für 
das  andere  Kantenpaar  ist  gegeben  durch 

)l..r/,,d.i.gi.icM,l'pU.+;,). 

Der  Wert   der  Verzemmgseoergis-Funktion  in  irgend  einem   Punkte 
ist,  wie  sich  ohne  Schwierigkeit  seigen  lElBt, 

i'',^-..[(i  +  i.)*-^('-')s;y 

und  die  potentielle  Energie  der  gebogenen  Platt«  pro  FlScheneinheit  ist 

*S.[(-i;+i.)'-^(>-)..y 

Es  ist  bemerkenswert,  daS  dieser  Äusdmck  die  Summe  und  das  Produkt 
der  HauptkrOmmungen  enthalt 

§  91.  Olelohgewlohtsglelchungeii,  anegedifiokt  In  den 
VersoMabongen. 
In  den  Oleichungen  vom  Typus 

setzen  wir  fElr  die  Normalspanotingen  X^, ...  die  Ausdrucke 

XA  +  2(tcu/dx, . . . 

und  fttr  die  Schubspannungen  Y„...  die  Ausdrücke  ii(dw/cy+  dv/de),... 
ein;  so  erhalten  wir  drei  Gleichungen  vom  Typus 

(i  +  p)|^+p7»M  +  pX-0,  (19) 

wo 

»       dl*   ,   3p    ,  Sic      — -a        3'    1    2'     ,     3' 

ox   '   dy    'dt'  Sx'  '   Sy'  '  dt* 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  kurz  so  schreiben: 

('  +  '•■'>  (st--  §i'  n)  ^  +  ''''("•  "■ ""'  +  "'-^  ^.^)-o-  (20) 

Fflhren  wir  die  Rotation  ein: 

(^.,  S,,  E>.)  -  i  crf  (»,  •,,  ^)  _  J  (??>  _  |i    »i  -  I?  ,  ?1  _  I"), 
und  machen  Gebrauch  von  der  Identität 
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Bo  nehmen  obige  Gleichungen  (20)  die  Form  an 
('  +  ^l*)  (li-  h'  ^)^-2c«'»l(a'.,s,,5'.)  +  <>«  Y,Z)-0.    (21) 
Wir  bemerken,  daß  die  Gleichungen  der  kleinen  Bewegung  (§  54) 
eich  folgendermaßen  schreiben  lassen: 

(■'+'')(R.48T)^+cn»,<',<«)+(>(j;j'.^-f||-,(».»,") 

oder  auch 

t^  +  2,*)(^,^,^)A-2,.curl(s„aT,,a.)  +  K^,y,-Z) 

-  9  9,1  («.  ^,  «')■ 

Die  Spannung  (X,,  Y.,  Z,)  auf  eine  Ebene,  deren  Normale  ip  die 
Richtung  v  fällt,  iat  gegeben  durch  Formeln  vom  Typus 

X,  -  CO,  (X, »)  (ia  +  2;.  13  +  c«  (j,,  «)^  g^  +  |i) 

hierfür  können  wir  achreiben: 

X.  -  iA  cos  (I,,.)  +  (<  jfl  +  cos  (a;,  .)  ||  +  CO,  (9,  »)  fi 

+  «<»(».")|^°1,  (23) 

oder  auch 

X,  =  ÜC08(ar,  w)4-  2/t  { ||  —  S^  cos  (£,  v)  +  iff,  cos  (y,  v) } ,     (24) 


Ist  V  die  nach  außen  gerichtete  Kormale  der  Begreuzangsfläche 
des  Körpers  und  sind  die  Werte  von  A,  dujdx, . . .  fär  einen  Punkt 
der  Oberfläche  berechnet,  so  bedeuten  die  rechten  Seiten  von  (23) 
und  der  analogen  Gleichungen  die  Spaunungskomponenten  pro  Flächen- 
einheit, die  auf  den  Körper  an  der  Oberfläche  wirken. 


§  92.   GleioIigewlcM  bei  fehlender  Masseiikr&ft. 

Wir  notieren  hier  einige  Eeaultate,    die  sich  aua  den  Verachiebunga- 
gleichuDgen 

('  +  '•)  (Ä-  h'  ii)  '^ + ''''("■  "■  "■'  - "         '''' 

ableiten  lassen. 
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1)  DifferentUeren  wir  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  nach  X,  y,  z 
and  addieren  die  entstehenden  Aiudrücke,  so  finden  wir 

(1  +  2  (t)  7'A  =  0.  (26) 

A  ist  also  in  allen  Funkten  des  Körpers  eine  harmonische  Funktion,  d.  h. 
eine  Funktion,  die  der  Laplaceschen  Gleichung  genügt. 

2)  Hieraus  und  aus  (25)  folgt,  daQ  jede  der  Größen  u,v,w  in  allen 
Punkten  des  Körpers  die  Gleichung  befriedigt 

V**  =  0.  (27) 

Ebenso    genOgen    alle    Veizerrangs-    and    Spanaungskomponenten    dieser 
Gleichung. 

3)  Differentiieren  wir  andererseits  die  linke  Seite  von  der  dritten  der 
Gleichungen  (25)  nach  y  und  die  von  der  zweiten  nach  t  und  aahtrahieren 
die  erhaltenen  Äusdrflcke,  so  finden  wir 

V*tff^-0.  (28) 

Tir„  nnd  £?,  be&iedigen  entsprechende  Gleichungen,  sod&B  jede  der  Drehungs- 
koniponenten  in  allen  Ponkten  des  Körpers  eine  harmonische  Funktion  ist. 

§  93.  &leiohimg6syBte]Qe  zur  Bestimmimg  der  Spannnngskoiiipoiieiiteii.^) 
In  einem  deformierten  isotropen  ESrper  befriedigen  die  Span- 
nun^fskomponenten  außer  den  Spannangsgleichungen  (3)  noch  ein 
System  partieller  Differentialgleichangen,  das  wir  folgendermaßen  er- 
halten. Wir  fuhren  eine  Größe  &,  die  Summe  der  Hanptspaunungen 
in  einem  Punkte,  ein  und  haben 

&-X^+Y^-\-  Z, 
=  (3i  +  2/i)A;  (29) 

9  ist  somit  in  allen  Punkten  des  Körpers  eine  harmonische  Funktion, 
falls  Massenki^fte  fehlen. 

Weiterhin  finden  wir  unter  dieser  Voraussetzung*) 

oder 


Auf  gleiche  Weise  finden  wir 


.  2Ci_+i^) 


•  ^  BX  +  2(i  dydz  ^     ' 


1)  Im  Einveratänduie  mit  Herrn  Prof.  Love  habe  ich,  am  die  Bedeutung 
der  Gleichnngeu  (SO)  und  (81)  mehr  herrortieten  zn  lassen,  in  den  %%  92  und  98 
eine  Schiebung  des  Textee  vo^enommen  und  danach  den  Titel  von  g  93  ge- 
ändert. Der  Übersetzer. 

2)  Die  Gleichungen  vom  T^pna  (80)  und  (Sl)  wurden  abgeleitet  von  Beltnuni, 
Htm,  A«x.  Lineei  Bmd.  (Ser.  6),  t.  1  (1892).  -,  , 
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Entaprechende  Formeln  erhWten  wir  fBr  V  Y^,  7*Z„  7»Z„  7»X^. 
Der  Koeffizient  2(J,  +  ft)/{31  +  2/t)  ist  gleich  1/1  +  ff). 
Wir  kaüpfeD  hieran  noch  folgende  Bemerkungen: 

1)  Aus  den  obigen  Formeln  geht  hervor,  daB  das  in  §  53,  6)  ge- 
schilderte Maxwellsche  Spannungsajstem  nicht  auftreten  kann  in  einem 
isotropen  festen  EOrpar,  auf  den  keine  Massenkräfte  wirken  und  der  TOn 
einem  spannimgslosen  Zostand  aus  ein  wenig  verzerrt  ist.')  Dies  leuchtet 
ohne  weiteres  ein,  wenn  wir  bemerken,  daß  X,  +  ^.  +  ^,  hei  jenem 
System  keine  harmonische  Funktion  ist. 

2)  Wir  kOnnen  die  Gtleichungen  vom  Tjpus(30)  und(3l)andiaQBden 
Spannungsgleichungen  (3)  und  den  Kompatibititatsbedii^ungen  fOr  die  Ver- 
zemingskomponent«n  (§  17)  ableiten.*) 

Wir  haben  z.  B. 

«,«  -  -E-M(l  +  'J)3^,-  «el,  ■ .  •■    e^,  -  2(1  +  <j)E->r.. 
Damit  geht  die  Gleichung 


^',((1  + .)  r,  -  .e|  + 1^,1(1  +  .)z,  - .«)-  2{i  + «) 


Sy'         dyct 


Tz  1^~ 


?*' 


3'r,  9   ,dZ^      dX^\       ST^      8*Z^ 

^  Tvdi  Si  \di  +  ~cyl  ~  ~dy'~  ~  IP' 

a»x^    8'Y^    a'z. 

Wir  haben  daher 

(1  +  ff)  [V*©  -  7'A',  -  1^]  -  ff  (V»e  -  ^g'J)  -  0; 

addieren    wir    die    drei  Gleichungen    dieser  Art,  so  finden    wir,  daß  V*9 
verschwinden  muß;  die  Gleichung  reduziert  sich  also  auf 

(1  +  ff)  V»A',  +  ^'^  ^  0-  (30-) 


1)  Minebin,  Staiice,  8.  Aufl.  Oxford,  18Ö6,  toI.  2,  Kap.  18, 

2)  Michell,  lAmdon  Math.  Soc.  Froc.,  vol.  31  (1900),  p.  100. 

3)  Vgl  C,  Runge,  ZeitsOir.  Math.  Fhi/t.,  Bd.  61  (1906),  p.  43S.  ^ 
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Auf  gleiche  Weise  können  wir  die  Gleichung  (31)  ableiten  aua 

bezw. 

3)  Es  iKßt  sich  zeigen'),  daB  die  Sp&Dnungsfunktionen  l^,  j,,  j,  toh 
§  56  drei  Gleichungen  von  folgendem  Typus  befriedigen: 

und  drei  Gleichungen  Ton  folgendem  Typus: 

WO  B  geschrieben  ist  fOr 

7't<.+is+«,)-^-«;j!--"j^-        (34) 

Ebenfalls  läßt  sich    »eigen,   daß   die  Spannuugsfunktiouen  i^,,  if/j,  i^^ 
desselben  Paragraphen  drei  Gleichungen  von  folgendem  Typus  genügen: 

{I+.)vf;*.^  +  ^«-0,         ^  (36) 

und  drei  Gleichungen  von  folgendem  Typus: 

(1  +  .)  V  l  {'*■  -  «.♦•  -  «♦•)  +  2  fl-  _  0,  (36) 

^  '         öa:\ei  py  cif    '        öj^z  '  ^      ' 

wo  B  geschrieben  ist  für 

gy^Ä  ^  2^3a:  ^  Sa!9j(  '-'^'^ 

Wenn   Massenkräfte   wirken,   so  genügen   die   Spannungskompo- 
nenten,  wie  sich  zeigen  läßt^),  Gleichungen  vom.  Typus 

und 

S7*  r,  +  r4  -  #'^ P  '-  -  P  ^--  (39) 

Diese  Gleichungen  zusammen  mit  den  Gleichungen  (3)  bilden  ein 
vollstündigea  (jtleichungssystem  fOr  die  Spannungskomponenten. 

§  94.  Ebene  Verzerrnng  und  ebene  Spannung. 
Ebene  Verzeirungs-  und  ebene  Spannungszustäiide  können  durch 
geeignete  Kräfte  in  Körpern   von  zylindrischer  Form  hervorgebracht 

1)  Vgl.  C.  Runge,  Zeitmhr.  Math.  Phys.,  Bd.  51  (1906),  p.  483. 
S)  Ibbetson,  MaOiemalicai  JTieory  of  Elatticity,  London  188T. 
3)  Hicbell,  loc.  cit.  , ,  . 
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werden.  Die  Erzeugenden  des  Zylindermantels  seien  der  g-Adiao 
parallel  und  die  Eadquerscbnitte  zu  ihr  aenkrecfat.  Falls  Massenkräfte 
wirken,  müsBen  sie  senkrecht  zu  dieser  Aclise  gerichtet  sein.  Ist  die 
Länge  der  Erzeugenden  klein  gegenüber  den  linearen  Abmessungen 
des  Querschnitts,  so  haben  wir  es  mit  einer  Platte  zu  tun,  die  End- 
querschnitte sind  die  Seiten  derselben. 

Bei  einem  ebenen  Yerzerrnngszustand  sind  die  Verschiebangen  u,  v 
Funktionen  von  x,y  allein  und  die  Verschiebung  tc  verschwindet  (§  15). 
Alle  Veizerrungs-  und  Spannungskomponeaten  sind  unabhängig  von  z; 
die  Spannungskomponenten  Z^,  Y^  verschwinden,  desgleichen  die  Ver- 
zerrungskomponenten e,,,  e^,,  e„.  Die  Spannimgskomponente  Z,  ver- 
schwindet im  allgemeinen  nicht.  Die  Aufrechterhaltung  eines  ebenen 
VersermngBzustandes  erfordert  also  einen  gewissen  Zug  oder  Druck 
an  den  Endquerschnitten,  der  so  bemessen  sein  muß,  daß  die  Länge 
aller  longitudinalen  Fasern  konstant  gehalten  wird. 

Ohne  eine  weitere  Verwicklung  hereinzubringen,  köunen  wir  noch 
eine  gleichmäßige  Dehnung  oder  Verkürzung  aller  Lüngsfasem  zu- 
lassen und  demgemiiß  w  '-  ez  annehmen,  wo  e  konstant.  Die  Span- 
nungskomponenten drücken  sich  dann  aus  durch  die  Gleichungen 

x.-(»+2c)|l+i(j;+«),    r.-o, 
z,=(.  +  2rt.  +.(1-1+1;),  x,-.(|i+?^). 

Die  Funktionen  «,  v  sind  als  Lösungen  der  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichts zu  bestimmen.  Eingehender  werden  wir  uns  in  Kapitel  IX 
mit  der  Theorie  der  ebenen  Verzerrung  befassen. 

Bei  einem  Zustand  ebener  Spannung  in  der  Erstreckung  der 
(a!,y)-Ebene  verschwinden  die  Spannungskomponenten  Z^,  Y^,  Z^,  doch 
sind  die  Verschiebungen  u,  v,  w  im  allgemeinen  nicht  unabhängig 
von  ü.  Insbesondere  verschwindet  die  Verzerrangskoniponente  c,^ 
nicht  und  ist  im  allgemeinen  nicht  konstant;  vielmehr  haben  wir 

«..-|f-->Ti?(ll  +  a3  — f,'^-  («) 

Die  AufrechterhaltuDg  eines  ebenen  Spannuugszu Standes  in  einer 
Platte  verlangt  nicht,  daß  Spannungen  auf  die  Seiten  der  Platte 
wirken,  wohl  aber,  daß  die  Massenkräfte  und  Randspannungen  an  den 
Kanten  in  gewisser  spezieller  Weise  verteilt  sind.  Ausführlicher 
■werden  wir  in  Kapitel  IX  auf  die  Theorie  eingehen. 

Eine  wichtige  Verallgemeinerung')  ennöglicht  die  Annahme,  daß 
die  Normalspannuiig  X,  in  der  ganzen  Platte  verschwindet,  daß  aber 

1;  Vgl.  L.  N.  G.  Filon,  Vkü.  Trans.  May.  Soc.  (Ser.  A),  vol.  801  (IMS). 
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die  TangeDtialspannuQgeii  Z^,  Y,  nur  an  den  Seiten  ^  =■  ±  A  ver- 
sch^rinden.  Ist  die  Platte  dünn,  so  wird  die  Bestimmung  der  über 
die  Dicke  der  Platte  genommenen  Durchschnittswerte  der  Verschie- 
hungs-,  Verzermngs-  und  Spannungdkomponenten  fast  ebenso  wertvoll 
sein,  wie  die  der  tats^hlichen  Werte  in  jedem  Punkte.  Wir  be- 
zeichnen  diese   Durchschnittswerte   mit  ü,  -  -  -  e    ,  ■  •  •  X_,  ■  ■  ■,   sodaß 


=  {^hy^fudz.  (41) 


Wir  integrieren  die  linken  und  rechten  Seiten  der  Gleiehgewichta- 
gleichungen  über  die  Plattendicke  und  beachten,  daB  Z^  und  Y,  an 
den  Qrenzen  verschwinden.  Wir^nden  so,  daß  die  Mittelwerte  der 
Spannungskomponenten  X^,  2  ,  Y ^,  falls  Massenkrüfte  fehlen,  den 
Gleichungen  genügen 

Da  Z,  verschwindet,   so   gilt   Gleichung  (40);  daraus   folgt,   daß   die 

durchschnittlichen    Verschiebungen   ü,  v    mit  den    durchschnittlichen 

Spannungskomponenten  ^^,  X^,  ?^  durch  die  Gleichungen  ver- 
knüpft sind 


¥^(i'+ii)+vy.  ■      («) 


■i  +  a^ 


Spaonungszustände,  wie  sie  hier  geschildert  sind,  wird  man  als  „ver- 
allgemeinerte ebene  Spannungs Verteilungen"  bezeichnen. 

g  95.  Biegung  eines  Botunalen  Balkens  von  rechteckigem  Q,nerschnitt 
doroh  eine  am  Ende  angreifende  Last. 
Ein  einfaches  Beispiel  für  den  verallgemeinerten  Typus  ebener  Span- 
nung bietet  sich  dar  in  einem  Balken  von  rechteckigem  Querschnitt  und 
kleiner  Breite  (2/i),  der  durch  Kräfte  in  Richtung  der  durch  Länge 
und  Höhe  bestimmten  Ebene  gebogen  wird.  Die  {x,  y)-Ebene  sei  die 
Hittelebene  des  Balkens  (parallel  der  Länge  und  Höhe);  um  die  Vor- 
stellung zu  fixieren,  nehmen  wir  an,  der  Balken  liege  im  ungespauiiten 
Zustand  horizontal.  Ober-  und  Unterseite  des  Balkens  werden  durch 
y=±fi  gegeben  sein,  sodaß  2«;  die  Höhe  des  Balkens;  die  Länge 
des  Balkens  bezeichnen  wir  mit  \.  Der  Koordinatenanfang  falle  in 
die  eine  Endfläche,  die  wir  als  befestigt  annehmen. 
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Aus  der  Untersuchiuig  in  §  87  wissen  wir,  dsfi  in  dem  Balken 
ein  durch  X,  =  —  EyjR  gegebener  Spunnungazustand  mögücli  ist  und 
daü  dieser  Zustand  durch  Momente  vom  Betrage  f  hc^E/R  realisiert 
wird,  die  an  den  Balkenenden  um  zwei  zur  z-Ächse  parallele  Achsen 
wirken.  Die  Zentral-Linie  des  Balkens  wird  zfi  einem  Kreisbogen  vom 
Radius  R  gebogen.  Die  Spannung  auf  irgend  einen  Balkenquerschnitt 
ist  dann  statisch  gleichwertig  mit  einem  für  alle  Querschnitte  gleichen 
Eräftepaar,  das  gleich  dem  am  Ende  wirkenden  Kräftepaar  oder 
Biegungsmoment  ist. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  daß  der  Balken  durch  eine  Last  W 
gebogen  wird,  die  am  Ende  x  = !  angreift,  wie  Fig.  13  zeigt.  Dieser 
Kraft  kann  in  keinem  Querschnitt  bloß 
durxh  ein  KrÜftepaar  das  Gleichgewicht 
gehalten  werden;  vielmehr  ist  die  Span- 
nung Über  jeden  Querschnitt  gleich- 
wertig mit  einer  Kraft  W  und  einem 
Kräftepaar  vom  Momtnt  W(l  —  x).  Das 
Spann ungssystem  ist  daher  nicht  so  ein- 
fach wie  dasjenige  im  Falle  der  Biegung 
durch  Krüftepaare.  Dem  Moment  vom 
Betrage  W(l  ~  x)  könnte  durch  Span- 
\  nuDgen  das  Gleichgewicht  gehalten  wer- 

'■  '*"  den,  die  gegeben  sind  durch  die  Gleichung 

^.-~iL'^<f-''>r,  («) 

der  Aber  die  Breite  genommene  Mittelwert  X^  würde  also  mit  X^ 
übereinstimmen.  Mit  dieser  Spannung  X,  suchen  wir  eine  Scbub- 
spasnung  X  so  zu  kombinieren,  daß  der  Last  W  das  Gleichgewicht 
gehalten  wird.  Die  von  X  zu  erfüllenden  Bedingungen  sind  dem- 
gemÜß  folgende: 

1)  X    muß  die  Gleichgewichtsbedingungen  befriedigen: 

ex,     dx^  9x„     ^ 

ox    '    oy  ^      ex  ' 

2)  Xy  muß  verschwinden  für  y  =  ±  c, 

3)  2hJ'Xydy  muß  gleich    W  sein. 

Sämtlichen  Bedingungen  genügen  wir,  wenn  wir  setzen: 

Es  ergibt  sich,  daß  die  Last  W  durch  Spannungen  X,  und  X^,  ohne 
Y  ,  äquilibriert  wird,  vorausgesetzt  daß  die  an  den  Enden  wirkenden 
Spannungen,  deren  Resultante  W  i.st,  sich  proportional  mit  c*  —  y*  Ober 

Digitizccby  Google 


Biegung  einea  eciunftlea  Bitlkeni.  165 

die  Enden  verteilen.  Xach  den  Saint-YenantscheD  Prinzip  (§  89)  ist 
aber  die  Verteilung  der  Last  nur  in  der  Nähe  der  Enden  selbst  ron  Be- 
deutung, falls  die  Lunge  des  Balkens  groß  ist  im  Vergleich  zur  Höhe. 
Ein  System  durchschnittlicher  Verschiebungen,  das  diesem  System. 
durchschnittlicher  SpaunUDgen  entsprSche,  würde,  wie  sich  zeigen  ^t, 
gegeben  sein  durch  die  Gleichungen 

2^e-s»  ('«■»  -y')-  ii'k  Ii>  ('""  +  «'-  ="■»)■ 

Da  diese  Veischiebungen  aus  bekannten  Spannungskomponenten  abgeleitet 
sind,  würden  wir  noch  eine  Verschiebung,  wie  sie  in  einem  starren  Körper 
mCglicb  wäre,  hinzufügen  können,  um  die  Befestigungsbedingungen  im 
Koordinaten  anfang  zu  erftLllen. 

Wir  vergleichen  diese  Folgerungen  mit  denjenigen,  die  wir  im  Falle 
der  Biegung  durch  Momente  (§  66)  erhielten.     Es  ergibt  sich: 

1)  Der  auf  die  Nonnalschnitte  wirkende  Zug  pro  Flächeneinheit  (X^) 
ist  mit  dem  Biegungsmomeni,    W(l  —  x),  durch   die  Gleichung  verknüpft 

>nt)  c/;). 


(46) 


WO  y  der  Abstand   von  der  neutraten  Ebene   und  /  das  zugehörige  Trig- 
heitsmoment, 

2)  Die    Krümmung    (d*v/dx')^^_a    ist    gleich    "^^Jj^^^^^f  1  da- 

Krümmung  ^  (Biegnngsmoment)/(£7). 

3)  Die  NormalschDitte  des  spsnnaiigsloseD  Znstandes  bleiben  nicht 
senkrecht  zu  der  Linie,  die  aus  der  Zeutral-Lioie  dieses  Zustandee  bervor- 
gebt.  Der  Winkel,  unter  dem  sie  nach  der  Biegung  des  Balkens  schneiden, 
ist  gleich  {cv/tz  -\-  cü/cii)^_u,  mithin  gleich  'dW/8fihc. 

4)  Die  Normalschnitt«  bleiben  nicht  eben,  sondern  werden  zu  kruminen 
Flächen  verzerrt.  Eine  materielle  Linie,  die  im  ungespannten  Zustend 
vertikal  ist,  geht  in  eine  krumme  Linie  über, 
deren  Gleichung  wir  erhallen,  wenn  wir  ü 
bei  konstantem  x  als  Funktion  von  y  aus- 
drücken.    Diese  Gleichung  hat  die  Form 

M  ■=  ttjf  -i-  (3y*, 
die  VersobiebuDg  besteht  also  aus  einem  Teil 
ffjr,  der  die  Querschnitte  eben  laßt,  und  einem 
Teil,  der  eine  Krümmung  bewirkt.  Kon- 
struieren wir  die  Kurve  x  =  ßy'  und  legen 
sie  mit  ihrem  Nullpunkt  (V  =-  0,  y  —  O)  aaf 
die  verzerrte  Zentral-Linie  so,  daB  die  Tangente 
im  Nullpunkt  mit  der  Tangente  der  im  spannungslosen  Zustand  vertikalen 
Linie  zusammentlllt,    so  liefert   uns   die  Kurve    die  Lage   dieser  Linie  im 

verzerrten  Zustand.  
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Fig.  14  zeigt  die  Porm,  die  eine  anfangs  vertikale  Faser  dnrch  die 
Biegung  erhält,  und  die  relative  Lage  ihrer  Tangente  im  Nullpunkt  und 
der  Normalen  der  Zentral-Linie. 


§  96.  ClnuidgleioliTm^n,  bezogen  auf  reohtwinUige  knuDiiilMge 
Koordlnatan, 

Die  in  Diktation  und  Rotation  au^edrückten  OleicbuDgen  vom 
Typus  (21)  lassen  sich  ohne  weiteres  transformieren,  wenn  wir 
den   vektorielleo  Charakter   der   einzelnen  Glieder   beachten.     In   der 

Tat  können  wir  die  Glieder  U-  ,  ~   ,  -,    1  A  lesen   „Gradient  von  A" 

\Sx'  dy'  dt)  " 

und  können  dann  die  Gleichungen  (22)  so  aussprechen: 

{i.  +  2yL)  (Gradient  von  A)  —  2fi  (Curl  von  tS)  +  p  (Massetikraft) 

=  Q  (Beschleunigung),  (47) 

wo  S  vorübergehend  für  die  Rotation  (0^,  Bi^,  CJ,)  eingeführt  ißt  und 
Faktoren  wie  /  +  2^  SkalargröBen  sind. 

Nun  ist  der  Gradient  von  A  der  Vektor,  dessen  Komponente  in 
irgend  einer  Richtung  gleich  der  Zunahme  von  A  pro  Längeneinheit 
in  jener  Richtung  ist;  demgemäß  sind  die  Komponenten  dieses  Vektors 
in  den  Richtungen  der  Normalen  dreier  orthogonaler  Flächen  a,  ji,  y 
(%  19)  gleich 

Die  eurl-Operation  und  die  Rotationskomponenten  sowohl  wie  die 
Dilatation  haben  wir  früher  bereits  transformiert  (§  31);  wir  können 
daher  A  und  f3„,  (5„  ZS  ,  in  den  Verschiebungen  ausgedrückt,  als  be- 
kannt ansehen.  Die  Gleichung  (47)  ist  dann  gleichwertig  mit  drei 
Gleichungen  von  der  Form 

wo  F^,  F^,  F  ,  wie  in  §  58,   die   Komponenten   der  Massenkraft   in 
Richtung  der  Normalen  der  drei  FUcheu  bedeuten. 


§  97.  Polarkoordlnaten. 

Um  fBr  die  Gleichungen  (48)  ein  Beispiel  zu  geben,  können  wir 
zeigen,  daB  die  Gleichungen  des  Gleichsgcn-ichts  bei  fehlender  Massenkratt, 
bezogen  auf  Folarkoordinaten,  die  Form  annehmen 
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(i  +  2,.)  sin  8  If-  -  a^f.'j;  -  |;  (rC»  .in  9))  -  0,  j 
('  +  2ri.,i>1t-V(/,(.-=..)-';.'l-0,  (49) 

(1  +  2rt.  ri.  «  «f-  -  2p  (j?   («»  dn  9)  -  1^')  -  0.  J 

Femer    können    wir   zeigen,     daß    die    radiale    Komponente    der    Terschio- 
bring  und  der  Drehung  und  die  Dilatation  die  Gleicliangen  befriedigen 

^V*(r«,)  +  (i  +  p)r|^-'2^A-0, 

dafi    aber   einige    Losungen    dieser    Gleichungen    SpannungSzustOnden    ent- 
sprechen, die  zu  ihrer  Realisierung  Massenkräfte  erfordern.'} 

§  98.   Radiale  VewoMebang.*} 

Die  einfachsten  ÄBwendungen  Ton  Polarkoordinatea  beziehen  sich  auf 
Probleme,  bei  denen  rein  radiale  Verschiebungen  auftreten.  Wir  nehmen 
au,  daß  die  Verschiebungen  u^,  u^  verschwinden  und  schreiben  U  an 
Stelle  von  u^.  Aus  den  Formeln  von  §  22  und  §  96  ei^bt  sich  dann 
Folgendes: 

l)  Die  Verzerrungskoni ponenten  sind  gegeben  durch 

e     =^--      e-e      ---      e      -e      ^  e     ^  o 

rr  ^j,'         SS  t^tp  fl        ^0  (jr  »■• 

2}  Die  Dilatation  und  die  Drehung  sind  gegeben  durch 
A  =  ^  +  2  ^,     SF^  =■  ÖJg  "  5T<t  =  0. 

3)  Die  Spannnngskom ponenten  sind  gegeben  durch 

Ö0  =  $i^  =  Te^  0. 

4)  Die  Gmndgleichung  des  Gleichgewichts  unter  radialer  Massen- 
kraft B  ist 

(A  +  2^).^(|^  +  2^)  +  ?B  =  0. 

5)  Ist  .H  =  0,    so   lautet    die  ToUständige    Lösung   obiger    Gleichung 

wo  A    and  B  willkürliche    Konstanten.     Das    erste   Glied    entspricht   dem 
Problem  der  Kompression   durch   gleichförmigen  Normaldruck   [§  70,  g)]. 

1)  Hichell,  Ltmdon  Math.  Soc.  Proc.  vol.  32  (1901),  p.  24. 
8)  Die  meisten  der  in  diesem  Paragraphen  angegebenen  Resultate  Btammeu 
von  Lama,  Lawu  ntr  la  theorie.  . . .  de  t'elastieite,  Parie  ixöi. 
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In  einem  festen  Körper,  der  den  Ursprung  von  r  mit  enthalt,  k&mi  die 
vollständige  Lösung  eine  Verschiebung  nicht  darstellen.  Der  Ursprung 
muß  entweder  außerhalb  des  Körpers  oder  innerhalb  einer  Höhlung  im 
Innern  des  Körpers  liegen. 

6}  Die  Lösung  in  5)  kann  herangezogen  werden  fllr  den  Fall  einer 
von  konzentrischen  Kugeln  begrenzten  Schale,  die  dui'ch  inneren  und  KuBeren 
Druck  TerzeiTt  gehalten  wird.     Wir  müssen  haben 

wo  j)q  der  Druck  auf  der  äußeren  Begrenzung  (r  =>  fg)  und  j?j  der  Druck 
auf  der  inneren  Begrenzung  (r  ■=  r^').     Wir  würden  erbalten 

xj  _  J .  P,  n'— Po''.'  „     ,     i    '-.''-l'CPl-P.)  J_ 

8i+2p      ro'  — r.»         "^  4fi      r^'  —  r^'       r'' 
Der  radiale  Druck  in  irgend  einem  Punkte  ist  gleich 

und  der  Zng  in  irgend  einer  znm  Radius  senkrechten  Richtung  ist  gleich 

Im  Falle  i»(,  =  0  ist  der  größte  Zug  der  an  der  inneren  Oberfl&che;  er 
beträgt  iJ»i(V  + ^WW"- ♦'i');  ^'«  größte  Dehnung  ist  die  senkrecht 
zum  Radius  an  der  inneren  Oberfläche,  sie  beträgt 


131  +  8,*+  4p} 


7)  Haben  wir  in  der  Grundgleichung,  i),  M  =  —  grjr^,  wo  g  kon- 
staut, ist  ferner  die  Oberfl&che  r  =  r^  spannungsfrei  und  die  Kugel  massiT 
bis  zum  Mittelpunkt,  so  finden  wir 

_\_  ffpr.r  /61  +  6p_   r'\ 
^  lOi  +  2^  Ul  +  2(.        r,*r 

Es  entspricht  dies  dem  Problem  der  Kagel,  die  durch  die  gegen- 
seitige Graritation  ihrer  Teile  verzerrt  gehalten  wird.  Es  ist  bemerkens- 
wert, daß  die  radiale  Verzerrung  innerhalb  der  Fläche 

in  Kontraktion,  außerhalb  dieser  Flache  aber  in  Dehnung  besteht. 

Die  Anwendung  dieses  Ergebnisses  auf  den  Fall  der  Erde  begegnet 
emstlidien  Schwierigkeiten,  auf  die  schon  in  §  75  hingewiesen  wurde. 

§  99.   AobaeneymiqetriaGlLe  VerscMebimg;. 
Die  Bedingung,  daß  die  Verschiebung  in  Ebenen,  die  dnrcli  eine 
gewisse   Achse   gehen,   stattfindet   und    in   alles    diesen   Ebenen   die 
gleiche    ist,    würde    sich    unter   Beziehung    auf   Zylinderkoordinateo 
r,8,e  ausdrücken  durch  die  Gleichungen 

Me  —  0,    duJSO  ■=  ctijcö  =  0. 
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£&   empfiehlt   sich,    ü  statt   u^  und  tf   statt   u,   zu   schreiben.     Die 
VerzerrungskompODenten  drOcken  Bick  dann  aus  durck  die  Gleichungen 

dU  U 

*,,  "=-5— 1         e»B  =  — , 

"•  '•  "     '  (60) 


FOr  die  kubische  Düatation  und  die  Rotation  ergeben  sich  die 
Ausdrücke 

^""Fr+  r  +  "97'  2®'-"ä7~"^'   SJ. -».  =  *>.       (51) 

Wir  schreiben  Sl  statt  15«.  Die  Gleichungen  der  Bewegung,  aus- 
gedruckt in  den  Teraehiebungen,  nehmen  die  Form  an 

und  die  Spannungsgleichungen  des  Gleichgenichts  lauten 

^+^;  +  f  +  «.r.-o.      i 

Im  Falle  w  «  ez,  wo  e  konstant,  und  d  üjde  —  0  haben  wir  einen 
ebenen  Yerzemmgsznstand  mit  einer  darüber  gelagerten  gleichförmigen 
Längadehnung.  In  diesem  Fall  ist  rz  —  0.  Wenn  zz,  rz,  F^  rer- 
schwinden,  haben  wir  einen  ebenen  Spannungszustand. 

§  100.   RoliT  unter  Druck. 
Im   Falle   ebener  Verzemmg   mit   verschwindender  Massenkraft 
erfallt  die  Verschiebung  U  die  Gleichung 

deren  Tollständiges  Integral  von  folgender  Form  ist: 

U-Är  +  B/r.  (55) 

Diese  Losung  können  wir  für  das  Problem  eines  zylindrischen 
Rohrs  unter  innerem  und  äuBerem  Druck  heranziehen;  eine  gleichmäßige 
Längadehnung  e  bleibt  freigestellt.  Bedienen  wir  uns  einer  ähnlichen 
Bezeichnung  wie  in  §  98,  6),  so  finden  wir  für  die  Spannungskom- 
ponenten  die  Werte 


(62) 


(53) 
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(56) 

"i  +  p 
fflr  die  Konstanten  Ä  und  £  in  (55)  erbalten  wir 

Die  Konstante  e  kann  paseend  so  gewählt  werden,  daß  die  lÄnge 
konstant  erhalten  wird,  dann  ist  e  —  0,  und  es  wirkt  longitudinaler 
Zug  HZ  vom  Betrage 

Oder  wir  können  c  so   wählen,  daß  longitudinaler  Zug  nicht  wirkt, 
dann  ist  ze  =  0  und 

Wenn  p^   Terschwindet    und   e    nicht    zu    grofl    ist,    ist    der  größte 
Zug  der  Zug  dd  an  der  inneren  Mantelfläche  r^r^,  er  beträgt 

ftW +  '■.■)/('■.' -'■.')■ 

Die     grSßte    Dehnung    ist    die    Vmfangsdehnung    e^g   an    derselben 
Mantelfläche. 

Steht  ein  geschlossenes  zylindrisches  Gefäß  unter  innerem  Druck  Pt 
und  äußerem  Druck  pg,  so  muß  an  den  Enden  der  resultierende  Zug 
x(r^' —  r^*)jie  dem  resultierenden  Druck  das  Gleichgewicht  halten; 
wir  haben  daher  die  Gleichung 

7i{r^'  —  r^*)zz  ■=  Jr(ri*p,  —  r^p^. 
Diese  Gleichung  liefert  für  e  den  Wert^) 

N^ehmen  wir  an,  daß  die  Endflächen  des  Gefäßes  eben  sind,  und 
Temachlässigen  Gestaltänderung  durch  den  Druck,  so  nimmt  der 
Rauminhalt  des  GeßLßes  um  wrjij{er,  -\-2U^  zu,  wo  \  die  Zylinder- 

1)  Dm  Problem  ist  van  cohlreichen  Antoiea  nntereuofat  worden,  u.  a.  von 
Lmd^,  loc.  dt.  ante,  S.  ISEI.  Es  spielt  eine  Holle  in  der  Theorie  dee  Pi6zometeiB. 
Vgl.  Poynting  nnd  ThomBOn,  Properties  of  MatUr,  London  1902,  p.  116.  Der 
Umstand,  daS  e  von  A'(=  l-j-ij^i)  und  keiner  anderen  elaBtiüchen  Konstanten  ab- 
hängt, ist  fßr  die  Bestimmung  von  V  verwendet  worden  Ton  A.  Mallock,  Proc. 
Roy.  Soc.  London,  vol.  71  (19ül). 
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länge  auf  der  Innenseite  and  (7,  den  Wert  von  i7  für  r  —  r^  be- 
zeichnet.    Mit  obigem  Wert  von  e  haben  wir  hierfQr 

In  gleicher  Weise  ergibt  sich,  wenn  wir  mit  lg  die  Zylinderlänge 
auf  der  Außenseite  bezeichnen  und  die  Yolumändemng  der  Enden 
vernachlässigen,  die  Zunahme  des  Inhalts  des  vom  äußeren  Mantel 
begrenzten  Raums  zu 

Die  Größe  l^  unterscheidet  sich  von  I,  um  die  Summe  der  Dicken 
der  Endflächen.  Im  Falle  eines  langen  Zylinders  ist  dieser  Unter- 
schied nicht  von  Bedeutung.  Die  Konstante  3/(3X  -i-  2^)  ist  gleich 
1/Ä',  dem  reziproken  Wert  des  Eompressionsmoduls.  Wird  der  Unter- 
schied zwischen  If,  und  l^  vernachlässigt,  so  stimmt  das  Ergebnis  mit 
einem  allgemeinen  Resultat*)  Uberein,  das  sich  t'Br  ein  geschlossenes 
Gefäß  von  beliebiger  Form  unter  innerem  und  äußerem  Druck  be- 
weisen läßt;  ist  nämlich  V^  und  V^  der  „innere"  und  „äußere" 
Rauminhalt  im  ungespannten  Zustand,  so  wächst  V^  —  F,  um  den 
Betrag  (p,  F,  —p^  Vg)k,  wenn  innere  und  äußere  Drucke  Pi  bezw,  P(, 
wirken.  Bei  Ableitung  von  (59)  und  (60)  haben  wir  Qbrigens  den 
Einfluß  der  Zylindereuden  nicht  genau  in  Rechnung  gezogen;  wir 
haben  nämlich  vorausgesetzt,  dtiB  die  Endflächen  in  ihrer  eigenen 
Ebene  so  gereckt  werden,  daß  sie  auf  den  ausgedehnten  Zylinder 
passen,  und  haben  Änderungen  der  Gestalt  und  des  Volumens  der- 
selben vemachlässigt;  femer  haben  wir  angenommen,  daß  die  Wirkung 
der  Endflächen  auf  die  Gefäßwand  gleichwertig  ist  mit  einem  Zug, 
der  gleichmäßig  über  die  Wandnngsdicke  verteilt  ist.  Die  Resultate 
werden  eine  gute  Annäherung  liefern,  sofern  die  Länge  des  Zylinders 
groß  ist  im  Vergleich  zu  seinen  Radien  und  falls  die  Wandung  sehr 
ditnn  ist. 

§  101.    Anwendtuig  auf  die  Eonstniktioii  der  Oesclintze. 

In  den  Gleichungen  (56)  sind  die  Spannungskomponenten  rr  und  66 
ausgedrückt  durch  Formeln  vom  Typus 

wo  A  und  B  Konstante.  Diese  Eonstanten  bestimmen  sich  durch  den 
inneren  und  den  Bußeren  Druck.  Wir  haben  daher  eine  Lösung  der 
Spannungsgleichungen  für  ein  Bohr  unter  innerem  und  äußerem  Druck, 
-die    nicht    nur    in     dem     Falle    anwendbar     ist,     wo     das     Material     in 


l)  Siehe  Kapitel  VII,  wnten. 
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Abwesenheit  von  Drucken  Bick  im  spannungslosen  Zustand  befiadet.  Man  hat 
geglaubt,  diese  Lßming  fOr  Zustande  von  AnfangsspannoDg  heranziehen  zu 
kOnnen,  und  sie  demgemSS  auf  die  Theorie  der  Konstruktion  von  Rpnonen 
angewendet"^)  Zeitweilig  stellte  man  die  Kanonen  in  Form  einer  Reihe 
einander  umfassender  Bohre  her,  und  zwar  wurde  jedes  einzelne  Rohr  so  weit 
erwärmt,  daS  es  über  das  nächst  engere  Rohr  zn  schlüpfen  vermochte; 
das  Äußere  Bohr  zog  sich  dann  infolge  der  Abkühlung  zusammen  und 
übte  auf  das  innere  einen  Druck  aus.  Die  so  konstruierten  KanoDen  er- 
wiesen sich  als  stfirker  wie  einzelne  Bohre  von  derselben  Wanddicke. 
Nehmen  wir  z.  B.  den  Fall  zweier  Bohre,  zwischen  denen  ein  Druck  P 
wirkt,  und  bezeichnen  den  Radius  des  gemeinsamen  -Mantels,  mit  )',  so 
können  wir  die  Anfangsspamiang  als  durch  die  Gleichungen 

gegeben  ansehen.  Die  Spannung,  die  hinzukommt,  wenn  das  zusammen- 
gesetzte Bohr  innerem  Druck  p  unterworfen  wird,  wird  gegeben  sein  durch 
die  Gleichungen 

■^  r'  r,*  — r,"  -^  r'  *■»—*■,* 

Die  Verminderung  der  Bandspannung  GB  an  der  inneren  Oberfläche  i*  =  »"i 
kann  als  Maß  für  die  Verstattung  des  zusammengesetzten  Rohrs  ange- 
sehen werden. 

§  102.    Rotierender  Zylinder.*) 

Ein  Beispiel  für  die  Gleichungen  der  Bewegung  bietet  ein  rotierender 
Zylinder.  Ib  Gleichung  (32)  haben  wir  f^=  —  to^r  zu  setzen,  wo  <o  die 
Winkelgeschwindigkeit. 

Die  Gleichungen  für  die  Verschiebungen  lauten 

('  +  ^''^Tr(-8r-  +  y  +  -di)  +  '^dÄd.  -  3r)  =  "  "V, 

/i  ^  i.  ^  3  /^  ^j-  '^^  ^''\  f'  fi^  ^"'\  M  /3  P  c«=\  [.  [^  ^ 
(^+2^>9,i-äi^  +  r-  +  y.)~''frb.— 97)-  rlaT-^rj-O    | 

mit  den  Bedingungen 

(^  =  ^  =  0  für  r  =  a  oder  r  =  a, 

17  =  «e  =  0  für  z  =  ±l. 

1.  A.  G.  Greenhill,  Nature,  vol.  *2  (1880^,  Vgl.  Boltzmann,  WUn.  Berichte, 
Bd-  59  (1870), 

8)  Siehe  Abhandlungen  von  C.  Chree  in  Cambridge  Phil.  Soc.  Proc.,  vol.  7 
(1B91,  1892),  p.  201,  2gS.  Das  Problem  war  schon  früher  von  mehreren  Autoren 
behandelt  worden,  n.  a.  von  Uaxwell  {loc.  cit.  §  57>  und  Hopkinson,  Mett.  of 
Math.  (Ser.  3)  vol.  2  (1871). 
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Als  zylindrische  Begrenzung  ist  r  —  a  angenommen,  kuBerdem  ist  vor- 
ausgesetzt, daß  eine  durcb  r  ~  a  gegebene  Achsenhöhlung  vorhanden 
ist;  die  Endqaerschnitte  sind  e  =  ±  2 ,  so  daß  der  Zylinder  eine  Walze 
von  der  Lfinge  '21  oder  eine  Scheibe  von  der  Dichte  21  darstellt. 

Faß.  (a).    Rotierende   Walze. 

Eine  aDgen&berte  Lösung  können  wir  Im  Falle  einer  langen  Walze 
erhalten,  indem  wir  das  Problem  als  das  eines  ebenen  Yerzerrungazostandes 
behandeln  unter  Zulassung  einer  gleichmäßigen  Lftngsdehnung  e.  Wir  be- 
trachten den  Zylinder  als  massiv,  d.  h.  ohne  Achs enh oblong;  die  ange- 
näherte Lösang  befriedigt  dann  die  Gleichungen 

^  =  0  überall, 

rr—0  für  r  —  o  , 

sie  geoügt  aber  nicht  der  Bedingung  ee  =  0  für  x  =  ^l.  Die  gleich- 
mäßige Lftngsdehnung  e  li&nn  jedoch  so  gewählt  werden,  daß  die  Span- 
nungen zz  an  den  Enden  keine  statische  Resultante  besitzen,  d.  fa.  daß 


/'■ 


rdr  =  0 ; 


dann  stellt  unsere  Lösung  den  Zustand  der  Walze  an  den  meisten  Stellen 
mit  hinreichender  Genauigkeit  dar,  versagt  jedoch  in  der  Nfthe  der  Snden 
[Vgl.  §  89]. 

Wir  stellen  die  Resultate,  ausgedrückt  in  E  und  s,  zusammen.  Wir 
würden  finden 

WO  die  Konstanten  A  und  e  durch  die  Gleichungen  gegeben  sind 

Die  Spanuungskomponenten  sind  gegeben  durch  die  Gleichungen 

Statt  den  resultierenden  longitudinalen  Zug  verschwinden  zu  lassen, 
könnten  wir  auch  den  Zug  so  gewählt  denken,  daß  die  Länge  konstant 
erhalten  wird.     Wir  würden  dann  haben 

die  beiden  ersten  der  Gleichungen  (6i)  würden  besteben  bleiben,  und  der 
Longitudinahug  würde  gegeben  sein  durch  die  Gleichung 

g_.-,|(.-y.--2,M^^^,  (06) 

DigilizocB,  Google 


174  V.  Gleichgewicht  isotroper  elaatiaoher  fester  EQrper. 

Fäll  (b).     Kotierende  ScÄette, 

Eine  angenSherte  Lösung  kduuen  wir  im  Falle  einer  dünnen  Scheibe 
erhalten,  indem  wir  daa  Problem  als  das  eines  ebenen  Spannungszustandes 
behandeln.  Ist  die  Scheibe  massiv,  so  befriedigt  die  angenäherte  Lösung 
die  Gleichungen  zz  =  0 ,  rz  =  0  flberall,  so  daß  die  ebenen  Seitenflachen 
der   Scheibe   spannnngsfrei   sind;    sie  genügt  aber   nicht   der   Bedingung 

rr  =  0  fflr  r  =  ff.     Statt  dessen  macht  sie      /  rrdz  für  r  =  a  zu  null,  so 

daß  der  resoltierende  Radialzug  über  irgendein  Stfick  des  Bandes  ver- 
schwindet^); sie  stellt  den  Znstand  der  Scheibe  in  den  Teilen,  die  nicht 
zu  nahe  dem  Rande  sind,  dar. 

Im  vorliegenden  Falle  befriedigt  U  als  Funktion  von  r  die  Gleichung 

inji  +  ii,)  d  ßjj 

l  +  S 

femer  haben  wir 


?^  +  ^  _-„■,-;  (6'> 


daraus  folgt 

Bz'  4(1(1 +  (!)■  ^^'^^ 

+  1 
Diese  Gleicbungen   zusammen  mit  der  Bedingung,  daß    1  rrde  für  r  ^  a 

verschwindet,  bestimmen  U  und  w ,  abgesehen  von  einer  Verschiebung,, 
wie  sie  in  einem  starren  Körper  möglich  wäre;  wir  können  etwa  noch 
vorschreiben,  daß  U  und  w  im  Anfangspunkt  (r  =  0,  z  ^  0)  verschwinden 
und  daß  20  ==  d  U/dz  —  cwjdr  ebenfalls  doit  verschwindet.  Wir  würden 
dann  finden,  daß   U,  w  durch  die  Gleichungen  gegeben  sind 

V-i'f{i-«)[(i^«)a'~(l+c)r<\+''^^,{l+6){V-3.'),\    _^ 

»  -  -  W  "  l(ä  +  .)»■  ^  2(1  +  .)r>|  -"'^J  .'  \^,{l'-.');  \    '" 

aus  diesen  Gleichungen  würden  wir  folgende  Ausdrücke  für  die  Spannungs- 

komponenten  ableiten: 

«9-7-  1(3  +  «)a'-(l  +  ■'•Kl  +7  ,i±-?(,.-  3.>).  I 


1)  Die  vollständige  USeung  des  Problems  würde  noch  eine  sus&tzliclie  Ver- 
BchiebuDg  erfordern,  die  der  Spannung  —  rr  anf  der  RandSäche  und  der  Span- 
nung null  auf  den  ebenen  Seitenflächen  entsptllcbe.  Siehe  eine  Abhandlung  von 
F.  Purser  in  BtMin,  Tram.  S.  Irish  Äcad.,  vol.  32  (1802) 
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Ist  ein  Ächsenloch  vom  Radius  a'  vorhajideii,  so  haben  wir  die 
weitere  Bedingaug,  dafi  /  rräz  =  0  för  r  =  a';  jetzt  darf  aber  die  Ver- 
schiebung Glieder  enthalten,  die  in  der  Achse  selbst  unendlich  grofl  wflrden. 
Die  vollständige  LCsung  würden  wir  erhalten,  wenn  wir  zn  obigen  Äns- 
drficken  för  U  und  w  Glieder  V  und  w'  addierten,  die  durch  die 
Gleichungen  gegeben  sind 

^'  -  w(ä  + »)  [(1  -«)»■■  +  (1  + .)  -^"] .  I  ■ 
"'-w't^ +")«"■  I 

und  diesen  Verschiebungen  entsprechen  die  zuätzlichen  Spannungen 

^,-"-^'•-(3  +  .)(a■•-'^^),     68-"j^(3  +  .)(o'>  +  °>-');  (73) 

diese    sind    zu    den   in   (71)    angegebenen   Ausdrücken    ftlr  rr  und  dB  tu 
addieren. 
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Kapitel  VI. 
Oleichgewicht  lolotroper  elsstiselier  fester  Körpeiv 

§  103.  Struktarsymmetrie. 
Auf  die  Abhängigkeit  der  in  §  72,  (25),  angegebenen  RelationeQ 
zwischen  Spannung  und  Verzerrung  von  der  Richtung  der  Bezugs- 
achsen  ist  in  §  68  hingewiesen  worden.  Die  Relationen  vereinfachea 
sich,  wenn  das  Material  gewisse  SymmetrieeigenRchiiften  zeigt  und 
die  Bezugsachsen  passend  gewählt  werden.  Wir  müssen  uns  zunächst 
über  den  geometrischen  Charakter  der  Sjmmetriearten ,  die  man  in 
verschiedenen  Materialien  beobachtet,  verbreiten.  Die  Natur  der 
Xolotropie  des  Materials  iat  durch  sein  elastisches  Verhalten  allein 
nicht  völlig  bestimmt.  Es  kann  auch  mit  Bezug  auf  andere  physi- 
kalische Eigenschaften,  z.  B.  das  Lichtbrechungsvermögen,  äototrop 
sein.  Lassen  sich  in  einem  äolotropen  Körper  zwei  Geraden  so  an- 
geben, daß  die  physikalischen  Eigenschaften  des  Materials  relativ  zu 
ihnen  sämtlich  übereinstimmen,  so  nennt  man  solche  Geraden  „trl^jch- 
wertig".  Verschiedene  Stoffe  können  nach  der  Vetteilung  gleichwer- 
tiger Geraden  in  ihnen  unterschieden  werden.  Gegenwärtig  beschränken 
wir  uns  auf  den  Fall  homogener  Materialien,  für  die  parallele  Geraden 
mit  gleichem  Richtungssinn  gleichwertig  sind;  wir  haben  dann  die 
Verteilung  der  in  einem  Punkt«  sich  kreuzenden  gleichwertigen  Ge- 
raden ins  Auge  zu  fassen.  Für  manche  Zwecke  ist  es  wichtig  zu  be- 
merken, daß  entgegengesetzt  gerichtete  Geraden  nicht  immer  gleich- 
wertig sind.  Wenn  gewisse  Kristalle  Temperaturanderungen  erleiden, 
so  werden  die  entgegengesetzten  Enden  bestimmter  Achsen  entgegen- 
gesetzt elektrisch;  es  ist  dies  die  Erscheinung  der  FyrodektrizilM. 
Wenn  gewisse  Kristalle  von  zwei  parallelen  Ebenen  zusammengedrückt 
werden,  die  zu  bestimmten  Achsen  senkrecht  verlaufen,  so  werden 
die  entgegengesetzten  Enden  dieser  Achsen  entgegengesetzt  elektrisch; 
■  es   iat  dies   die  Erscheinung   der    Fiezoelektrieität})      Demgemäß   be- 

1)  Eine  ZuBsrnmenatellang  der  Haupttataachen  bezüglich  der  Pyro-  und  PicEO- 
elektrizität  findet  der  Leaer  in  Maacart,  LeQon-i  hur  V£kctncite  et  k  mngnitwmt, 
t.  1,  Paria  1896,  oder  Liebiach,  I^ysikalische  Kristullograi^ie,  Leipzift  1K91. 

Digitizccoy  Google 


Symmetrie  177 

tracliten  wir  die  Eigenschaften  eines  Materials  relativ  zu  den  von 
einem  Funkt  auslaufenden  StroMen  oder  Bichtangeti'^  die  Natur 
der  Symmetrie  eines  Materials  bestimmen  wir  durch  die  Verteilung 
gleichwertiger  Bicbtnngeu  in  demselben.  Eine  Figur,  die  ein  System 
gleichwertiger  Richtungen  darstellt,  ist  das  geometrische  Bild  fOr  eine 
gewisse  Art  von  Symmetrie. 

§  104.   GeometriBohe  Symmetrie.*) 

Wenn  eine  UmdrehuDgG^iche  durch  einen  beliebigen  Winkel  um 
die  Umdrebungsachse  gedreht  wird,  so  wird  der  Ort  jedes  Punktes, 
der  auf  der  TTmdrehungsfläche,  aber  nicht  auf  der  Achse,  liegt,  ge- 
ändert; die  Figur  als  Ganzes  jedoch  hat  ihre  Lage  nicht  geändert. 
Mit  andern  Worten,  die  Fläche  kann  durch  eine  Operation,  die  den 
Ort  einiger  ihrer  Punkte  ändert,  mit  sich  selbst  zur  Deckung  gebracht 
werden.  Eine  geometrische  Figur,  die  durch  eine  Operation,  welche 
den  Ort  einiger  ihrer  Punkte  verändert,  mit  sich  selbst  zur  Deckung 
gebracht  werden  kann,  besitzt,  wie  man  ss^ft,  „Symmetrie".  Die  in 
Rede  stehenden  Operationen  sind  bekannt  als  „Deckopera tionen",  und 
von  einer  Figur,  die  durch  eine  derartige  Operation  mit  sich  selbst 
zur  Deckung  gebracht  wird,  sagt  man,  sie  „gestattet"  diese  Operation. 
Die  möglichen  Deckoperationen  umfassen  1)  Drehung,  und  zwar  durch 
einen  bestimmten  Winkel  oder  einen  beliebigen  Winkel,  2)  Spiegelung 
an  einer  Ebene.  Eine  Figur,  die  eine  Drehung  um  eine  Achse  ge- 
stattet, besitzt,  wie  man  sagt,  eine  „Symmetrieachse";  eine  Figur,  die 
Spiegeliing  an  einer  Ebene  gestattet,  besitzt,  wie  man  sagt,  eine 
„Sy  m  me  tri  eeben  e". 

Es  lä8t  sich  zeigen,  daß  jede  Deckoperation,  die  weder  in  einer 
Drehung  um  eine  Achse  noch  in  einer  Spiegelung  an  einer  Ebene 
besteht,  mit  einer  Kombination  jener  Operationen  gleichwertig  ist. 
Von  derartigen  Kombinationen  ist  eine  besonders  wichtig.  Sie  be- 
steht aus  einer  Drehung  um  eine  Achse  und  einer  Spiegelung  an  der 
dazu  senkrechten  Ebene.  Betrachten  wir  beispielsweise  ein  Ellipsoid 
mit  den  Halbachsen  a,  b,  c  und  nehmen  au,  es  werde  längs  der 
Ebene  (a,  b)  mitten  durchgeschnitten  und  darauf  die  eine  Hälfte 
gegen  die  andere  durch  ^ar  um  die  Achse  (c)  verdreht.  Das  Ellipsoid 
gestattet  eine  Drehung  vom  Betr^e  n  um  jede  Hauptachse  imd  eben- 
falls eine  Spiegelung  an  jeder  Hauptebene;  der  Körper,  den  wir  in 
der  angegebenen  Weise  aus  dem  Ellipsoid  gebildet  haben,  gestattet 
eine  Drehung  vom  Betrage  \a  um  die  c- Achse,  verbunden  mit  einer 

1)  Eine  auafühilichere  Daretellimg  mit  den  zugehörigen  Beweisen  gibt 
Schoenfliea,  Kristalhysteme  und  KristaJhtruktur,  Leipzig,  1391.  Man  yergleiche 
auch  H.  Hilton,  Maihematical  CrystaOography  am!  the  Thfory  of  Groupt  of 
Movement»,  Oifoid  1908. 


Digiti: 


Jloy  Google 


178  VI.  Qleichgewicht  äolotropei  elastiachet  festet  KSnier. 

Spiegelung  an  der  dazu  senkrechten  Ebene,  gestattet  aber  nicbt  die 
Drehung  oder  die  Spiegelung  fUr  sich  allein.  Eine  Figur,  die  die 
aus  Drehung  um  eine  Achse  und  Spiegelung  an  der  zu  ihr  senk- 
rechten Ebene  kombinierte  Operation  gestattet,  besitzt,  wie  man  sich 
ausdrOckt,  eine  „Achse  alternierender  Symmetrie". 

Ein  besonderer  Fall  der  eben  bes^hijebeneu  Operation  ei^bt 
sich,  wenn  der  Drehwinkel  um  die  Achse  der  alternierenden  Symme- 
trie gleich  n  ist.  Das  Ergebnis  der  aus  dieser  Drehung  und  der 
Spiegelung  an  der  dazu  senkrechten  Ebene  bestehenden  Operation 
ist  das,  daS  jeder  von  einem  Punkte  auslaufende  Strahl  durch  den 
Gegenatrabl  ersetzt  wird.  Diese  Operation  ist  unter  dem  Namen 
„Inversion"  oder  „zentriftche  Spiegelung"  bekannt,  die  Richtung  der 
entsprechenden  Achse  der  alternierenden  Symmetrie  ist  willkürlich; 
eine  Figur,  die  diese  Operation  gestattet,  besitzt,  wie  mau  sagt,  ein 
„Symmetriezentrum". 

Das  Ergebnis  von  zwei  oder  mehr  Deckoperationen,  die  in  be- 
liebiger Reihenfolge  nacheinander  ausgeführt  werden,  ist,  wie  sich 
zeigen  läßt,  entweder  identisch  mit  dem  Ergebnis  einer  einzigen 
Deckoperation,  oder  aber  Anfangs-  und  Endlage  jedes  Punktes  der 
Figur  stimmen  überein.  Wir  schließen  den  letzteren  Fall  in  den 
ersteren  mit  ein,  indem  wir  die  „identische  Operation"  als  Deckope- 
ration einfuhren;  diese  Operation  läßt  jeden  Punkt  an  seiner  Stelle. 
Mit  dieser  Verabredung  läßt  sieb  obiger  Satz  iu  der  Form  aus- 
sprechen: die  Deckoperationen,  die  irgendeine  symmetrische  Figur  ge- 
stattet, bilden  eine  Gruppe. 

Jeder  Deekoperation  entspricht  eine  orthogonale  lineare  Trans- 
formation der  Koordinaten.  Besteht  die  Operation  iu  einer  Drehung 
um  eine  Achse,  so  ist  die  Determinante  der  Transformation  gleich 
-|-  1;  für  jede  andere  Deekoperation  ist  die  Determinante  gleich  —  1, 
Alle  Transformationen,  welche  von  derselben  Figur  gestatteten  Deck- 
operationen entsprechen,  bilden  eine  G^ruppc  linearer  SubstUuUone». 

§  105.  ElastiBche  Symmetrie. 
In  einem  isotropen  elastischen  Körper  sind  alle  Strahlen,  die  von 
einem  Punkte  auslaufen,  gleichwertig.  Zeigt  ein  iiolotroper  elastischer 
Körper  irgendeine  Symmetrieeigenschaft,  so  lassen  sich  einzelne  gleich- 
wertige Richtungen  angeben;  die  von  ihnen  gebildete  Figur  ist  eine 
Symmetriefigur,  die  alle  Deckoperatiouen  einer  gewissen  Gruppe  ge- 
stattet. Dieser  Gruppe  von  Operationen  entspricht  eine  Gruppe 
orthogonaler  linearer  Substitutioneu ;  und  die  ^'erzerrungsenergie- 
Funktion  bleibt  bei  allen  Substitutionen  dieser  Gruppe  uugeändert. 
Das  Ergebnis  einer  derartigen  Substitution  ist,  daß  die  Verzerrungs- 
komponenten,  bezogen  auf  die  neuen  Koordinaten,  lineare  Funktionen 

DigitizccbyGoOgle 


GlastiMche  Sjmmetxie. 


179 


der  auf  die  alten  Koordinaiea  bezogenen  VerzerrungskomponeBteu 
sind.  Ea  wird  nützlich  sein,  die  Belationen  zwischen  den  elastischen 
Konstanten  zu  ermitteln,  die  erfüllt  sein  müssen,  wenn  die  Yerzerrungs- 
energie-Funktion  bei  einer  derartigen  Transformation  der  Verzerrungs- 
komponenten  angeändert  bleiben  soll. 

Die  Koordinaten  mögen  nach  folgendem  Orthogonalschema  trans- 
formiert werden: 


X 

9 

B 

':■ 

>i 

»'. 

<h 

n' 

I. 

i». 

». 

2' 

'. 

m. 

». 

mpouenten  sich  nach 


Ans  §  12  wissen  wir,  daß  die  VeRserrangskoi 
Formeln  von  folgendem  Typus  transformieren: 

e^,.  —  2e„^^  +  2e^^mj»>s  +  2  fi„M,«j+ e^,  (»m,»»(  +»»,«,)    1(1) 

Besitzt  das  Material  in  jedem  Punkt  ein  Symmetriezentrum,  so 
gestattet  die  Figur  der  von  dem  Punkte  auslaufenden  gleicbweiiigen 
Strahlen  die  Operation  der  zentrischen  Spiegelung.  Die  entsprechende 
Substitution  ist  durch  die  Gleichungen  gegeben 

x'  =-  —  X,  y  —  —  y ,  z  —  —  z. 
Diese  Substitution  ist  ohne  Einfluß  auf  die  Yenerrungskompo- 
nenten,  und  wir  schließen  daraus,  daß  das  elastische  Verhalten  eines 
Materials  vom  Vorhandensein  oder  Nichtvorhandensein  zentrischer 
Symmetrie  in  keiner  Weise  abhängig  ist.  Das  Fehlen  derartiger 
Symmetrie  in  einem  Material  würde  man  durch  experimentelle  Unter- 
suchungen über  das  Verhältnis  zwischen  Spannung  und  Verzerrung 
nicht  aufdecken  können. 

Wir  haben  nun  noch  die  Bedingungen  dafür  zu  bestimmen,  daß 
die  Verzerrungselle rgie-Funktio  11  ungeändert  bleibt,  wenn  die  Ver- 
zerr ungskomponenten  durch  die  den  folgenden  Operationen  ent- 
sprechenden Substitutionen  transformiert  werden:  1)  Spiegelung  an 
einer  Ebene,  2)  Drehung  um  eine  Achse,  3)  Drehung  um  eine  Achse 
kombiniert  mit  Spiegelung  an  der  zu  der  Achse  senkrechten  Ebene. 
Als  Symmetrieebene  nehmen  wir  die  {x.  i/)-Ebene,  als  Symmetrieachse 
bezw.  als  Achse  der  alternierenden  Symmetrie  die  «Achse.  Als 
Drehwinkel  werden  wir  einen  gegebenen  Winkel  9  anzunehmen  haben,  der 
vorderhand  als  völlig  willkürlich  zu  denken  ist. 

Dig^^zccOyGoOgle 


180  ^I'  Gleichgewicht  Kolotioper  elastischer  fester  EJSrper. 

Die  Bedingungen  dafOr,  daß  die  Verzerrungsenergie -Funktion 
durch  irgendeine  der  zu  betrachtenden  Substitutionen  ungeändert 
bleibt,  erhalten  wir,  indem  wir  för  e^^  die  in  e,, , .  ,  .  aiisgedrflckten 
Werte  in  der  Form  c^e^^^  H —  ■  einsetzen  und  die  Koeffizienten  der 
verachiedenen  Terme  den  Koeffizienten  in  der  Form  CiiC„*+'-- 
gleichsetzen. 

Die  Substitution,  die  der  Spiegelung  an  der  {xy  y)-Ebene  ent- 
spricht, ist  gegeben  durch  die  Gleichungen 

x  '-X,    y  =y,    z  =-  —  z\ 
die  Formeln,  die  die  auf  die  beiden  Achsensjsteme   bezogenen  Yer- 
zemingskomponenten  verknlipfen,  lauteu 


Die  Bedingungen   dafUr,  daß  die  Verzerrungsenergie-Funktion    durch 
diese  Substitution  ungeändert  bleibt,  sind 

Cii  -  Cis  -  c,i  =  f^s  =  <■«*  =  %  =  c«  =  C5«  =  0.  {2} 

Die  Substitution,  die  der  Drehung  um  die  «-Achse  durch  einen 
Winkel  9  entspricht,  ist  gegeben  durch  die  Gleichungen 

x'  —  X  cos  Ö  +  j/  sin  Ö ,  y'  =  —  a;  sin  ff  +  y  cos  ö ,  «'  =  * ;  (3) 
die  Formeln,  die  die  auf  die  beiden  Achsensysteme  bezogenen  Ver- 
zerrungskomponeoten  verknüpfen,  lauten 

^  cos'  ff  +  e    sin*  6  +  e     sin  ff  cos  6 , 
■    ,  -=  e^j.  sin*  0  +  c^j,  coa*  ff  —  e^   ain  6  cos  ff , 

™»,  !w 

I-  ""  ^ft  3'i  ^  +  '",1  cos  6 , 
=  —  2e,j  sin  ff  cos  ff  +  2e^^  sin  ff  cos  Ö  -f  e^^(eos' 

Die  Bestimmung  der  Bedingungen  dafür,  daß  die  Verzerrungsenergie- 
Funktion  durch  diese  Suhatitution  ungeändert  bleibt,  erfordert  eine  viel 
verwickeitere  fiechnung  als  in  den  Ffilleii  der  zeiitrischen  Spiegelung  und 
der  Spiegelung  an  einer  £bene.  Die  Gleichungen  zerfallen  in  einzelne 
Oruppeu,  die  jede  nur  eine  kleine  Anzahl  von  Koeffizienten  miteinander 
verknüpfen,  und  die  Relationen  zwischen  dea  Koeffizienten,  die  in  einer 
Gleichnngsgmppe  vorkommen,  sind  leicht  abzuleiten.  Wir  gehen  daran, 
das  algebraische  Verfahren  anzudeuten.  Wir  haben  die  Gleich ungagruppe 
c,,  —  q,  cos*Ö  -\-  2Ci,  sin'ff  cos»ff  +  o„  sin*ff  —  4c,g  cos'ff  sin  ff 

—  4ejgsin'flcosfl4-4rsssin»öcos*0, 
c„  =  Ci,  sin*e  +  2q,  sin'öcos'ff +  Cäj  cos* 6  +  4o,asin'0cos  8 

+  4o„  cos'ff  sin  ff  +  4rs6  sin'ff  cos*ff, 
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c,g  =  c,(  sin'  6  cos*  Ö  +  Cj,  (cos*  9  +  sin*  ff)  +  c„  sin'  6  cos*  ö 

+  2(Cis  —  O  sin  ö  COB  0  (cos*e  —  sin'ö)  -  4f„  sin*fl  cos'ö, 
c,,  =  Ci,  sin*  e  cos'  ö  —  2c„  sin'  ö  cos'  Ö  +  c«,  sin'  Ö  cos»  0 

+  2(c,«— (^g)  sin  ö  oos  9  (cos»  0  -  sin»  0)  +  <:^  (cos»  9  -  sin'  ö)», 
C,,  =  c,,  cos'  ö  sin  0  —  c,j  sin  0  cos  0  (cos»  0  —  sin'  8)  —  c^  sin'  ö  cos  9 
+  c,8  cos'  9  (cos»  0  -  3  sin'  9)  -+  c„  sin'  0  (3  cos'  ö  -  sin'  9) 

~  2  Cj,  sin  0  cos  0  (cos'  0  —  sin'  0), 
c,g  =  (^1  sin'  e  cos  9  +  C[g  sin  0  cos  0  (cos'  Ö  —  sin»  0)  —  c,j  cos'  0  sin  0 

+  Cig  sin»  0  (3  cos*  0  —  sin'  9)  +  Cjg  cos'  0  (cos»  0  —  3  sin'  0) 
+  2  Cg,  sin  0  cos  ö  (cos'  0  —  sin'  0). 
Die  Gleichnngen  dieser  Gruppe  sind  nicht,  unabhängig  von  einander, 
wie  wir   erkennen,   wenn   wir  die  ersten  vier  addieren.     Wir   bilden  fol- 
gende Kombination: 

Cjj  +  c^g  —  (Cji  —  c,g)  sin  0  cos  Ö  +  (c^g  +  c^g)  (cos*  9  —-  sin*  9), 
'ii  ~  <^!  "^  ('ii  ~  '^)  C*^**  ^  ~  '"**  *)  ~  *(<^is  +  %)  ^"^  ^  "^^  ^> 
hieraas  folgt,  falls  nicht  sin  0  =  0,  daß  wir  haben: 

•^11  =  ^,».      c,g C,g. 

Bennteen  wir  diese  Resultate  in  einer  der  vier  ersten  Gleichungen  der 
obigen  GFmppe,  so  finden  wir 

(<ii  — <^is— 2Osi»i»0cos'0  +  2CjgSinecO3e(cos»0-sin»e)  =  O; 
benutzen  wir  sie  in  einer  der  beiden  letzten  derselben  Gruppe,  so  finden  wir 

—  8c,asin»0cos»0  +  (cn  — 61,-20  sin  0  cos  0  (cos' 0  —  sin' 0)  =  0; 
wenn  also  weder  sin  0  noch  cos  9  verschwindet,  so  folgt,  daß 
CM  =  i(Cn-q»),     %  =  o. 
Andererseits  haben  wir  die  Gleichungggruppe 

Cjj  —  c,s  cos'Ö  +  Cjj  8in*0—  2<'j5  sin  9  cos  0, 
*■*»  =  '^is  sin'  0  +  Cja  cos»  0  +  2  C„  sin  9  cos  0, 
c„  =  (cjj  —  c^g)  sin  0  cos  0  -f-  Cgg  (cos*  9  —  sin'  0); 
daraus  folgt,  falls  nicht  sin  0=0,  daS  wir  haben 
*is  ^^  '"»ai     "^6  ^^  **■ 
Genaa  so  haben  wir  die  Gleichungsgruppe 

c„  =  C44  cos»  0  +  C55  sin'  0  +  2  c^  sin  0  cos  0, 
Cb6  *"  c«4  sin'  0  +  %  cos'Ö  —  2c^  sin  0  cos  0, 

c„  : (c„  —  Cjj)  sin  0  cos  0  +  c«  (cos»  0  -  sin'  0) ; 

hieraus  folgt,  falls  nicht  sin  0  =  0,  daB 

C«  =  %5i       C«  =  0. 
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Entsprecbend  haben  wir  die  Gleichungsgi-uppe 
Cj«  —  c„  eoB  Ö  +  Cgs  sin  ö, 
%  -»  —  c„  sin  Ö  +  Tjs  cos  8; 
dft  cos  0  4*  1 T  folgt  daraus,  daß  wir  haben 
Csi  =  "m  =  " 
Schließlich  haben  wir  die  Gleiohungsgruppe 
c„  -  c„  cos'Ö  +  Cis  C03»fl  sin  8  +  Ct^  sin'fl  eos  ff  +  r^  sin»Ö 

—  2c«  co8*C  ain  0  —  2c^  sin^ö  cos  d, 
c^s  =-  —  c^^  cos*  6  sin  ö  +  Cjj  cos'  0  —  c^,  sin'  Ö  +  e,j  sin*  ö  cos  ff 

+  2c„  sin'Ö  cos  8  -  20^^  C09»Ö  sin  $, 
Cgj  =  q^  ain*  ö  cos  6  +  "äs  sin'Ö  +  Cj^  cos'Ö  +  Cj5  cos'Ö  sin  9 

+  2c„  cos'  e  sin  e  +  SCjg  sin'Ö  cos  ö, 
c^  =  —  Cn  sin'  Ö  +  c,j  sin*  6  cos  ö  —  f j^  cos*  6  sin  ö  +  Cj^  cos'  Ö 

—  2(;jg  ein'e  cos  8  +  2cjj  C08*Ö  sin  B, 
"«  =  "a*  co8*ö  sin  Ö  -f-  c,5  sin'Ö  cos  Ö  —  c„  cos'Ö  sin  Ö  —  Cj^  sin'Ö  cos  ö 

-{-  (Cjg  eos  Ö  -{-  Cjg  sin  ö)  (cos'Ö  —  sin'Ö), 
0^=-  —  c^^  sin*  Ö  cos  Ö  +  c^^  cos'  6  sin  6  +  Cjj  sin'  ö  cos  ö  —  Cjj  cos'  Ö  sin  ö 
-  (c„  sin  ö  —  Cm  cos  ö)  (cos'  Ö  -  sin»  0). 
Wir  bilden  daraus  die  Kombinationen 

<^i4  +  c»*  —  (ci*  +  <■»*)  COS  ö  +  (c,5  +  Cjs)  sin  ö, 
Cu  +  Cm  —  —  (Cu  +  C»t)  sin  Ö  +  {c^  +  c^j)  cos  ö; 
da  cos  ö  4*  1 .  so  folgt  hieraus,  daB 

"U  +  C)4  =  0,     c,5  +  c,s  =  0. 
Unter  Benutzung  dieser  Resultate  bilden  wir  die  Kombinationen 
(c„  -  <^)  -  (cu  -  <^w)  cos  9  -  (<;,  +  c«)  sin  Ö, 
('^15  +  "«)  =  icn  ~  Gsb)  sin  ö  +  (e,5  +  c^}  cos  ö; 
daraus  folgt,  daß 

•"U  ""  »^M'        ''16   "  —  <'46- 

Wir  benutzen  diese  Resultate,  um  alle  Koeffizienten  in  obiger 
GleiohttngBgmppe  durch  c^  und  c^^  auszudrucken;  diese  ist  danu  gleich- 
wertig mit  den  beiden  Gleichungen 

c„(l  —  cos'Ö  +  3  sin'Ö  eos  ö)  —  c^{^  cos'Ö  sin  Ö  —  sin'Ö)  =  0, 
C^g(3  cos'  ö  sin  ö  —  sin»  ö)  +  c„(l  ~  cos'  ö  +  3  sin'  Ö  cos  Ö)  =  0. 
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Die  Bedingung  dafür,  daß  dieselben  miteio ander  verträglich  sind, 
reduziert  sich,  wie  sich  zeigt,  auf  (l  —  coa  ö)  (l  +  2  cos  fl)'  -=  0;  falls  nicht 
cos  Ö  =  —  4-,  erhalten  wir  somit: 

c«  =  «M  =  0. 

Es   ergibt   aich   also   Folgendes:   Bleibt   die   Verzerrungsenergie- 

Fuoktion  ungeÄDdert  durch  eine  Substitution,  die  einer  Drehung  um 

die   «-Achse   durch   einen    beliebigen,   von   a,  \ji,  ^jc   verschiedeneu 

Wickel  entspricht,  so  müssen  folgende  Koeffizienten  verschwinden: 

"isi  ^isi  »"afli  ^isj  %;  '^V.t  ^n^  ^n>  "lej  <'i6>  ''a4>  %i  ^) 

außerdem  mQssen  zwischen  den  flbrigen  Koeffizienten  folgende  Glei- 
chungen besteben: 

cii  =  fit.  ci»  =  <^»,  c«  =  c»,  e^^k  Kl  -  C|,).  (6) 

Ist  der  Drehwinkel  gleich  n,  so  verschwinden  folgende  Koeffizienten: 

'^Hj  f^so  <^ii,  'Hii  <^«.  ^M>  ''t*>  ''m  Ci) 

Relationen  zwischen  den  übrigen  Koeffizienten  treten  nicht  auf.  Ist 
der  Drehwinkel  gleich  ^it,  so  verschwinden  folgende  Koeffizienten: 

Ck,  c«.  ^it,  ''«-  <H*>  ft*'  t'iB.  c„,  cgo  c^;  (8) 

und  die  übrigen  Koeffizienten  sind  durch  folgende  Gleichungen  ver- 
kufipft: 

Cii  -  <^-  -^i»  -  Css,  c„  =  Css,  (^g c,g.  (9) 

Ist  der  Drehwinkel  gleich  -^;t,  so  verschwinden  folgende  Koeffizienten: 
c,fl,  c^,  Cw.  ««»  c„,  c,6;  CIO) 

und  zwischen  den  übrigen  Koeffizienten  bestehen  die  Gleichungen 
Cn  -  %.  Ci»  =  c,j,  c„  =  c„,  c«,  =  ^(c„  -  c,j),  j 

Cl4  —  —  Cg4  =  fjg,     —  Cis  =  %  =  Cjij.  J 

Ist  die  «-Achse  eine  Achse  alternierender  Symmetrie  und  der 
Drehwinkel  verschieden  von  x,  |3t,  f  w,  so  verschwinden  dieselben 
Koeffizienten  wie  in  dem  allgemeinen  Falle  einer  Symmetrieachse,  und 
zwischen  den  Übrigen  Koeffizienten  bestehen  dieselben  Relationen. 
Ist  der  Drehwinkel  gleich  x,  so  haben  wir  den  Fall  der  zentriscben 
Spiegelung,  der  bereits  abgehandelt  wurde.  Ist  der  Winkel  gleich 
^jr,  so  gelten  dieselben  Resultate  wie  filr  direkte  Symmetrie.  Ist  er 
gleich  -^it,  so  sind  die  Resultate  dieselben  wie  die  für  eine  Achse 
direkter  Symmetrie  mit  dem  Drehwinkel  |b. 

§  106.  Isotroper  Körper. 
Im  Falle  eines  isotropen  Körpers  ist  jede  Ebene  eine  Symmetrie- 
ebene, jede  Achse  ist  eine  Symmetrieachse,  imd  die  entsprechende  Drehung 
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kann  eineo  beliebigen  Betrag  haben.     Folgende  Koeffizienten  müssen 
verschwinden: 

'iii  *isj  *^«?  ^iiJ  %j  ''ibj  'Wj  ^h  ^ei  "«j  '^Ati  *«>  (1*) 

ußd  es  milssen   folgende  Beziehungen  zwischen   den  übrigen   Koeffi- 
zieDten  bestehen: 

Cii  ~  «ia  =  Cj».   Cg,  =  c„  =  c,s,   c^  =  Cm  -=  ^66  =  i  ((^u  -  'H»)-     (13) 
Somit  reduziert  sich  die  Yerzemingsenergie-Funktion  auf  die  Form 
^"ni^U  +  ^1,  +  eh)  +<^t{eyge,..  +  «..e^^  +  e^^e^^) 

die  mit  dem  in  §  QS  zugrunde  gelegten  Ausdruck  übereinstimmt. 

§  107.  Symmetrie  der  Erlstalle. 

Unter  den  äolotropen  Stoffen  zählen  erfahrungsgemäß  die  kri- 
stallinischen Körper  zu  den  wichtigsten.  Man  hat  die  Struktur- 
symmetrien der  kristallinischen  Stoffe  hauptsächlich  In  der  Weise 
untersucht,  daß  man  die  Gestalt  der  Kristalle  ins  Auge  faßte.  Dies 
fflhrte  dazu,  daß  man  eich  in  jedem  Fall  eine  von  Ebenen  begrenzte 
Figur  konstruierte,  die  dieselbe  Symmetrie  besitzt,  wie  sie  gemeinig- 
lich die  Kristallfiguren  zeigen,  die  von  der  Natur  bei  der  Kristalli- 
sation eines  Materials  gebildet  werden.  Die  in  Rede  stehende  Figur 
ist  die  dem  Material  entsprechende  „kristallographische  Form". 

F.  Neumann')  stellte  bezüglich  des  pbjsitalischen  Verhaltens 
kristallinischer  Stoffe  ein  fundamentales  Prinzip  auf  Dasselbe  läßt 
sich  so  aussprechen:  Jede  Symmetrieeigenschaft,  die  die  kristallo- 
graphische Form  des  Materi^  hat,  besitzt  das  Material  bezüglich 
aller  physikalischen  Eigenschaften.  Mit  andern  Worten:  eine  Figur, 
die  aus  einem  System  von  einem  Punkt  auslaufender  Strahlen  besteht 
und  die  dieselbe  Symmetrie  besitzt  wie  die  kristallographische  Ii'orm, 
bedeutet  für  das  Material  ein  System  gleichwertiger  Strahlen.  —  Das 
Gesetz  ist  durch  Induktion  aus  der  Erfahrung  geworden,  der  Beweis 
stützt  sich  zum  Teil  auf  Verifikationen  a  posteriori. 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  ein  Kristall  möglicherweise  und  im  allge- 
meinen tatsächlich  bezflglich  einzelner  physikalischer  Eigenschaften  Sym- 
metrieverhältnisse aufweist,  die  die  kiistatlograpluGche  Form  nicht  besitzt. 
Zum  Beispiel  sind  Kristalle  des  regulären  Systems  optisch  isotrop.  Ändere 
I   sind    aus    BesuLtaten,    die    in    §  106    erhalten    wurden,    zu    ent- 


Die  Symmftriegcsetze  der  Kt-istalle  sind  die  Gesetze,  die  die  kristalto- 
graphischen  Formen  erfahningsgemllß  befolgen.  Am  einfachsten  lassen  sie 
sich  in  der  Sprache  der  gleichwertigen  Strahlen  aussprechen,  wie  folgt: 

1)  Siehe  Beine  Vorlesungen  «ber  die  ITieorie  der  Elastizität,  Leipzig  18S6. 
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1)  Die  Zahl  der  mit  eioein  bestimmten  Strahl  gleichwertigen  Strahlen 
ist  endlich. 

2)  Die  Zahl  der  mit  einem  vorgegebenen  Strahl  gleichwertigen 
Strahlen  ist  im  allgemeinen  die  gleiche  fOr  alle  Lagen  des  vorgegebenen 
Strahls.  Wir  setzen  diese  Zahl  gleich  ^—1,  sodaB  wir  ein  System  von 
X  gleichwertigen  Strahlen  haben.  Für  speEielle  Lagen,  z.  B,  wenn  einer 
der  Strahlen  eine  Symmetrieachse  ist,  kann  die  Zahl  der  Strahlen  eines 
solchen   Systems  kleiner  sein  als  N. 

3)  Eine  Figur,  die  von  N  gleichwertigen  Strahlen  gebildet  wird,  ist 
eine  symmetrische  Figur,  die  alle  Deckoperationen  einer  gewissen  Gmppe 
gestattet.  Dorch  diese  Operationen  werden  die  N.  gleichwertigen  Strahlen 
miteinander  vertauscht,  sodaß  jeder  Strahl  wenigstens  einmal  die  Lage 
eines  gleichwertigen  Strahls  einnimmt.  J*ede  aus  gleichwertigen  Strahlen 
gebildete  Figur  erlaubt  alle  Deckoperatiocen  derselben  Gruppe. 

4)  Besitzt  eine  aus  X  gleichwertigen  Strahlen  gebildete  Figur  eine 
Symmetrieachse  oder  eine  Achse  alternierender  Symmetrie,  so  ist  der  ent- 
sprechende Drehwinkel  gleich  einem  der  Winkel  w,  |w,  ^w,  J-w.'} 

Es  iKBt  sich  zeigen,  daß  es  32  und  nur  32  Gruppen  von  Deck  Operationen 
gibt,  die  die  Gesetie  der  Kristallsymmetrie  befolgen.  Jeder  dieser  Gruppen 
entspricht  eine  Klasse  von  Kristallen.  Die  Verzerrunggen ergie-Funktion, 
die  jeder  dieser  Klassen  entspricht,  läflt  sich  unter  Benutzung  der  Resul- 
tate von  §  105  hinschreiben;  jede  der  Formen,  die  die  Funktion  an- 
nehmen kann,  entspricht  aber  mehr  als  einer  Klasse  von  Kristallen.  Wir 
müssen  die  Symmetrie  Verhältnisse  der  einzelnen  Klassen  kur?,  beschreiben. 
Zu  diesem  Zweck  führen  wir  nunmehr  einige  Definitionen  und  geometrische 
Satze,  die  Symmetrieachsen  betreffend,  ein: 

Der  Drehwinkel  um  eine  SjTnmetrieachse  oder  eine  Achse  alternieren- 
der Symmetrie  ist  gleich  2n/n,  wo  n  eine  der  Zahlen  2,  3,  4,  6.  Man 
beieichnet  die  Achse  als  „n-gonal".  Bezäglich  für  «  —  2,  3,  4,  6  nennt 
man  die  Achse  „digonal",  „trigonal",  „tetragonal",  „bexagonal".  Wenn 
nicht«  anderes  bemerkt  ist,  ist  unter  der  n-gonalen  Achse  eine  Sym- 
metrieachse und   nicht   eine  Achse  alternierender  Symmetrie    zu  verstehen. 

Das  Vorhandensein  einer  digonalen  Achse  senkrecht  au  einer  n-gonalen 
Achse  läBt  auf  das  Vorhandensein  n  solcher  Achsen  schliefien;  ist  z.  B. 
die  Ä-Achse  tetragonal  und  die  a:-Achse  digonal,  so  sind  auch  die  y-Achse 
imd  die  Winkelhalbierenden  des  (x,  y)-Achsenkreuzes  (ligonale  Achsen. 

Das  Vorhandensein  einer  Symmetrieebene,  die  durch  eine  «-gonale 
Achse  gebt,  läßt  auf  das  Vorhandensein  n  solcher  Ebenen  schließen;  ist 
z.  B.  die  £-Achse  digonal  und  die  Ebene  a;  =  0  eine  Symmetrieebene,  so 
ist  auch  die  Ebene  y  —  0  eine  Symmetrieebene. 

Ist  die  n-gonale  Achse  eine  Achse  alternierender  Synunetrie,  so  bleiben 
die  beiden  eben  genannten  Sätze  bestehen,  falls  n  ungerade;  ist  aber  « 
gerade,    so  ist  die   Zahl  der  betreffenden  Achsen  oder  Ebenen    gleich  ^w. 
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§  108.  KlasaiakatioD  der  ErlstaUe. 

Wir  könaen  nun  den  Symmetriecharakter  der  eiazelnen  Kristat Iklassen 
beschreiben,  indem  wir  uns  auf  die  Gruppe  der  Deokoperationen  beziehen, 
die  jeder  von  ihnen  entspricht: 

Eine  Gruppe  besteht  aus  der  identischen  Operation  allein;  die  ent- 
sprechende Figur  besitzt  keine  Symmetrie;  sie  wird  als  „asymmetrisch"  zu 
bezeichnen  sein.  Die  identische  Operation  ist  eine  in  allen  Gruppen  ent- 
haltene Operation.  Eine  zweite  Gruppe  umfaßt  aufier  der  identischen 
Operation  nur  die  Operation  der  zentrischen  Spiegelung;  die  Symmetrie 
der  entsprechenden  Figur  werden  wir  als  „zentriseh"  bezeichnen.  Eine 
dritte  Gruppe  enthält  au&er  der  identischen  Operation  nur  die  Ope- 
ration der  Spiegelung  an  einer  ^Ebene;  die  Symmetrie  der  entsprechenden 
Figur  werden  wir  als  „äquatorial"  bezeichnen.  Außer  diesen  drei  Gruppen 
gibt  es  24  Gruppen,  die  elfte  „Hauptachse"  besitzen:  bei  diesen  steht  jede 
von  der  Hauptachse  verschiedene  Symmetrieachse  aur  Hauptachse  senk- 
recht, und  jede  Syrametrieebenc  geht  entweder  durch  die  Hauptachse  oder 
steht  KU  ihr  senkrecht.  Die  fünf  übrigen  Gruppen  sind  gekennzeichnet 
durch  das  Vorhandensein  von  vier  Achsen  trigonaler  Symmetrie,  die  so  zu- 
einander geneigt  sind  wie  die  Diagonalen  eines  Würfels. 

Wenn  im  Falle  einer  «-gonalen  Hauptachse  keine  Symmetrieebene 
durch  die  Achse  geht,  so  bezeichnet  man  die  Symmetrie  als  „«-gonal";  falls 
digonale  Achsen  senkrecht  zur  Hauptachse  vorhanden  sind,  bezeichnet  man 
die  Symmetrie  weiterhin  als  „holoaxial";  existiert  eine  Symmetrieebene  senk- 
recht zur  Hauptachse,  so  wird  die  Symmetrie  des  näheren  als  „äquatorial" 
l>ezeichnet;  ist  die  Symmetrie  weder  holoaxial  noch  Äquatorial,  so  spricht 
man  von  „polarer"  Symmetrie.  Wenn  eine  Syrametrieebenc  durch  die 
K-gonale  Hauptachse  vorhanden  ist,  so  bezeichnet  man  die  Symmetrie  als 
„di-n-gonal";  genauer  wird  sie  als  „äquatorial"  oder  „polar"  bezeichnet, 
je  nachdem  senkrecht  zur  Hauptachse  eine  Symmetrieebene  existiert 
oder  nicht. 

Wenn  die  Hauptachse  eine  Achse  alternierender  SjTumetrie  ist,  so 
nennt  man  die  Symmetrie  „di-n-gonal  alternierend"  oder  „ri-gonal  alter- 
nierend", je  nachdem  eine  Symmetrieebene  durch  die  Hauptachse  vorhanden 
ist  oder  nicht. 

Die  beigefügte  Tabelle  enthält  die  Namen  ^)  der  bisher  angeftthrten 
Kristallklassen,  die  Symbole')  der  entsprechenden  Deekoperationsgruppen 
and  die  Ifummcr  der  Klassen  nach  Voigt.')  Außerdem  findet  man  darin 
die  Gruppierung  der  Klassen  nach  Systemen  und  die  Namen  der  Klassen 
nach  Lewis.') 

1)  Es  Bind  die  von  H.  A.  Hien,  Minfralogy,  Oxford  1902,  angenommenen 
Namen. 

2)  Es  Bind  die  von  Scboenflies  in  seinem  Buch  Kriilallsiisleme  und  Krintatl- 
struktur  gebmuchten  Symbole. 

3)  Bapports  presenUtS  nu  CongrH  International  de  Pfiysique,  t.  1,  Paris  1900. 

4)  W.  J.  Lewis,  Trratüe  on  Crystaltogi-aphi/,  Cambridge  lBft9.  Die  ältere 
Ktaeeifikation  nach  aecha  (bisweilen  sieben)  „Systemen"  im  Gegensatz  zn  den 
82  „Klassen"  wird  noch  von  neueren  Autoritäten  vertreten.  Siehe  V.  Gold- 
Bchmidt,  Zeitsehr.  f.  Kristallographie,  Bde.  81  und  SS  {1899> 
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^-'-  l  '"™Mt„r" 

-iJ 

Name  der  KlasBe 
[LewiB] 

Triklitt  oder     j    ABjmmetrisch 
anorthisch       |  1  ZentriBch 

1: 

2 
1 

ADorthiack  I 
AnorÜiiach  U 

1    Äquatorial 
Monoklin        '  Digonal  polar 

s 

b 

MoDoklin  II 

Monoklin  I 
Monoklin  lU 

RhombiBch      ,   Digonal  hobaxiat              j    V 

oder             i  DidigoDal  polar                  1    C,' 

priHmatisch      l  üidigoual  äquatorial          :    F* 

7  ,  PriBmatiBch  I 

8  ;  PrismatiBch  III 
8     !  PriBmatiBoh  n 

rhoinbo^drisdi 


'  Trigonal  polar 
Tiigonal  nolo  axial 
Trigonal  äquatorial 
Ditrigonal  polar 
Ditrigonat  äquatorial 
Heiagonal  polar 
Hexagonal  alternierend 
j  Hexagonal  lioloaxial 
I  Hexagonal  S^qnatorial 
I  Dihexagonal  polar 
I  Diheiagonal  alternierend 
i  Dihexagonal  äquatorial 


RhomboEdriBCh  I 
RhomboSdriacli  TV 
RhomboSdriBch  TI 
RhomboSdriBch  T 
Rhomboedriech  VII 
Hexagonal  I 
RbomboSdrJBch  II 
Hexagonal  V 
Hexagonal  II 
Hexagonal  III 
Rhombo ^drisch  HI 
Hexagonal  IT 


Tetragonal  polar 

.  Tetragonal  alternierend  j 

I  Tetragonal  lioloiucial  | 
I  Tetragonal  äquatorial 

I  Ditetragonal  polar  : 

Ditetragoual  alternierend  ' 

'  Ditetragonal  äquatorial  ' 


Tetragonal  IH 

Tetragonal  VII 
Tetragonal  V 
;  Tetragonal  IV 
Tetragonal  VI 
Tetragonal  I 
Tetragonal  U 


Die  übrigen  Gruppen,  fflj-  die  eine  Hauptachse  nicht  existiert,  lassen 
sich  durch  Bezugnahme  auf  einen  Würfel  schildern;  die  entsprechenden 
Kristalle  nennt  man  häufig  „kubische"  oder  „tesserale"  Kristalle.  Alle 
derartigen  Kristalle  besitzen  in  jedem  Punkt  Symmetrieachsen,  die  wie  die 
Diagonalen  eines  Wflrfels  verteilt  sind,  der  jenen  Punkt  zum  Mittelpunkt 
hat,  und  auch  solche,  die  den  Kanten  des  Würfels  parallel  sind.  Letztere 
mögen  die„kiibischenAchsen"geDannt  werden.  DieSymmetrie  um  dieDiagonalen 
ist  trigonal,  sodaß  die  kubischen  Achsen  einander  gleichwertig  sind.  Die  Sym- 
metrie bezüglich  der  kubischen  Achsen  deckt  sich  mit  einem  der  früher  ge- 
nannten Typen.  Es  gibt  fünf  Klassen  kubischer  Kristalle,  die  nach  ihrer 
Symmetrie  bezüglich  dieser  Achsen  unterschieden  werden  können.  Der 
Tabelle  sind  die  Namen  der  Klasspn  (Miers,  Lewis),  die  Symbole  der  ent- 
sprechenden Gruppen  (Schoenflies),  die  Nummern  der  Klassen  (Voigt)  und  der 
Synmietriecharakt«r  bezüglich  der  kubischen  Achsen  zu  entnehmen. 
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M  PS  I  i  *  o 


Tesseral  polar 
Tesseial  holoaiial 
Tossenl  xentriscb 
DitesBeral  polar 

DiteBBeral  zentrisch 


EubiBch  m  I 
EnbiBch  I 
Kubisch  IV  I 

Kubiieh  V   ,1 
EubiBch  II 


Symmetrie  in  Betag 
auf  die 

kubisch  eil  AchBen 


Digonal 
Tetragonat 
Digonal  äqa  atonal 
Tetntgonal  alternierend 
Tetragonal  äquatorial 


§  109,  Elastizität  der  ErlBtaUe. 

Wir  kÖDOeii  jetzt  die  Formen  der  Verzerrungsenergie- Funktion 
für  die  Terschiedenen  Kristallklassen  hinschreiben.  Bei  den  Klassen, 
die  eine  Hauptachse  haben,  nehmen  nir  diese  als  ^s-Ächse;  ist  eine 
Symmetrieebene  durch  die  Hauptachse  vorhanden,  so  nehmen  wir 
diese  Ebene  als  (a:,  if)-Ebene;  wenn  keine  solche  Symmetrieebeoe  exi- 
stiert, aber  eine  digonale  Achse  senkrecht  zur  Hauptachse  vorhanden 
ist,  nehmen  wir  diese  Achse  als  y-Achse.  Bei  den  Kristallen  des 
kubischen  Systems  wählen  wir  die  kubischen  Achsen  als  Koordinaten- 
achsen. Die  Klassen  werden  wir  durch  ihre  Gruppensymbole  wie  in 
den  Tabellen  von  §  108  bezeichnen;  an  erster  Stelle  werden  wir  das 
Symbol  bezw.  die  Symbole  hinschreiben,  darauf  die  entsprechende  Ver- 
zerrungsenergie-Funktion; die  weggelassenen  Glieder  haben  den  Koeffi- 
zienten null,  und  die  Konstanten  mit  verschiedenen  Suffixen  sind  von- 
einander unabhängig.     Die  Resultate')  lauten; 

Gruppen  C, ,  5,  —  (21   Konstanten) 


ie„4,  +  c„e,,e. 

,  +  «i.e„e. 

+  »■.«..«, 

.  +  «,.«„« 

X  +   '^lfl«X 

'"'C 

+  i',A, 

+  V,,'.. 

+  <■..«,/, 

+  %«„«, 

.+  ^n". 

»^*» 

+  i«.,«f. 

+  '„'„', 

+  ^35^;..^: 

.  +  «»f. 

j^jry 

+  i'^<i. 

+  C«*^»;", 

.  +  '-4.«, 

'., 

+    i'>A 

+  <i.e, 

'', 

Gruppen  S,  C,, 

C,'  -  (13  Konstanten) 

+  1'«, 

'■'■ 

ic,,.?. +  »„<■„« 

V  +  '^n'^xT*^ 

._ 

+  "lA 

.«., 

+  i''»'l 

+  %'^«ff*' 

+  '«'', 

^^H 

+  t«..'!. 

+  i«««-; 

+  <■>.«, 

^fv 

1)  Man  verdankt  sie  Voigt. 
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Gruppen   V,  C,',  F*  —  (9  Konstante]]) 

+  1(38«?.  +  iCu4-  +  ^^55  0^  +  ^-^5(6^^. 

Qruppen  Cj,  S^  —  (7  Koostanten) 

+  ^CiiClr   4-  CH«.i«j:y  +  i  (cji  —  <ht)e*f. 
Gruppen  B^,  G,',  Sg"  -  (6  Konstanten) 

+  ^Cgg^,  +  -Jc^eji  +  ic„c|,  —  c,Be^,e,^ 
Gruppen  0/,  Z>/,  C«,  i>«,  Q*,  Q",  Dg*  -  (5  Konstanten) 

+  ic,»e?z  +  4f44^.  +  ic^d^  +  i(c„  -  c,i,)c|,. 
Gruppen  C^,  S^,  C/  —  {7  Konstanten) 

+  l^el,  +  \c^^el,  +  ic„e?,  +  ^c„cjy. 
Gruppen  D^,  C^',  S^",  DJ-  —  (6  Konstanten) 
i^Viel«  +  Cise„fj,p  +  i^isC^jC,,  +  ^c„4j,  +  Cije^^e.,  +  iCjjcJ, 

Gruppen  T,  0,  T»,  2«,  0*  -  (3  Konstanten) 

i  Cii  («L  +  4»  +  e.-0  +  <ii  {f„e=,  +  «»«^x  +  e^r^y)  +  i  c«  («*.  +  ^h  +  «?,). 

§  110.  Verschiedene  Symmetrietypen. 
Außer  den  Synimetrieeigenschaften,  die  die  Kristalle  zeigen,  komtnen 
noch  andere   vor,   die  besondere  Beachtung  verdienen.     Wir  notieren 
folgende  Fälle:     ' 

1)  Das  Material  kann  in  jedem  Punkt  drei  zueinander  senkrechte 
Symmetrieebenen  besitzen.  Wählen  wir  diese  als  Koordinaten  ebenen, 
so  wtlrde  die  Formel  für  die  Verzerrungsenergie-Funktion  lauten 
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Diese  Formet  umfaßt  eine  Anzahl  der  für  verschiedene  Kristallklaasen 
erhaltenen  Formeln. 

2)  Das  Material  kann  in  dem  Sinne  eine  Symmetrieachse  be- 
sitzen, daß  alle  Strahlen  rechtwinklig  zu  diesen  Achsen  gleichwertig 
sind.  Nehmen  wir  die  Symmetrieachse  als  f-Achse,  so  würde  die 
Formel  für  die  Verzerrungaenergie- Funktion  lauten 

2W-  Ä{el^  +  4,)  +  C^;_.  +  2F(e^^  +  O^.z  +  2(^  -  2A')e„e^^ 

Körper,  die  diese  Art  Ton  Symmetrie  zeigen,  kann  man  ab  „quer- 
isotrop"  bezeichnen.  Zu  bemerken  ist,  daß  kubische  Kristalle  nicht 
quer-isotrop  sind.  Für  einen  kubischen  Kristall  ist  A  =  B=  G, 
F=G  =  H,  L='  M^  N,  aber  die  Relation  H^  A-2j}^  besteht 
nicht. 

3)  Das  Material  kann  eine  der  eben  erörteten  Symmetriearten 
oder  noch  andere  Symmetrie  besitzen,  so  jedoch,  daß  die  Symmetrie- 
achsen in  Tcrschiedeuen  Punkten  verschieden  gerichtet  sind,')  In  solchen 
Fällen  werden  wir  ein  System  rechtwinkliger  krummliniger  Koordi- 
naten so  wählen  können,  daß  die  Verzen'ungsenergie- Funktion  in  einem 
Punkt,  bezogen  auf  die  Normalen  der  orthogonalen  Fachen  in  diesem 
Punkt,  eine  einfachere  Form  annimmt.  So  wäre  es  möglich,  daß 
Formel  (16)  für  (3;,y,2)- Achsen  gälte,  die  in  die  Richtung  der  Normalen 
der  Koordinaten  flächen  fallen;  dann  wäre  das  Material  mit  Bezug  auf 
die  Normalen  und  Tangentialebenen  einer  Flächenschar  quer-isotrop. 
Diese  Art  von  Symmetrie  dürften  krumme  Metall  platten  besitzen. 
Wenn  der  Körper  derartige  Symmetrie  zeigt,  so  sagt  man,  er  besitzt 
„krummlinige  Aolotropie". 

§  111.    Material  mit  drei  za  einander  senkrechten  Symmetrleebenen. 
Uodolu. 

In  den  Fällen,  wo  Formel  (15)  gilt,  ist  der  Yonngsehe  Modul  fttr 
irgend  eine  Richtung  (i^,  m^,  «,)  gegebeo  durch  die  Gleichung 

wo  E^,  Ej,  Et  die  Youngschen  Moduln  för  die  drei  Hauptrichtungen  und 
die  E  und  F  bestimmt  sind  durch  die  Gleichungen  vom  Typus 

])  Auf  diese  Act  von  Äolotropie  wies  Saint-Venant,  J.  de  Math,  ij.ioiirilki, 
iS(-T.  2),  t.  10  (1865)  hin,  erledigte  auch  einige  Beispiele  fflr  die  Anwendung 
<lerBelben.  Der  Fall  der  zyliudri sehen  Verteilung  wurde  von  Voigt,  Gütthiger 
Xfiehri<Aleii,  1886,  diskutiert. 


+  'i+l  +  'V+'V+"^'     (") 
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M&t«riRl  mit  drei  zneuuuider  Benkrechten  Symmetrieebenen. 

I  *5'— J*!_  _2        Z{(iH—^ÄF}        1 

H,  ^       A  H  O  \    '  Fl^"       Ä  H  G  \    ■•■  t  ■ 

{  if  B  J'  \  H  B  F  \ 

\  O  F  C   \  i  G  F  C   \ 


(18) 


Dieser  Fall  ist  von  Saiut-Veuant*)  untersucht  worden.  Er  zeigt,  daß 
es  im  allgemeinen  13  Richtuagen  gibt,  für  die  E  ein  Uajfimum  oder 
Minimum  wird.  Von  diesen  fallen  3  mit  den  (a:,y,?)- Achsen  zusammen,  je  zwei 
andere  liegen  in  jeder  der  Koordinatenebenen  zwischen  den  Achsen,  und 
die  übrigen  4  zeigen  je  in  einen  der  Winkelr&ume  der  von  den  Koordi- 
natenebenen gebildeten  dreiseitigen  Deken.  Er  lUnd  auch,  daß  diese  samt- 
lichen Richtungen  außer  den  drei  ersten  imaginär  ausfallen,  wenn  F^ 
zwischen  £j  und  £j,  F^  zwischen  Eg  und  £|  und  J-'g  zwischen  £,  und 
£,    und    wenn    die    drei    Größen    von    der    Form/  *    —  p)(l    —    i) 

"^{f   ~  "W  )\P'   ~  f')  "^*^*  sämtlich  das  gleiche  Vorzeichen   haben. 

In  den  Bezeichnungen  dieses  Paragraphen  ist  die  Steifigkeit  für  die 

Richtungen  (/g,  m^,  n^)  und  [1^,  m^,  »,)  der  reziproke  Wert  des  Ausdrucks 


rw. 


+ 


"ii;"  +(y,  "!■)"■  "■"'"'  + (^"H')"'"''''' 


+(;,  - 1,).,^«,«,] + K^+2^-+ ("■i+iii)-+ (4«.i;.".)-.<"^ 

Die  Steifigkeiten  fSr  die  zu  den  Symmetrieebenen  senkrechten  Achsen- 
paare sind  L,  M,  N. 

In  derselben  Bezeichnung  sind,  wie  sich  zeigen  läßt,  die  Poissonschen 
Konstanten  filr  die  Verkürzung  in  der  t/-  und  j- Richtung  bei  Zug  in  der 
i:- Richtung  gegeben  durch 

Ei(lj2N-  1/Fg)    bezw.    £\(l,2itf -  1/F,).  (20) 

Die    Werte    für    andere    Richtongspaare    lassen    sich    ohne    Schwierigkeit 
hinschreiben  (§  73). 

In  derselben  Bezeichnung^ weise  ist,  wie  sich  zeigen  laßt,  der  Kom- 
pressionsmodul gleich  dem  reziproken  Wert  von 

E,  +  X  "^  -B,  ■•"  X  +   F;  '^  F,~  L  ~  M  ~  N  ■  '■^^) 

Im  Falle  kubischer  Kristalle  ist,  wie  wir  zeigen  können,  der  Wert 
des  Youngschen  Uodals  E  füi'  Zug  in  der  Richtung  (?,  »«.  h)  gegeben 
durch  die  Gleichung') 

E  -  i  +  I  .Y  -  '"eT  "'  I  (•"'"'  +  "'''  +  '''"'*  ^  ('"> 

Vorausgesetzt    daß   der   Koeffizient   des    zweiten   Gliedes   positiv   ist,    hat 
E  ein  Maiimum  in  der  Richtung  der  Hauptachsen    und  ein  Minimum  in 

1}  Siehe  Clebsch-Aungabe,  p.  95  ff. 

ä)  Eine  Figur,  die  die  Änderung  von  IjE  mit  der  Kichtung  seigt,  gibt 
Liebisch,  Fhysiliatisdte  Kristaihgra^iie  (Leipiig,  1891),  p.  Ö64. 
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den  RichtuDgen  der  zn  den  drei  Hauptachsen  gleich  geneigten  Linien; 
ferner  wird  E  stationär,  obne  eis  Maximum  oder  Minimum  zu  haben,  in 
den  Bicbtuugen  der  Winkelhalbierenden  der  von  je  zwei  Hauptachsen  ein- 
geschlossenes Winkel  und  bleibt  konstant  für  alle  darcb  l  ^m±  n  =  0 
gegebenen  Geraden. 

§  112.  Dehnung  und  Biegung  eines  Stabes. 
Als  Beispiele  für  Spannangsverteilungeti  in  einem  äolotropen  festen 
Körper  kOnnen  wir  die  Probleme  der  Dehnung  eines  Stabes  und  der 
Biegung  eines  Stabes  durch  an  den  Enden  angreifende  Krftftepaare  wählen. 
Wir  nehmen  an,  dos  Material  habe  in  jedem  Punkte  drei  Stniktursymme- 
trieebenen,  so  daß  die  Verzermugsenergie- Funktion  durch  die  Formel  (15) 
gegeben  ist;  femer  setzen  wir  voraus,  daB  der  Querschnitt  des  Stabes 
konstant  ist,  dafi  die  «-Achse  in  die  Linie  der  Schwerpunkte  der  Normal- 
schnitte  fällt  und  daS  die  x-Achse  und  die  ^-Aohse  den  Sauptträgheits- 
achsen  der  Normalschnitte  parallel  sind,  so  daB  die  Schwerpunktslinie  und 
besagte  Hauptachsen  senkrecht  zn  den  Symmetrieebenen  liegen. 

a)  Dehnung. 

Wir  nehmen  an,  alle  Spannungskomponenten  außer  Z^  verschwinden 
und  setzen  Z^  =  Et,  wo  e  konstant  und  E  der  einem  Zug  Z,  ent- 
sprechende Youngsche  Modul  des  Materials. 

Für  die  Verschiebung  ergibt  sich 

«  =  — «jsa;,     ji  — —  fljty,     «)  =  «?,  (23) 

wo  Ol  die  Poissonscfae  Konstante  für  A'erkürzung  in  der  x-Bichtung  bei 
Zug  in  der  a-Bichtung  und  »j  die  entsprechende  Konstante  für  Verkür- 
zung in  der  y- Richtung. 

b)  Biegung  durch  Kräftepaarc. 

Wir  nehmen  an,  alle  Spannungskomponenten  außer  Z,  verschwinden, 
und  setzen  2,  =■  —  EIi~^x,  wo  Tt  konstant. 

Wir  finden,  daB  die  Verschiebung  durch  die  Gleichungen  gegeben  ist 

M  =  |Ji-^(s'-|- ffia:'— öj/),    v  =  <5^R-^xn^    w B-^xz    (24) 

und  daB  die  Spannung  über  einen  Normalsclmitt  statisch  äquivalent  ist  mit 
einem  Kräftepaar  um  eine  zur  ^- Achse  parallele  Achse  vom  Moment  EI/R, 
wo  1=  j  j  X'dxdy  (die  Integration  über  den  Querschnitt  erstreckt). 

Die  Deutung  des  Ergebnisses  ist  ähnlich  der  in  §  88. 

§  113.  Elastisohe  Konstanten  der  Kristalle.  Experimentelle  Resultate. 

Die  elastischen  Konstanten  einer  Anzahl  von  Mineralien  sind  von 
W,  Voigt')  durch  Drillungs-  und  Biegungs versuche  mit  Stäbchen  bestimmt 
worden.  Einige  seiner  Hauptresultate  sollen  hier  mitgeteilt  werden.  Die 
Konstauten   sind  ausgedrückt  in  einer  Spannungseinheit  von    10"  Gramm- 

gewichten  pro  Quadrat  Zentimeter. 


1)  Bezüglich  der  Belege  siehe  Einleitung,  FuSuote  65. 
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Für  Pyrit  (kubisch)  sind  die  Konstanten 

Cn  -  3680 ,     c^^  =  1075  ,     Cj, 483 , 

und  wir  haben  in  bezug  auf  .eine  Hauptaehsenrichtung: 
Youngscber  Modul  E  —  3530  , 
Steifigkeit  c„  =.  fi  —  1075  ; 
daraus  berechnet:  Poissonsche  Konstante  a  =  ~  ^  nahezu. 

Diese  Ergebnisse  sind  sehr  bemerkenswert,  da  sie  zeigen,  daB  die 
Moduln  des  Pyrit  viel  grOBer  sind  als  die  des  Stahls^),  femer,  daß  ein 
Stab,  der  aus  jenem  Material  in  Bichtung  einer  Hauptachse  geschnitten 
ist  und  gedehnt  wird,  sich  auch  seitlich  etwas  ausdehnt.*)  Der  Kom- 
pressionsmodul ist  etwa  gleich  1070  X  10*  Grammgewichten  pro  Quadrat- 
Zentimeter,  also  erheblich  kleiner  als  der  des  Stahls. 

Die  nachstehende  Tabelle  enthält  die  Werte  der  Konstanten  fOr  drei 
andere  Mineralien,  für  die  die  Verzermngsenergie-Funktion  dieselbe  Form 
hat  wie  für  Pyrit.  In  dieser  Tabelle  bedeutet  c^^  die  Steifigkeit  und  E 
den  Youngschen  Modul  fOr  eine  Hauptachsenrichtnug. 


Material 

I     ^ 

'., 

■^j 

«.. 

Flußspat 

1170 

1670 

467 

815 

Steinsalz 

118 

477 

1S2 

129 

Sylvin 

872 

87Ö 

198 

66.6 

Außer  im  Falle  des  Steinsatzes  findet  sich  die  Cauehysche  Bedingung 
(C|g  ~-  c^^)  auch  nicht  annfihemd  bestätigt,  und  die  Abweichungen  sind  weit 
größer  ^s  daß  man  sie  auf  Bochni^ng  von  Beobachtungsfehlem  setzen  könnte. 

Beryll  ist  ein  hexagonaler  Kristall  aus  der  durch  die  Gruppe  D^* 
gekennzeichneten  Klasse;  die  Konstanten  sind  bei  ihm 

c„  =  2746  ,  Cjg  =  2409  ,  c„  =  980 ,  c,j  =  674 ,  c„  -  666 . 
Für  einen  Stab,  dessen  Achse  in  die  Richtung  der  Hauptsjrmmetrie- 
achse  ßllt,  ist  E  ^  2100.  Für  einen  Stab,  dessen  Achse  in  die  Richtung 
einer  sekundären  Symmetrieachse  fKltt,  ist  £  ^  2300.  Der  erste  dieser 
Werte  stimmt  ungeßhr  mit  dem  für  Stahl  überein,  und  der  zweite  ist  er- 
heblich grSßer.  Die  Hauptsteifigkeiten  sind  666  und  980;  der  erste  Wert 
ist  kleiner,  der  zweite  beträchtlich  größer  als  die  Steifigkeit  des  Stahls. 
Die  Cauchysohen  Bedingungen  sind  annähernd  erfüllt. 

Quant  ist  ein  rhomhoedrischer  Kristall  aus  der  Klasse,  die  durch  die 
Gruppe  Dj  gekennzeichnet  ist.     Die  Konstanten  sind 

c„  -868,    e„  —  1074,    fij=  143,  c„  -  70,  c„  =  582 ,  Cjj 171, 

und  E  in  der  Richtung  der  Hauptachse  hat  den   Wert  1030. 

1)  Siehe  Tabelle,  §  71. 

S)  Man  hat  vermutet,  daB  diese  etwa«  paradoxen  Resultate  von  den 
i^willingabildungeu"  der  Kristalle  herrühren.  ^ -.  • 
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Topas  ist  ein    rhombischer  Kristall    (aus  der  durch  die  Gruppe    V* 
gekenDzelchneten  Elasse),  dessen  Youugsche  Moduln  und  Steifigkeiten  in 
den  Hauptrichtuugen  grSßer  sind  als  die  des  gewShnlicheD   Stahls.     Die 
Kon3tant«u  der  Formel  (15)  hahen  fQr  dies  Mineral  die  Werte 
J  =  2870,    B-^36ßO,    C=3000,    ^'=900,    0  —  860,    H— 1280, 

7,-1100,    Jtf=1350,    .V=1330. 
Die  Youjigschen  Uodttln  in- den  Hanptrichtnugeu  sind  2300,  2890,  2650. 

Barjrt  ist  ein  Kristall  derselben  Klasse,  und  seine  Konstanten  sind 

J-907,     B-800,     (,'=1074,     F=27Z,     ß  =  275,     H-468, 

X  — 122,     Jtt=293,.    iV=283. 

Diese  Resultat«  zeigeu,  daB  fllr  diese  Stoffe  die  Gaachjsche  Bednk- 
tion  nicht  zutrifft. 

§  114.    Krtmunlinige  Äolotrople. 

Als  Beispiele  fSr  krummlinig  Aolotropie  (§  110)  nehmen  wir  die 
Probleme  des  Rohrs  (§  100)  und  der  Kugelscliale  (§  98)  unter  Druck, 
wenn  Quer-Isotropie  um  den  Radiusvektor  herrscht') 

a)  Im  Falle  des  Jtolirs  ergibt  sich 


<  +  '). 


wo  H  für  A  —  '2N  gesehrieben    ist.     Die    Verschiebung   U   ist 
durch  die  Gleichung 

„d'Ü  ,    CdU      AU  ,    fF—i{)e 


(25) 


(26) 


deren  vollständiges  Integral  ist 


F-H 


U^ar"^pr-''  +  \--"^fT,  (27) 

wo  n  für  y{A'C)  geschrieben  und  u  und  ^  willkürliche  Konstanten.  Die 
Konstanten  können  so  gewählt  werden,  daß  ir  an  der  äußeren  Oberflache 
)■  —  *■„  den  Wert  —  p^  und  an  der  inneren  Oberfläche  r  =  t\  den  Wert 
—  p^  hat.  Die  Konstante  ''  l&ßt  sich  so  bestimmen,  daß  die  Resultante  des 
Longitudinalzu^ü  ze  über  den  Ring  '■o>'>-'i  de'"  Druck  "(i^i ''!*—/'(,'■(,*) 
auf  das  Zylinderende  das  fllei  eh  gewicht  hält. 

b)  Im  Falle  der  Kitgtl  würden  wir  in   derselben  Weise  finden,  daß 
die  radiale  Verschiebung   V  die  Gleichung  befriedigt 

1)  Saint-Venant,  /.  de  Jfot/i.  iLioiivilh),  ißä.  S).  t.  10  (180G). 
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C^+""~nA  +  H-r)^:-0,  (28) 

sodal) 

tind  wir  kdnaeu  zn  der  Formel  gelangen 


•■.    -','"1       («-4)C  +  iF 

I  (, ,\l.p,',^"-p.'.*"^-.- 


-i 


(29) 


die  mit  dem  in  §  99,  6)  im  Falle   der   Isotropie    erhaltenen   Seaultat   im 
Einklang  steht. 

Die  kubische  DilataÜoii  des  kugelförmigen  Hohlraumes  ist  dnroh  den 
Wert  von  3  U/r  für  r  —  r^  gegeben,  und  der  ist 

"'■.""_*   /_ftr.':'*-p-''""_ti_+r<'' 2iriii"rp-j:«*i'l  (30) 

Dies  Ergebnis  wurde  von  Saiut-Venant  auf  die  Theorie  der  Pi?zo- 
meterexpenmente  angewendet,  bei  denen  eine  Unstimmigkeit  zwischen 
den  tatsächlich  erhaltenen  Resultaten  und  der  unter  VoraoBsetzung  der 
Isotropie  des  Materials  theoretisch  gefundenen  Dilatation  beobachtet  zu 
sein  scheint.  Die  in  (30)  gegebene  Lösung  enthält  3  unabhSngige  Kon- 
stante, und  Saint-Ven&nt  hielt  dafür,  da&  diese  in  einer  fl)r  die  Erklärung 
der  betreffenden  Experimente  geeigneten  Weise  sich  wtlrden  wählen  lassen. 
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Kapitel  VU. 
Allgemeine  Theoreme. 

§  115.  Die  VariationagleiohTing  der  Bewegimg>) 
Immer,  wenn  eine  YerzerrungseDeT^e-Fouktion  W  existiert,  konneii 
wir  die  Gleichungen  der  Bewegung  aus  dem  Hamiltonschen  Prinzip 
ableiten.  Um  dies  Prinzip  auszudrücken,  bezeiclinen  wir  mit  T  die 
gesamte  kinetische  Energie  des  Körpers  und  mit  V  die  potentielle 
Energie  der  Deformation,  sodaß  V  gleich  dem  Yolumintegral  von  W. 
Wir  bilden  nach  den  Regeln  der  Variationsrechnung  die  Variation 
des  Integrals /(r—  V)dt,  das  genommen  ist  zwischen  festen  Anfangs- 
und Endwerten  (^  und  ^)  von  t.  Beim  Variieren  des  Integrals  nehmen 
wir  an,  daß  die  Verschiebung  allein  der  Variation  unterworfen  ist 
und  daß  ihre  Werte  im  Anfangs-  und  Endzustand  g^eben  sind.  Die 
so  gebildete  Variation  bezeichnen  wir  mit 

öfiT  -  l-)(it. 

Wir  bezeichnen  mit  S  T^^  die  Arbeit,  die  von  den  äußeren  Kraften 
geleistet  wird,  wenn  die  Verschiebung  variiert  wird.  Dann  drückt 
sich  das  Prinzip  aus  durch  die  Gleichung 

df(T-  V)dt  +föW^dt  =  0.  (1) 

Die  Variation  von  fTdt  können  wir  ausführen.     Wir  haben 

mithin 
iJiM  -ßtffß  g:  '/,"  +  ••  +  •■  ■)  ä.dyd, 

-  Ufß  ß" ''"  +  s' ''"  +  'a''  *«•)  ''*'""" 

-  (dt  I  I  /(>(''',"  du  +  l',^  iv  +  '''l^-äicj  dxdydz.        if\ 

1)  Yg\.  Kirchlioff,  YorhsHHgtii  über  .  .  .  Jllechanik,  Vorlesung  II. 
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Hierin  sind  t^  und  t^  der  Anfangs-  und  Endwert  von  t,  und  du,  . . . 
verschwinden  fUr  diese  beiden  Werte.  Das  erste  Glied  ^It  daher 
weg,  und  die  Gleichung  (1)  transformiert  sich  in  eine  Variationsgleickunfi 
der  Bewegung.  Femer  ist  SV ~fffSWdxd%jdz,  und  SW^  ist 
gegeben  durch  die  Gleichung 

SW^  '-fffQiXäu  +  YSv  +  Z8w)dxdyde 

+ff{X,dtt  -i-  YJv  +  Z,dw)dS. 

Mithin  hat  die  Yariationsgleichung  der  Bewegung  die  Form 

U(^'f  *«  +  f^"  *"  +  ^£  *»)  +  SWjdxdydz 

-iffpiXSu  +  YSv  +  Zdw)dxdyde 

~ff{X,Sti  +  r/p  -i-  ZJw)dS  -  0.  (3) 

Andererseits  ist 


wo  z.  B.  Se^^—  cöu/cx.  Daher  läßt  sich  fffSWdxdyde  durch  Inte- 
gration per  partes  umformen  in  die  Summe  eines  Oberflächenintegrals 
und  eines  Raumint^prals.    Wir  finden 

f  f  f»  wdx  dyds  =  f  f\\  Ir-  ^^  C*'  »*)  +  Jr"  *'"«  (y»  »■) 

+  1^  cos  (^,  !-)}*«  +  -■. +  ---1dS 

Die  Koeffizienten  der  Variationen  du, .  . .  unter  den  Volum-  und  Ober- 
flächenintegralzeichen  in  der  durch  (4)  umgeformten  Gleichung  (3) 
müssen  fÖr  sich  verschwinden,  und  wir  erhalten  so  drei  Differential- 
gleichungen der  Bewe^ng,  die  in  allen  Funkten  des  Körpers  gelten, 
und  drei  Bedingungen,  die  an  der  Oberfläche  gelten.  Die  Bewegungs- 
gleichungen  sind  vom  Typus 

und  die  Oberflächenbedingnngen  sind  vom  Typus 

?"■  CO.  («,  »)  +  l'f  cos  (!,,  v)  +  'J  cos  (z,  V)  -  X..       (6) 
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§  116.  Anwendimgen  der  Variationsglelcbimg. 
l)  Ein  Beispiel')  für  die  Anwendung  dieser  Methode  bietet  folgende 
Ableitung  der  Gleichungen  (19)  von  §  S8.     Wir  haben 

femer  haben  wir  nach  §  20,  (36), 


W-a,     ■!«..  +  j 


»'..-lii-f^  +  V: 


■'!({&"■'  + '■'"4  Q)'"" 


Jeder  Term  von 

ist  nun  zu  transformieren  mittels  der  Formeln  vom  Typus 

fffA  ^"^^^y  =  [hihi  cos  («,  v)dS, 

das  Integral  formt  sich  dann  mn  in  die  Summe  eines  Oberflachenintegrals 
und  eines  Raumintegrals  derart,  dafi  keine  Differential quotienten  von  öu^, 
ittj,  6Vy  auFtroten.  Wir  können  x,  B.  die.  Glieder  im  Baum  Integral ,  die 
du„  enthalten,  zusammenziehen.     Also 

"///["'•  (».'».  k.)  "■  ^  s«  fö  ?«,.,.  - "'.  »"•  (*' )  k, 

+  "•  l  (^V  l.;J  +  "4  (m-  sSrD]  '"■"-'•"'' 

Die  in  Bede  stehenden  Gleichungen  lassen  sich  dann  ohne  Schwierigkeit 
ableiten. 

2)  Ein  anderes  Beispiel  gibt  folgende  Ableitung  der  Gleichungen  (21) 
von  §  91  und  der  zweiten  Form  der  Gleichungen  (22)  desselben  Para- 
graphen.    Wir  bemerken,  daß 

.  ,  4„t    ,    ,  ß^"  S»        cv  d,r\ 

"'  "■!  ■■  I     '       \cij  iz        dy  ?z) 

Die  Veizerrungsonergie-I'unktion  in  einem  isotropen  Körper  Ifißt  sich  da- 
her in  der  Form  ansdrtlcken 

w-\{).f  2f)A' + 2,(0.,'  +  s>,' + B.'i  +  2p  [f;^  Ij  -  i'j  ^^^) 

-f-  Kwei  ähnliche  Ausdrücke  . 

1)  Vgl.  J.  Larmot,  Cambridge  JPftiT.  Soc.   Trans.,  vol,  1*  (IBS.i).^ 
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Nun  ist 

-cos(.,v)fjj«-]rfS: 

die  Glieder  vom  Typas  2(i(p— v  ~  .  ^ -j  in  W  tragen  daher  nichts 
zu  dem  Rsuiniiitegntl  in  den)  nrngeformten  Ausdrock  fOr  Xl^fS  Wdx'dftiie 
bei.  Mithin  köuneti  wir  die  Oleichungen  der  Bewegung  oder  des  Oleich- 
gewichts erhalten,  indem  wir  die  Variation  von 

statt  yaa  fffWdxdydz  bilden.  Die  QlelchangeD  (21)  und  die  zweite 
Form  der  Gleichungen  (32)  von  §  Üi  sind  jene  Gleichnngen,  za  denen 
dies  Verfahren  führen  würde. 

Wir  sind  damit  7.u  dem  Ergebnis  gelangt,  daß  die  Difierential- 
gleichungen  der  Schwingung  oder  des  Gleichgewichts  eines  isotropen  festen 
Körpers  übereinstimmen  mit  denjenigen  eines  Körpers,  der  die  durch  die 
Formel 

i(A  +  2,*)A»  +  2p(CJ,»  +  <V  +  EI,») 

ftusgedrückte  potentielle  Enet^e  der  Deformation  pro  Volnmeinheit  besitzt. 
Die  Obetü&chenbedingungen  sind  in  den  beiden  F&llen  verschieden.  In 
Mac  Cullaghs  Theorie  des  Lichts*)  wird  gezeigt,  daß,  wenn  der  Lichtäther 
inkompressibcl  ist  und  potentielle  Energie  gem&S  der  Formel 

2(i(e3/4-  (3"/  +  w.*) 

besitzt,  den  beobachteten  Tatsachen  hinsichtlich  der  Reflexion  und  Brechung 
des  Lichts  Rechnung  getragen  wird;  die  OberfUlchenbedingnngen,  die  Ton 
der  optischen  Theorie  für  ihre  Zwecke  gefordert  werden,  sind  genau  die- 
jenigen, die  aus  der  Variation  des  Volamintegrala  dieses  Ausdrucks  ent- 
springen. Larmor")  bezeichnet  ein  Kledium,  das  potentielle  Energie  in  der 
verlangten  Weise  besitzt,  als  „rotationselastisch"  (engl,  „rotationally  ela- 
Rtir").  Die  Bewegungsgleichungen  eines  rotationselastischen  Medium» 
stimmen  der  Form  nach  überein  mit  denjenigen,  die  die  Fortpflanzung 
elektrischer  Wellen  im  freien  Äther  beherrschen. 


1)  DvbUn,  Traiig.  B.  Irüh  Acad.  vol.  Si  (1839)  =  CoUretrd  HVti  of  Jamtt 
Mac  Culiagh,  Dublin  tSSO,  p.  146 

2)  I^il.  Trotts.  Boy.  Soc.  (Ser.  A),  vol.  186  (1894). 
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§  117.   Das  allgemeine  Problem  des  GlelolLgawlotits. 
Wir   suchen   deo    Sptumungs-  und  Verzerrungszustand   in   einem 
Körper  von  gegebener  Gestalt  zu  bestitmnen,  der  durch  Massenkräfte 
und  Oberflächenspannungen  verzerrt  gehalten  wird.    Zu  diesem  Zweck 
haben  wir  die  Gleichungen  vom  Typns 

als  ein  Gleichungssystem  zur  Bestimmung  der  Verschiebungskompo- 
nenten u,  V,  w  auszudrücken;  die.  Lösungen  desselben  mOseen  so  er- 
mittelt werden,  daß  sie  gewisse  Bedingungen  an  der  Oberfläche  S  des 
Körpers  befriedigen.  Im  allgemeinen  werden  diese  Bedingungen,  wie 
wir  annehmen,  dahin  gehen,  daß  entweder  (a)  die  Verschiebung  in 
ollen  Punkten  von  S  vorgegeben  ist  oder  (&)  die  Oberflächenspannungen 
in  allen  Punkten  von  S  gefireben  sind.  Im  Falle  (a)  haben  die  Größen 
M,  V,  w  auf  S  gegebene  Werte,  im  Falle  (ft)  haben  die  Größen  vom  Typus 

^v  -  -fir-^  cos  (x,  v)  +  g-^    cos  (y,  v)  +  g-^  cos  (^,  v) 

auf  S  gegebene  Werte.  Wie  nun  ohne  weiteres  klar  ist,  wird,  wenn 
irgen^d  eine  Verschiebung  gefunden  ist,  die  die  Gleichungen  vom 
Typus  (7)  befriedigt  und  die  vorgeschriebenen  Werte  fttr  die  Ober- 
flächenspannungen zuläßt,  noch  eine  kleine  Verschiebung  sich  über- 
lagern lassen,  die  in  einem  starren  Körper  möglich  wäre:  die  Glei- 
chungen werden  dann  immer  noch  befriedigt  sein;  die  Verzerrung 
und  die  Spannung  werden  durch  Überlagerung  dieser  Verschiebung 
nicht  geändert.  Daraus  folgt,  daß  im  Falle  (b)  die  Lösung  der  Glei- 
chungen nicht  bestimmt  ist,  insofern  nämlich  über  irgend  eine  den 
Gleichungen  genügende  Verschiebung  noch  eine  kleine  Verschiebung 
sich  überlagern  läßt,  wie  sie  in  einem  starren  Körper  möglich  wäre. 
Die  Frage  nach  der  Existenz  der  Lösung  der  Gleichungen  vom 
Typus  (7),  die  auch  die  gegebenen  Randbedingungen  erfüllt,  soll  hier 
nicht  erörtert  werden.  Wichtiger  ist  die  Bemerkung,  daß  bei  ge- 
gebenen Oberflächenspannungen  die  Gleichungen  und  Randbedingungen 
nur  dann  miteinander  verträglich  sind,  wenn  diese  Spannungen  mit 
den  Massenkräften  ein  Kräftesystem  bilden,  das  einen  starren  Körper 
im  Gleichgewicht  holten  würde.  In  der  Tat,  nehmen  wir  an,  m,  v,  tc 
seien  ein  System  von  Funktionen,  die  die  Gleichimgen  vom  Typus  (7) 
befriedigen.  Integrieren  wir  die  linke  Seite  von  (7)  über  das  Volumen 
des  Körpers  und  formen  die  die  Terme  /^  (  '  |  usw.  enthaltenden  Raum- 
integrale mittels  der  Greenschen  Transformation  um,  so  erhalten  wir 
die  Gleichung 

/_'/  'x,ilS  +j'j'ftfXd:r<hjdz  =  0.  (8) 
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Multiplizieren  wir  die  äleichnng  vom  Typus  (7),  die  Z  enthält,  mit 
y  und  diejenige,  die  Y  enthält,  mit  z  und  subtrahieren,  so  erhalten 
wir  die  Gleichung 

formen  wir  dieselbe  mittels  der  Greenschen  Transformation  um,  so 
ergibt  sich 

Jfyz,  ~  0r,)rfS  -i-ffßiyZ  -  0  Y)ilxdyd0  =  0.  (9) 

Auf  diese  Weise  läßt  sich  von  allen  Bedingimgea  des  statischen  Gleich- 
gewichts nachweisen,  daß  sie  erfüllt  sein  müssen. 

§  118.  Eindeutigkeit  der  Lösung.') 

Wir  werden  folgendes  Theorem  beweisen:  Sind  entweder  die 
Oberflächen  Verschiebungen  oder  die  Oberflächenspannungen  gegeben, 
so  ist  die  Lösung  des  tileicbgewichtsproblems  eindeutig  bestimmt  in 
dem  Sinne,  daß  der  Spannungs-  (bezw.  Verzerrung8-)Znstand  eindeutig 
festgelegt  ist. 

Wir  bemerken  zunächst,  daß  die  Funktion  W  als  homogene,  für 
reelle  Werte  ihrer  Är^mente  stets  positive  quadratische  Funktion 
nur verschwindenkann,  wenn  ihre  sämtlichen  Argumente  verBchwinden. 
Es  sind  dies  die  sechs  Yerzerrungskomponenten;  und  wenn  diese  ver- 
schwinden, haben  wir  eine  Verschiebung,  wie  sie  in  einem  starren 
Körper  möglich  wäre.  Wenn  also  W  verschwindet,  bewegt  sich  der 
Körper  bloß  als  Ganzes. 

Angenommen  nun,  m',  v,  w  und  m",  v",  w"  seien  zwei  Verechie- 
bungssysteme,  die  den  Gleichungen  vom  Tjpus  (7)  genUgen  und  auch 
die  g^ebeuen  Bedingungen  an  der  Oberfläche  S  des  Körpers  be- 
friedigen. Dann  stellt  w'  —  «",  «'  —  v",  vf  —  w"  ein  System  von  Ver- 
schiebungen dar,  das  den  Gleichungen  vom  Typus 

ÄO  +  ÄQ  +  i©-"  0«) 

im  ganzen  Körper  genügt  und  außerdem  gewisse  Oberflächenbedin- 
gungen  befriedigt.  Wir  bezeichnen  dies  System  mit  (?»,  r,  w).  Wir 
können  dann  die  Gleichung  hinschreiben 

1)  Vgl.  Kixchhoff,  J.  f.  Math.  (CreUe),  Bd.  66  (1859). 
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>&  dasselbe  ist, 
ujcoa  (x,  v)  ,       +  coa  (y,  v)  ,       +  eos  (^,v)  5— 1 

+  zwei  ähnliche  Ausdrücke    dS 
,    ZW        .ZW 

'y. +  £.„""  + ^.^,  V 


+  a.-  e„ 


.^1  dfl:*?.vd/  =  0. 


Beziehen  sich  die  OberflächenbedingUDgeu  auf  die  Verschiebung, 
so  verschwinden  u,  v,  w  in  allen  Punkten  von  S\  beziehen  sie  sich 
auf  die  Sp&nnuug,  so  verech winden  die  aus  u,  v,  tP  berechneten  Ober- 
flächenspannungen in  allen  Punkten  von  S.  In  jedem  Fall  Torschwindet 
doB  Obei-flächenintegml  in  obiger  Gleichung.  Das  Raumintegral  ist 
gleich  fff2Wdxdydii,  kann  also,  da  fr  notwendig  positiv  ist, 
nur  verschwinden ,  wenn  W  verschwindet.  Somit  ist  (w,  v,  ic)  eine 
Verschiebung,  wie  sie  in  einem  starren  Körper  mdglich  ist.  Beziehen 
sich  die  Oberflächenbedingungen  auf  die  Verschiebungen,  so  mQssen 
«,  e,  tt  verschwinden,  da  sie  in  allen  Punkten  von  .5  verschwinden. 

§  119.  Theorem  vom  Minlmam  der  Energie. 

Dem  Theorem  von  der  Eindeutigkeit  der  Lösung  stellt  sich  das 
Theorem  vom  Minimum  der  potentiellen  Energie  an  die  Seite.  Wir 
betrachten  den  Fall,  wo  keine  Maasenkräfte  wirken  und  die  Ober- 
äächenversehiebungen  gegeben  sind.  Die  potentielle  Enei^e  der 
Deformation  des  Körpers  ist  gleich  dem  Raumintegral  Aber  die  Ver- 
zerrungaenergie-Funktion,  das  erstreckt  ist  über  den  vom'Körper  er- 
füllten Baum.  Wir  können  das  Theorem  in  folgender  Form  aus- 
sprechen : 

Diejenige  Verschiebung,  die  die  Dilferentialgleichungen  des  Gleich- 
gewichts sowohl  wie  die  Bedingungen  an  der  Oberfläche  befriedigt, 
Ijißt  für  die  potentielle  Energie  der  Deformation  einen  kleineren  Wert 
zu  als  irgend  eine  andere  Verschiebung,  die  dieselbe  Oberflächen- 
bedingungen befriedigt. 

Es  aei  (tt,  r,  w)  die  Verschiebung,  die  die  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichts im  ganzen  KSrper  und  die  Bedingungen  an  der  Oberfläche 
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befriedigt;  itgend  eiue  andere  Verschiebung,-  die  die  Oberfläclieu- 
bedingungen  befriedigt,  werde  mit  (m  +  ii',  v  +  «',«;  +  w')  bezeicbnet. 
Die  Gröfien  m',  v',  h'  verschwinden  an  der  Oberfläche.  Wir  bezeichnen 
die  aus  ii,  v,  w  berechneten  Verzerrungskoiuponenten  insgesamt  mit  e 
und  die  aus  u',  v'  w'  berechneten  Verzerrungakomponenten  insgesamt 
mit  e';  ferner  sei  f{e)  die  ans  den  Verachiebungen  «,  v,  w  berechnete 
Yerzerrungseuergie- Funktion,  nnd  entsprechend  werde  die  aus  den 
andern  Verschiebungen  berechnete  Yerzerrungsenergie- Funktion  be- 
zeichnet. Wir  schreiben  V  fUr  die  potentielle  Energie  der  Defor- 
mation, die  der  Verschiebung  («,  v,  w)  entspricht,  und  V^  für  die 
potentielle  Energie  der  Deformation,  die  der  Verschiebung  (m  +  «', 
V -\- v',  «j  +  w')  entspricht.  Dann  können  wir  zeigen,  dafl  F,  —  V 
positiv  sein  muß- 
Wir  haben 

y,-V  -j'ffifi'  +  «')  -  m]di:d,d,, 
oder 

V,  -  V  -fff[^''  %f~  +/■(«•)]  dxdydi, 

weil  f(e}  eine  homogene  quadratische  Funktion  der  insgesamt  mit  r 
bezeichneten  Argumente  ist.  Hierin  ist  f(e')  notwendig  positiv,  denn 
f(e')  ist  die  aus  der  Verschiebung  (u',  v',  tc')  berechnete  Venserrungs- 
energie- Funktion.  Ferner  haben  wir  in  der  gewöhnlichen  Bezeich- 
nungsweise 

^^     de    =  dx  3e„  "*"  8y  Se^'^  "•"  dz   df„ 

Das  Raumint«gral  über  diesen  Ausdruck  formen  wir  in  ein  Ober- 
äächeiiintegral  und  ein  Raumintegral  am  derart,  dafi  in  keinem  der 
letzteren  Differentialquotienten  von  ii',  v',  ic'  auftreten.  Das  Ober- 
flnchenintegral  verschwindet,  weil  «',  v',  tc'  an  der  Oberfläche  ver- 
schwinden.    Der  Koeffizient  von  m'  im  Raumintegral  ist 

dx  \de,J  ^  dy  \dt^^}  ^  dz  \a«,  J- 

verschwindet  also  veroiöge  der  Gleichungen  des  Gleichgewichts.  In 
glfiicber  Weise  verschwinden  die  Koeffizienten  von  v'  und  fc'.  Es 
folgt  daraus,  dafi 

dies  ist  notwendig  positiv,  und  daher   F<  F,. 
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Die  Umkehrung  des  Theorems  hat  man  benutzt,  um  die  Existenz 
der  Lösang  der  Oleichangen  des  Gleichgewichts,  welche  für  die  Ver- 
schiebungen an  der  Oberfläche  gegebene  Werte  liefert,  zu  beweisen.')  Den 
Beweis  l'Or  die  Richtigkeit  jener  Umkebrang  würden  wir  erbringen  können, 
wenn  wir  von  anderer  Seite  her  wüßten,  daß  unter  allen  Funktionstripeln 
II,  f,  10,  die  an  der  Oberfl&che  die  gegebenen  Werte  annehmen,  eines  sein 
muß,  das  für  fffWdxdifdt  einen  kleineren  Wert  liefert  als  irgend  ein 
anderes  Tripel.  Dieselbe  Schwierigkeit  tritt  auf  in  dem  Beweis  für  das 
Existenztbeorem  in  der  Potentialtheorie.^)  Dort  hat  man  Übrigens  der 
Schwierigkeit  aus  dem  Wege  zu  gehen  gesucht,  indem  man  ein  Verfahren 
ersann,  um  die  verlangte  Funktion  tats&chlich  zu  konstruieren.^)  Im  Falle 
zweidimensionaler  Potentialfunktionen  ist  die  Existenz  des  Minimums  für 
das  betreffende  Integral  von  Hilbert*)  bewiesen  worden. 

§  120.  Theorem  tber  die  potentielle  Enerj^e  der  Deformatioii.'') 
Die  potentielle  Enei^ie  der  Deformation  eines  Körpers,  der  sich 
unter  einer  gegebenen  Belastung  im  Gleichgewicht  befindet,  ist  gleich 
der  halben,  von  den  äußeren  Kräften  geleisteten  Arbeit,  wenn  diese 
längs  der  Verschiebungen  aus  dem  spaunungslosen  Zustand  in  den 
äleichgewichtezustand  wirken. 

Die  in  Kede  stehende  Arbeit  ist  gleich 

ffjQ{uX  +  vY+  uZ)(lxdydt  +fjluX,  +  vY^  +  wZ;)(lS. 
Das  Oberflächen  in  t^ral  ist  die  Summe  dreier  Glieder  von  der  Form 

3  {x,  v)  +  .       COS  (if,  v)  +  j,-—  cos  (z,  v)\dS, 
und  die  Arbeit  ist  daher  gleich 

Die  erste  Reihe  dieses  Ausdrucks  verschwindet  vermöge  der  Gleichungen 
des  Gleichgewichts,  and  die  zweite  Reihe  ist  gleich  2fffWdxdydz. 
Daraus  folgt  ohne  weiteres  das  Theorem. 

1)  Lord  Kelvin  (Sir  W,  Thomson),  Phil-  Tram.  Kvy.  .Soc.  vol.  163  (1863;  = 
Math,  and  I¥iy«.  Paperg,  vol.  3,  p.  851. 

2)  Die  Schwierigkeit  scheint  zuerst  von  WeierstraB  in  seinen  Vorlesungen 
über  Variationsrechnung  dargelegt  zu  sein.  Siehe  den  Artikel  „Variation  of  an 
integral"  in  Ency.  Brit.  Suj^emmt  [Eney.  Brit,  10.  Aufl.,  vol.  83  (1902)]. 

3)  Siehe  z.  B.  C.  Neumann,  Uiüereuchungen  über  das  logarithmüdte  und 
XeirUiitsche  Poltnlial,  Leipzig  1877. 

4)  „Über  (las  Dirichletache  Prinzip",  (EeMtchrift  eitr  Feier  des  löOjährigen 
Br.tifhrns  d.  Kmigi  Ges.  d.   Wiss.  zu  (lilttiiigeHJ,  Berlin  1901. 

6't  In  einigen  BQchem  wird  die  potentielle  Energie  der  Deformation  die 
..Spannkraft"  (engl.  „reBÜience")  dea  Körpers  genannt 
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§  121.  Das  Beziprozltfitstheorem.^) 
Es  seien  u,  v,  u-  Funktionen  Ton  x,  y,  z,  i,  die  in  dem  ganzen 
von  einem  Körper  erfOtUen  Raum  einwertig  und  frei  von  Unstetig- 
keiten  sind;  wir  wollen  annehmen,  u,  t',  w  seien  in  allen  Punkten  klein 
genug,  um  ala  „kleine  Verschiebungen"  im  Sinne  der  auf  das  Hookesche 
Gesetz  gegründeten  Elastizitätstheorie  gelten  zu  können.  Geeignete 
Eriifte  würden  dann  den  Körper  in  dem  durch  u,  v,  vi  bestimmten 
Terschiebungszustand  erhalten  können.  Die  erforderlichen  Massen- 
kräfte und  Oberflächenspannungen  lassen  sich  bestimmen,  indem  man 
aus  der  Verschiebung  (ti,  «,  jr)  die  Verzerrungskomponenten  und  die 
Verzerrungsenergie-Funktion  berechnet  und  in  die  Gleichungen  ron 
der  Form 

X.  =  cos  (.,  V)  (^^yj  +  cos  (,,  .)  (/^^:)  +  cos  (.,  .)  1^: 

einsetzt.  Durch  diese  Massenkiäfte  und  Oberfiächenspannuugen  würde 
die  Verschiebung  m,  e,  %t  in  der  Tat  hervorgerufen  werden  können. 

Es  seien  nun  (w,  f.  «■),  {u  ,  v  ,  ?(■')  zwei  Verschiebungssysteme, 
(X,  r,  Z)  uud  (X',  r,2^  die  entsprechenden  Massenkräfte,  (X,,,  T,,  Z^ 
und  (X,'  ,r,',  Z,')  die  entsprechenden  Oberflächenspannungen.  Das 
Reziprozitätstheorem  lautet  dann: 

Die  gesamte  Arbeit,  die  von  den  Kräften  des  ersten  Systems  (ein- 
stJiließlich  der  kinetischen  Heaklionen)  geleistet  wird,  wenn  sie  längs  der 
vom  etceiten  System  Jienwgebraditen  Verschi^ngen  wirken,  ist  gleich 
der  gesamten  von  dai  Kräften  des  zweiten  Systems  geleisteten  Ärheit,  /renn 
diese  längs  der  vom  ersten  System  Jtervorgehrachten  Verschiebungen  irirken. 

Der  analytische  Ausdruck  des  Theorems  ist  gegeben  durch  die 
Gleichung 

+fj\xy+i\v+zy)ds 

+fj\x:u  +  r/f  +  z:  H-)ds.  (11) 

1)  Dm  Theorem  Btammt  von  E.  Betti,  II  nuoco  Cii'icuto  (Ser.  2)  *  t.  7  nnd  8 
(1872).  Ee  iet  ein  spezieller  Fftll  eiuea  allgemeineren  Theoreme  von  Lord  Ka;- 
leigh,  London  Math.  Soc.  Proe.,  vol.  4  (1873)  =  Seienti/ic  Papers,  vol.  1,  p,  179. 
Eine  allgemeine  ünteisuchiuig  über  ReziproKttätseätze  in  der  Dynamik  findet 
man  in  einer  Abhandlmig  von  H,  Lamb,  London  Math.  Soe.  Proc.,  vo\.  19  (1889), 
p.  14*. 
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Vermöge  der  Bewegung^leichungen  und  der  Gleichungen,  die 
die  OberflächeDSpannungen  mit  den  Komponentea  des  Spaonungszustands 
verknüpfen,  können  wir  die  linke  Seite  von  (11)  in  Spaimungskom- 
ponenten  ausdrücken  und  zwar  in  Form  einer  Summe  von  Oliedern, 
die  explicite  u',  v',  w'  enthalten.     Die  Glieder  in  u    sind 

+J'J»'{co,(i,v)(£^^+.o.(!,,»)(j«,y)+con.,v)(??))dS. 

Daraus,  folgt,    daß    die   linke    Seite    von    (11)    sich    als    ein    Raum- 
integral ausdrucken  läßt;  sie  nimmt  die  Form  an 


jm^ 


Einer  allgemeinen  Eigenacliaft  der  quadratischen  Funktionen  ent- 
sprechend ist  dieser  Ausdruck  symmetrisch  in  den  Verzerrungskom- 
poneuten  der  beiden  Systeme,  e,^, .  . .  und  e\^, .  . .  Daher  stimmt  er 
überein  mit  dem  Ausdruck,  auf  den   die  Transformation  der  rechten 

Seite  von  (U)  fahrt. 

§  122.  Bestimmnng  der  durchschiLlttliclLeiL  Verzerrnngen.^) 
Wir  können  das  RezipniaitJitstheorem  benutzen,  um  die  Durch- 
schnittswerte der  Verzerrungeu  zu  finden,  die  in  einem  Körper  von 
irgendeinem  Kräftesystem,  das  ihii  im  Gleichgewicht  zu  halten  ver- 
mag, hervorgebracht  weiden.  Zu  diesem  Zwecke  brauchen  wir  nur 
»',  v,  w'  als  Verschiebungen  anzunehmen,  die  einer  homogenen  Ver- 
zerrung entsprechen.  Die  aus  u,  v,  w  berechneten  Spannungskom- 
ponenten sind  dann  im  ganzen  Körper  konstant.  Gleichung  (11)  läßt 
sich  in  der  Form  ausdrücken 

fCfie.^X:  -H  e„  r;  +  eZ;  -i-  c„  r;  +  e,^Z'  +  e„X;  ,dxdyde 
J.fJ    ."     '  Hf     ¥  f.     ,  .^    .  ^y     y.  ^^2j 

=ffß(_Xu  +  Yv+Zwyix(}ydz+j'f{Xy+  Y,.v' -i- zy)d s. 

Ist  XJ  die  einzige  von  null  verschiedene  Spannungskomponente 
des  gleichförmigen  Spaiiuuiigszustandes,  so  lassen  sich  die  entsprechen- 
den Vericrruiigskümponenteu  mittels  der  Beziehungen  zwischen 
äpaunung  und  Verzerrung  berechnen,  und  wir  können  die  Verschie- 
bungen («',»',!('',)  ermitteln.     Auf   diese  Weise   läßt  sich  die  (Sröße 

1)  Die  Methode  «tanunt  von  Betti,  loe.  cit. 
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jj  je^^dxdydz  bestimmen,  also  das  Produkt  aus  dem  Volumen  des 
Körpers  und  dem  Durchschnittswert  der  Verzerrungskompouente  e^^ 
Auf  dieselbe  Weise  ergeben  sich  die  Durchschnittswerte  der  übrigen 
Yerzemmgen.  Um  die  durchschnittliche  kubische  Dilatation  zu  finden, 
lassen  wir  das  gleichförmige  Spaunungssystem  aus  gleichförmigem 
und  in  einem  Punkte  allseitig  gleichen  Zug  bestehen. 

g  123.    Durctasehiiittliche  Verzermngen  In  einem  isotropen 

festen  Körper. 
Im  Falle  eines  isotropen  festen  Körpers  vom  Volumen  F  ist  der 
Durchschnittswert  von  e^^  gleich 


A/i/'i 


/fix»-  o(rj(+  Zi))dxdydi: 
der  Dun  Abschnitts  wert  von  e^,  ist 

*lv  ff /'(''''  +  ^y)''''^y^'+  ■ilrff''^''  +  •^.»)'''Si  ('*') 

der  Durchschnittswert  von  Ä  ist 

,lyfffe{Xx  +  r,  +  Z,)dj:,lydl 
+  uyffx,'>+y.l/  +  Z.'}dS. 

Aus  diesen  Formelu  sind  folgende  Resultate 'J  leicht  abzuleiten: 

1)  Ein  7,;lindrisGh  geformter  fester  Körper  von  beliebigem  Querschaitt, 
der  mit  der  einen  GruadfUche  auf  einer  horizontalen  Ebene  steht,  ist  um 
das  Stflck  Wl/2E(a  kürzer  als  im  ungespannten  Zustande,  wo  IV  sein 
Gewicht,  l  seine  LSnge,  a  der  Flächeninhalt  des  Querschnitts.  Das  Volumen 
des  Zylinders  ist  am    Wl/Gk  kleiner  als  im  ungespannt«n  Zustand. 

2)  Liegt  derselbe  Zylinder  auf  der  Seite,  so  ist  er  um  o  Wh/lCm 
länger  als  im  spannuugslosen  Zustand,  wo  h  die  Höhe  des  Schwerpunkts 
über  der  Ebene.  Das  Volumen  des  Zylinders  ist  um  Wh. 3k  kleiner  als 
im  spannungslosen  Zustand. 

3)  Das  Volumen  eines  beliebig  geformten  Körpers,  der  von  zwei  um  c 
voneinaader  entfernten  parallelen  Ebenen  zusammengepreßt  wird ,  nimmt 
um  pcj&k  ab,  wo  p  der  über  jede  Ebene  resultierende  Druck,  Haben  wir 
es  mit  einem  Zylinder  mit  ebenen  Endflächen  zu  tun,  die  senkrecht  zu 
seinen  Erzeugenden  liegen  und  von  den  pressenden  Ebenen  bertibrt  werden, 

1)  Zahlreiche  Beispiele  für  die  Anwendung  dieseT  Formeln  und  der  ent- 
sprechenden Formeln  fQr  ilobtrope  KOrper  gibt  C.  Chree,  CambrUigt  Phil.  Snc 
Tran«.,  vol.  lö  (1892),  p.  SIS. 
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so  vermindert  sich  die  Länge  um  pC/Ea,  wo  <o  der  Inhalt  des  Quer- 
achnitts. 

4)  Gin  beliebig  geformtes  Gefäß,  dessen  inneres  Votumeo  F,  und 
dessen  äußeres  Volumen  V^  ist,  wird,  wenn  es  einem  inneren  Druck  ji, 
und  einem  Süßeren  Druck  Pg  unterworfen  wird,  so  deformiert,  daß  das 
Volumen  V^  —  F,  des  Gefäßmaterials  um  den  Betrag  (j^o  !'(,  —  p^  F,)  'ifc 
sich  verringert. 

§  124.  Das  allgemeine  Problem  der  Schwingangen.  Eindeutigkeit 
d«r  LÖsong. 
Wird  eiQ  fester  Körper  in  einem  Zustand  der  Verzerrung  ge- 
halten und  die  Kräfte,  die  die  Verzerrung  aufrecht  erhalten,  hören 
auf  zu  wirken,  so  entsteht  im  allgemeinen  innere,  relative  Bewegung. 
Derartige  Bewegungen  können  auch  durch  die  Wirkung  von  Kräften, 
die  mit  der  Zeit  variieren,  hervorgerufen  werden.  Im  letzteren  Falle 
kann  man  sie  als  „erzwungene  Bewegungen"  bezeichnen.  Bei  Proble- 
men erzveungener  Bewegung  können  sieh  die  Oberfiächenbedingnngcn 
entweder  auf  die  Verschiebung  oder  auf  die  Spannung  beziehen. 
Wenn  keine  Massenkräfte  wirken  und  die  Oberfläche  des  Körpers 
spannungsfrei  ist,  so  sind  die  Bewegungen,  die  stattfinden  können,  „freie 
Schwingungen".  Dieselben  sind  als  Lösungen  der  Gleichungen  vom 
Typus 

die  au  der  Oberfläche  des  Körpers  den  Bedingungen  vom  Typus 

cos(a:,v)x |-cos(y,v)x  -  +  cos(z,v)^    =0  (17) 

genfigen,  zu  bestimmen.  Arten  freier  Schwingung  gibt  es  in  unbe- 
grenzter Anzahl,  und  wir  können  die  Lösung  der  Gleichungen  beliebigen 
Anfangsbedingungen  bezüglich  der  Verschiebung  und  der  Geschwin- 
digkeit unterwerfen. 

Wenn  wir  es  mit  veränderlichen  Massenkräften  zu  tun  haben  und 
die  Oberfläche  spannungsfrei  ist,  so  können  freie  Schwingungen  neben 
erzwunj^enen  Bewegungen  bestehen,  und  dasselbe  gilt  für  erzwungene 
Bewegungen,  die  durch  veränderliche  Oberflächenspannungen  hervor- 
gebracht werden. 

Die  Methoden  der  Integration  der  Gleichungen  der  freien 
Schwingung  werden  uns  sogleich  beschäftigen.  Hier  wollen  wir  be- 
weisen, daß  die  Lösung  der  Gleichungen  der  freien  Schwingung,  die 
zugleich  gegebenen  Anfangsbedingungen  bezüglich  der  Verschiebung 
und  Geschwindigkeit  genügt,  eindeutig  bestimmt  ist.M 

1)  Vgl,  F.  Neumann,   Vorlesungen  über . . .  Elastizität,  p.  126.  .^ 
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AngenomineD,  (u',  v,  w',)  und  (k",  v",  u>")  seien  zwei  Verschie- 
bungssysteme,  die  beide  die  Gleichungen  vom  Typua  (16)  and  die 
Bedingungen  vom  Typus  (17)  befriedigen,  und  ic  einem  bestimmten 
Augenblick  t  =  t^  sei  (u,  v,  tv')  —  («",  v",  tv")  uud 


\dt'  et'   dt  /       \S 


Dann  würde  die  Differenz  («'  —  u",  v'  —  v",  w'  —  w")  eine  Ver- 
schiebung darstellen,  die  gleichfalls  den  Gleichungen  vom  Typus  (16) 
und  den  Bedingui^n  vom  Typus  (17)  genügte,  und  im  Äugenblick 
t "  tf,  würde  diese  Verschiebung  und  die  entsprechende  Geschwindig- 
keit versehwinden.  Es  bezeichne  (u,v,w)  diese  Verachiebmig.  Wir 
bilden  die  Gleichung 


in  der  die  Verzerrungskomponenten,  e^^...,  und  die  Verzerrungs- 
energie-Funktion, W,  aus  der  Verschiebung  (w,  v,  w)  zu  berechnen 
sind.  Die  p  enthaltenden  Glieder  lassen  sich  nach  f  integrieren,  und 
das  Ergebnis  ist,  daß  diese  Glieder  gleich  sind  der  aus  x-,  .  .  . 
berechneten  kinetischen  Energie  zur  Zeit  t,  denn  die  kinetische 
Energie  zur  Zeit  t^  verschwindet.  Die  W  enthaltenden  Glieder  lassen 
sich  in  ein  Oberflächen-  und  eiu  Raumiategral  umformen.  Das  Ober- 
flächenintegral ist  die  Summe  dreier  Glieder  vom  Typus 


-/*//■ 


dsl";  {coB(x,i-)(/^^)  +  cos(y,,.)(/^^"-) 
-l-coa(^,i')('^-^-)j; 


dieser  Ausdruck  verschwindet,  weil  die  aus  (u,  v,  w)  bereebnetea  Ober- 
flächenspannungen verschwinden.     Das  Raumintegral  ist  gleich 

d.  i.  gleich  dem  Wert  von  f  jj  Wdxdydz  zur  Zeit  /,   denn   W  ver- 
schwindet  im  Augenblick  l  =  tg,   weil  die  Verschiebung   im  ganzen 

i.„r.,  Ki„.i.i«t.  Diji^,,,  g,,  Google 
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Körper  in  jenem  Augenblick  TerscLwindet.  Unsere  Gleichung  (18) 
lautet  daher 

///|i'[(arr+(^y+Caf)']+  W]ä.äy.,.  =  0;     (19) 

diese  Gleichung  kann  aber  nur  bestehen,  wenn  zur  Zeit  t  die  Ge- 
schwindigkeit (oM/ei, ...)  und  die  Verzerrungsenergie-Fuuktion  W 
verschwinden.  Wir  würden  dann  also  weder  Geschwindigkeit  noch 
Verzerrung  haben,  and  es  wäre  nur  eine  Verschiebung  (m,  v,  te) 
denkbar,  die  in  einem  starren  Körper  möglich  und  von  der  Zeit  an- 
abhängig ist.  Da  nun  die  Verschiebung  (u,  v,  w)  im  Augenblick  f  =  ^ 
im  ganzen  Körper  verschwindet,  ao  verschwindet  sie  auch  in  jedem 
folgenden  Augenblick  im  ganzen  Körper. 

§  125.  ^Inergteflnß  bei  sohwingsnder,  Bewegnsg. 

Die  kinetische  Energie  T  und  die  potentielle  Energie  V  des  von  einer 
gescbJosBeaen  Flache  S  begrenzten  Teils  des  Körpers  drücken  sich  aus 
durch  die  Formeln 

T  -  J'J'J\e{«'  +  '■■  +  »')  äxdsd, ,    r  -fffwdxdsdi , 

wo  die  Punkte  Differentiation  nach  l  bezeichnen  und  die  Tnt^ration  aber 
den  von  S  begrenzten  Raum  erstreckt  ist.     Wir  haben  nun  sofort 


Die    rechte    Seite    laSt    sich    in    ein    Raum-    und    ein    Oberflächenintegrat 
umformen.     Die  Glieder  des  Raumtntegrals,  welche  i(  enthalten,  sind 

und  die  Glieder  des  OberflSchenintegrals,  welche  h  enthalten,  sind 

)s(a-.v)  +  g^     cos{y,v)-|-   f^-    cos(r,  v)  I  (/S. 


Wenn  keine  MasseokrSfte  wirken,  erhalten  wir  demnach  die  Gleichung 
S-(3'+  n  -ff(»K+'y.  +  i-X.)aS.  (21) 

Diese  Gleichung  lUßt  sich  in  Worten  folgendermaßen  aussprechen: 
Die  Zunahme  der  Energie  iimerhalb  S  in  der  Zeiteinheit  ist  gleich  der 
Leistung  der  auf  S  wirkenden   Spannungen. 

Digitizccby  Google 


Allgemeine  Theorie  dei  fieten  Schwiiig:imgen.  211 

Sach  §  53,  Satz  7),  ist  der  Ausdruck  {ÜX^  +  rY^-i-  icZ^)  gleich 
der  Normalkomponent«  einer  VektorgrCße,  deren  KompouesteD  parallel 
den  Achsen  durch 

~{üx^  +  hx^^wz^),  -(MX^  +  pr^  +  wr.),  _(«z,  + t-r,  +  ^z.) 

g^eben    sind.     Dieser   Vektor  kann   daher   znr   Berechnung   des   Energie- 
flusses benutzt  werden. 


§  126.  Freie  Schwingniigen  elastisclier  fester  Körper. 
In  der  Theorie  der  kleinen  Schwingungen  dynamischer  Systeme 
mit  einer  endlichen  Zahl  von  Freiheitsgraden  wird  gezeigt,  daß  die 
■allgemeinste  kleine  Bewegung  eines  Systems,  das  aus  einer  Lage 
stabilen  Gleichgewichts  etwas  abgelenkt  wird,  sich  in  eine  Anzahl 
kleiner  periodischer  Bewegungen  zerlegen  läBt,  von  denen  jede  uoab- 
hnugig  TOD  den  übrigen  au^eftthrt  werden  könnte.  Die  Zahl  dieser 
speziellen  Bewegungstypen  ist  gleich  der  Zahl  der  Freiheitsgrade  des 
Systems.  Jeder  derselben  ist  durch  folgende  Eigenschaften  gekenn- 
zeichnet: 

1.  Die  Bewegung  jedes  Teilcheus  des  Systems  ist  eine  einfache 
harmonische. 

2.  Periode  und  Phase  der  einfachen  harmonischen  Bewegung  sind 
fQr  alle  Teilchen  identisch. 

3.  Die  in  irgend  einer  Richtung  gemessene  Verrückung  eines 
Teüchens  aus  seiner  Gleichgewichtslage  steht  zu  der  in  einer  be- 
stimmten Richtung  gemessenen  VerrQcknng  eines  anderen  Teilchens 
in  einem  bestimmten  Verhältnis. 

Geht  die  Bewegung  des  Systems  nach  einem  dieser  speziellen 
Typen  vonstatten,  so  sagt  man,  es  führt  eine  „Haupt"-  oder  „Normal- 
schwingung"  (engl,  „normal  mode  of  Vibration")  aus.  Die  auf  irgend 
eine  .kleine  Störung  folgende  Bewf^ng  laßt  sich  darstellen  als  Über- 
lagerung verschiedener  Normalschwingungen. 

Versuchen  wir,  diese  Theorie  zu  verallgemeinern,  um  sie  auf 
Systeme  von  unendlichem  Grade  der  Freiheit  zu  Obertragen,  so  werden 
wir  mit  dem  Aufsuchen  von  Normalschwingungen  beginnen.') 
Indem  wir  die  Frequenz  gleich  pj2ji  nehmen,  setzen  wir  fflr  die  Ver- 
schiebung die  Formeln  nn 

«  ='u'cos(p<-}-  e),     V  =  r'co3(p<  +  *),     '^  —  «■'cos(j)f -|-  e),   (22) 

wo  «',  v,  w'  Funktionen  von  x,  y,  e,  aber  nicht  von  /,  und  j»  und  e 
Konstanten  sind.  Nun  sei  W  das,  was  die  VerzerrungseneTgie-Funktion 
darstellen  würde,  falls  h',  v,  w'  die  Verschiebung  wäre,  und  XJ, . . . 
das,   was    im    gleichen    Falle    die   Spannungskomponenten    vorstellen 

1)  Siehe  Clebsch,  Eltistizität  oder  Lord  Rayleigh,  Throri/  of  Sound,  vol.  1. 
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würde.  Die  Gleichungen  der  Bewegung  bei  fehlenden  Massenkräfteu 
nehmen  dann  die  Form  an 

'S +  "5^  +  ^^ +  «>■"■=«.  (2^) 

u.  3.  w.;  und  die  Randbedingungen  gehen,  wenn  die  Oberfläche  span- 
nungsfrei ist,  in  Relationen  von  der  Form  über 

cos  {x,  v)X^  +  cos  (»/,  v)  X^  +  cos  (a,  v)  Z^-^O.  (24) 

Diese  Gleichungen  und  Bediugungen  reichen  hin,  um  «',  r',  «' 
als  Funktionen  von  x,  y,  z  mit  einem  willkürlichen  konstanten  Faktor 
zu  bestimmen,  und  diese  Funktionen  enthalten  auch  p.  Die  Grenz- 
bedingungen fuhren  zu  einer  Gleichung  für  j),  die  im  allgemeinen 
transzendent  ist  und  eine  uiieudltcfae  Zahl  von  Wurzeln  besitzt.  Diese 
Gleichimg  ist  bekannt  als  die  „Frequenzengleichung". 

Wir  sehen  also,  daß  ein  elastischer  fester  Körper  eine  unbegrenzte 
Zahl  von  Normalschwingungen  besitzt. 

Es  seien  p^,p^,...  die  Wurzeln  der  Frequenzengleichung,  und 
die  Is^ormalschwiugung  mit  der  Periode  2ii/p^  drücke  sich  aus  durch 
die  Gleichungen 

u  =  A^v,^CQs{p^t  -|-  *r)'  "  =  A^i\<:os{p^t  -\- 1^) 

w  =  A^tc^  cos(jv'  +  O )  ^ 

wo  A^  ein  willkürlicher  konstanter  Faktor;  die  Funktionen  m,.,  b,,  «■, 
werden  „Normalfunktionen"  genannt. 

Durch  Überlagerung  der  verschiedenen  Normalschwingungen 
würden  wir  eine  Bewegung  erhalten,  die  sich  ausdrückt  durch 
Gleichungen  vom  Typus 

«  =  2;«,*^,     v  =  2:v^<t>^,     tr^iX*^,  (26) 

wo  <t>,  statt  der  Funktion  A^tios(p^t  -\-  e^  geschrieben  ist.  Der  Satz, 
daß  jede  kleine  Bewegung  sich  als  Überlagerung  von  Normal- 
schwingungeu  darstellen  läßt,  ist  gleichweiiig  mit  dem  Theorem,  daß 
jede  beliebige  Verschiebung  (oder  Geschwindigkeit)  als  Summe  einer 
endlichen  oder  unendlichen  Reihe  von  Normalfunktionen  dargestellt 
werden  kann.  Derartige  Sätze  über  die  Entwicklung  von  Funktionen 
sind  Verallgemeinerungen  des  Fourierschen  Theorems,  und  vom  Stand- 
punkt der  strengen  Analysis  verlangen  sie  noch  einen  besonderen 
Beweis.  Jedes  freie  Schwingungen  betreffende  Problem  liefert  ein 
derartiges  Entwieklungstheorem. 
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§  127.    Allgemeine  Sätze  aber  freie  Scliwliigaiigeii.*} 
1)  In  der  Vsriationsgleidiang  der  Bewegung 

ffj  S  Wdxdyd0 


(27) 


mögen  u,  v,  w  die  Form  1*^*^,  f^'t^n  «','1',  '"^'^  Su,öv,äw  die  Form 
".*.)  ".*.)  *".*!  tal^eo,  wo  *,  und  <t>,  statt  A^coa^p^t  +  s^)  und 
A^co3{p,t -\- e^  geschrieben  sind  und  die  Eonstanten  A,.  und  A,  so 
klein  sein  können  wie  wir  wollen.  W  gehe  in  W^  über,  wenn  «^, 
ff,  »■,  8tatt  u,  V,  to,  und  in  W^,  wenn  w,,  «„  tp,  statt  «,  «,  iv  einge- 
setzt werden.  Wir  bezeichnen  mit  e  irgend  eine  der  sechs  Verzerrungs- 
komponenten und  e^  und  e,  die  Ausdrilcke,  in  die  c  übergeht,  wenn 
statt  u,  V,  w  bezüglich  u^,  v^,  tc^  und  u,,  r,,  w,  eingesetzt  werden.  Die 
Vanationegleichung  nimmt  dann  die  Form  an 

1 1 1  ^\ce  ^1  )(fxäydz  =  Pr^  I f  I  p("r".  +  ^r^i  +  ic^tL\)dxdydz. 

Die  linke  Seite  bleibt  uugeändert,  wenn  e,  und  e,  miteinander 
vertauscht  werden,  d.  h.  wenn  u,  v,  w  in  der  Form  H,<t>„  . . .  und  Sn, 
dv,  dw  in  der  Form  Uy'i>,.,  ■ .  ■  angenommen  werden;  auf  der  rechten 
Seite  tritt  dann  /)/  statt  p*  auf.  Da  p^  und  p,  nicht  einander  gleich 
sind,  so  folgt,  daß 

j'ff^{u^u,  +  ü^ü,  +  w^w^  dxdyde  —  0 .  (28) 

Dies  Ergebnis  ist  als  die  „konjugierte  Eigenschaft"  der  Normal- 
funktionen bekannt. 

2)  Wir  können  (t>r  inder  Form  A,.cosp^i-|-B^3inp,.f  schreiben,  dann 
ermöglicht  uns  die  konjugierte  Eigenschaft  der  Normalfunktionen  die 
Bestimmung  der  Konstanten  A^,  B^  aus  den  Anfangswerten  der  Ver- 
schiebung und  Geschwindigkeit.  Wir  setzen  voraus,  daß  die  Ver- 
schiebung zu  irgendeiner  Zeit  in  der  Form  (26)  sich  darstellen  Vk&t. 
Wir  haben  dann  zu  Anfang 

Ho  =-  SA^u,,         Vo  =  £A^v^,       Wa  =  £A^w^,  (29) 

1*0  =  SB^p.u^,     ''(,  =  I:B^p^i\,     <  =  HB^p^tv^,  (30; 

wo  («0,  "oj  "^o)  "li*  Anfangs  Verschiebung  und  {ii^,  i\,  ic^)  die  Anfangs- 
geschwindigkeit. Multiplizieren  wir  die  drei  Gleichungen  (29)  bezüg- 
lich mit  p«^,  pü^,  pic,  und  integrieren  über  den  vom  Körper  er- 
füllten Raum,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

1)  Diete  tJBtze  wurdeo  von  Clebsch  a1a  VerftllgemeiDerung  der  FoiiBonBcben 
Theorie  der  Schwingungen  einet  elaatiachen  Kugel  aufgestellt.    Siehe  Kinkitiiiig, 
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=~  ij  j  e("o"r  +  ^o^r  +  '*o'*'r)  dxdydz . 

Die  andern  Koffizienten  werden  durch  ein  äliDliches  Verfahreu 
ermittelt. 

3)  Die  konjugierte  Eigenschaft  der  Normalfunktionen  kann  dazu 
dienen  zu  zeigen,  daß  die  Frequenzengleichung  keine  imaginären 
Wurzeln  haben  kann.  Gäbe  ea  eine  Wurzel  p*  von  der  Form  u.-\-  iß, 
so  würden  wir  auch  eine  Wurzel  p*  von  der  Form  u  —  iß  haben. 
Diesen  beiden  Wurzeln  würden  zwei  Systeme  von  Normalfunktionen, 
"rf  ^r>  ^r  """^  **i'  *"iJ  "'()  entsprechen,  die  gleichfalls  konjugiert  imagi- 
lÄr  sein  würden.    Die  Gleichung 

fffgiu^u,  +  v^v,  +  w^u-^dxdydz  —  0 
könnte  dann  nicht  erfüllt  sein,  denn  der  Integrand  würde  gleich  dem 
Produkte    aus    der    positiven   Größe   p   und   einer  Summe    positiver 
Quadrate  sein. 

Es  bleibt  noch  zu  zeigen,  daß  p^^  nicht  negativ  sein  kann.  Zu 
diesem  Zweck  betrachten  wir  das  Integral 

ffj\{Ur'  +  V  +  w.'^dxdydei 
dasselbe  ist  gleich 

-Pr-\IJJ{^r{-^  +  ^  +  ^  +  --+--\dxdyd., 

wo  X'P, .  . .  daa  sind,  was  X^, . . .  darstellen,  wenn  v^,  v^,  u-^  statt 
u,  V,  w  eingesetzt  werden.  Der  letztere  Ausdruck  Uißt  sich  um- 
formen in 

—  p^-  '01«^  ( co3(3:,  v)X'r+  cos(y,  v)  X'^'i-  cos(z,  v)Z'P }  -\ H— ]  dS, 

+  p-  \fff2  W.dxdyih , 

wo  nun   das  Oberflächenintegral  verschwindet   und  das  Baumintegral 

notwendig  positiv  ist.     Daraus  folgt,  daß  p^*  positiv  i-st. 

§  128.  Plötzliche  Belastung  oder  Belastungsiunkelmmg. 
Die  Theorie  der  Schwingungen  fester  Körper  kann  man  an- 
wenden, um  zwei  hervorragend  wichtige  Sätze  der  Festigkeitslehre  zu 
beweisen.  Der  eine  besagt,  daß  die  Verzerrung,  die  durch  eine  plötz- 
liche Belastung  hervorgerufen  wird,  doppelt  so  groß  sein  kann  wie 
jene,  die  durch  allmähliche  Anbringung  der  gleichen  Last  entetehtj 
der  andere  Satz  besagt,  daß,  wenn  die  Belastung  plötzlich  umgekehrt 
wird,  die  Verzerrung  sich  möglicherweise  verdreifecht. 
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Um  den  ersten  Satz  zu  beweisen,  bemerken  wir,  daB,  wenn  wir 
«n  einem  elastischen  System  eine  Last  plötzlich  angreifen  lassen,  das 
Sjstem  in  einen  Zustand  der  Schwingung  um  eine  gewisse  Gleich- 
gewichtslage gerät,  um  jene  Lage  nämlich,  die  das  System  einnehmen 
wfirde,  wenn  wir  die  Last  allmählich  anbrächten,  Im  An&ngszustand 
ist  die  Energie  rein  potentiell,  und  da  keine  elastische  Spannung  vor- 
handen ist,  ist  diese  Energie  einfach  gegeben  durch  die  Lage  des 
«lastischen  festen  Körper»  in  dem  Kraftfelde,  das  die  Belastung  liefert. 
Fällt  die  Anfangslage  zusammen  mit  einer  möglichen  instantanen 
Ruhelage  einer  Normalschwiugung  des  Systems,  so  wird  das  System 
eben  diese  Normalschwingung  ausführen,  und  die  Konfiguration  nach 
Verlauf  einer  Vierte Iperiode  wird  die  Gleichgewichtskon^uration  sein, 
d.  h.  die  Verschiebung  aus  der  Gleichgewichtslage  wird  dann  null 
sein;  nach  Verlauf  einer  halben  Periode  wird  sie  jener  in  der  An- 
&ng8lage  entgegengesetzt  gleich  sein.  Die  grö&te  Verschiebung  Ton 
der  Anfangslage  aus  wird  daher  doppelt  so  groß  sein  wie  die  in  der 
Gleichgewichtslage.  Wenn  das  nach  der  plötzlichen  Belastung  sich 
selbst  nberlassene  System  keine  Norraalschwingung  ausführt,  so  wird 
die  Verzerrung  kleiner  bleiben  als  das  Doppelte  der  in  der  Gleichge- 
wichtslaee  vorhandenen  Verzerrung,  da  es  nie  durch  eine  Konfigura- 
tion hindurchgeht,  in  der  die  Energie  rein  potentiell  ist. 

Ganz  ähnlich  ist  der  Beweis  des  zweiten  Satzes.  Während  das 
System  in  einer  Gleichgewichtslage  verzerrt  gehalten  wird,  wird  die 
Belastung  plötzlich  nmgekehrt,  und  in  der  neuen  Gleichgewichtslage 
sind  alle  Verschiebungen  den  früheren  entgegengesetzt.  Um  diese 
Lage  schwingt  das  System.  Führt  es  eine  \or maisch wingung  aus, 
so  ist  die  größte  Verschiebung  aus  der  Gleichgewichtskon6guration 
doppelt  80  groß  wie  die  Anfangsverschiebung  aus  dem  unverzerrten 
Zustand;  und  in  dem  Augenblick,  wo  die  Verschiebung  aus  der 
Gleichgevrichtskoniiguratiou  ihr  Maximum  erreicht,  ist  die  Verschie- 
bung vom  unverzerrten  Zustand  aus  dreimal  so  groß  wie  in  der 
Gleichgew  i  ch  tslage . 

Ein  typisches  Beispiel  für  den  ersten  Satz  liefert  der  Fall  einer 
elastischen  Schnur,  an  der  plötzlich  ein  Gewicht  angelüingt  wird.  Die 
größte  Dehnung  ist  doppelt  so  groß  wie  diejenige,  die  es  bei  statischer 
Einwirkung  des  Gewichtes  erfährt. 

Ein  typisches  Beispiel  für  den  zweiten  Satz  liefert  der  Fall  eines 
gedrillt  gehaltenen  zylindrischen  Stabes.  Bei  plötzlicher  Umkehrung 
des  drillenden  Kräftepaars  kann  der  größte  Schub  das  Dreifache  des 
Schubs   betragen,   der    ursprünglich   mit   dem   Drall   verbunden    war. 
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Kapitel  Vni. 
IHe  Ansbreltnng  der  Kraft. 

§  129.  In  diesem  Enpitel  wollen  wir  einige  spezielle  Probleme 
des  Gleichgewichts  eines  isotropen  festen  Körpers  bei  fehlenden 
Massenkräften  untersuchen.  Wir  werden  die  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichts in  der  Form  annehmen 

und  werden  gewisse  besondere  Lösungen  betrachten,  die  in  der  Nähe 
bestimmter  Punkte  gegen  unendlich  konvergieren.  Diese.  Punkte 
müssen  außerhalb  des  Körpers  oder  in  Höhlungen  im  Innern  des 
Körpers  liegen.  Wir  erhalten  für  die  Lösung  unserer  Gleichungen 
eine  Theorie,  die  auf  einer  Zusammensetzung  solcher  Lösungen  beruht, 
für  welche  gewisse  Punkte  singulare  Bedeutung  haben,  und  die  analog 
ist  der  Theorie  der  harmonischen  Funktionen,  wenn  sie  als  Potentiale 
von  Massenpunkten  betrachtet  werden.  Vom  physikalischen  Gesichts- 
punkte aus  ist  der  einfachste  singulare  Punkt  ein  Punkt,  in  dem  eine 
Kraft  am  Körper  angreift, 

§  130.  In  einem  Fonbte  angreifende  Kraft.') 
Wenn  Masseukrsfte  (X,  Y,  Z)  auf  den  Körper  wirken,  so  lauten 
die  Gleichungen  des  Gleichgewichts 

'-'■ + rt  [L'  i,'  s^)  ^ + >*'■("•  '■'  "■)  +  <'(^' ''  ^j  -  "■  (2) 

und  die  allgemeinste  Lösung  dieser  Gleichung  erhalten  wir,  indem 
wir  zu  irgend  einer  partikularen  Lösung  derselben  die  allgemeine 
Lösung  der  Gleichungen  (1)  hinzufügea.  Der  Einfluß  der  Massen- 
kräfte wird  dann  durch  die  partikuläre  Lösung  dargestellt.  Wir  suchen 
solch  eine  Losung  fi3r  den  Fall,  wo  (X,  Y,  Z)  innerhalb  eines  end- 
lichen  Bereichs  T  von   null   verschieden    sind   und   außerhalb   T  ver- 


1)  Die  in  diesem  Paragrapbeu  abgeleiteten  Keeultate  verdankt  t 
Kelvin.    Siehe  Ei»UiluHij,  l'Njßnote  6Ü. 
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schwiDden.  Der  Bereich  T  kann  mit  aem  vom  Körper  oder  einem 
Teil  desselben  erfüllten  Raum  zusammenfallen.  Für  den  vorliegenden 
Zweck  können  wir  una  den  Körper  als  unb^enzt  nach  allen  Rich- 
tungen ausgedehnt  und  den  Bereich  T  als  Teil  desselben  vorstellen. 
Wir  gehen  zit  einem  OrenzfaU  Aber,  indem  wir  T  beliebig  klein 
werden  lassen. 

Wir  drucken  die  Yerschiebnng  durch  ein  skalares  Potential  <1> 
und  ein  Vektorpotential  \F,  G,  H)  aus  (vgl,  §  16)  mit  Hilfe  der  Formeln 
vom  Typus 

und  die  Massenkraft  drücken  wir  in  gleicher  Weise  aus  mit  Hilfe  der 
Formeln  vom  Typus 

cx    '    cy        c!  "•  ■' 

Da  ^  =  V*<l', . . .,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  (2)  nach  Art  der 
folgenden  schreiben: 

(A  +  2(i)  ^  V»<t>  +  /i  Q  V*H-^^  V»g) 

+  ,fi^^M-K''\  =  0,  (5) 

und  wir  können  partikuläre  Lösungen  erhalten,  indem  wir  von  folgen- 
den vier  Gleichungen  partikuläre  Lösungen  hinsehreiben: 
(1  +  2(i)''*  +  f®  -  0,    (»VF  +  pi  -  0, 1 
liVa  +  fM-O,    (iV'if+(,if-0.  ) 


(S) 


(') 


Wir   können  nun    X,  F,  Z  in    der   durch  (4)   gegebenen   Form 
ausdrücken,  indem  wir  setzen 

*  -  -  A///(X'  KJ  +  ^  \-  +  ^   Ä ')  ''-'■'!'•''•■. 

*  -  hfff(^'  f  -  ^' ';;')  <"■•!«■•>'■ 

wo  X,  T,  Z  die  Werte  von  X,  Y,  Z  in  irgend  einem  Punkte  {x,  y',  rl 
innerhalb  T  bezeichnen,  r  den  Abstand  dieses  Punktes  von  {x,  y,  e)  be- 
deutet und  die  Integration  Über  T  erstreckt  ist.  Man  Übersieht  so- 
fort, daß  obige  Ausdrücke  in  jedem  Punkt  innerhalb  T  für  X,  Y,  Z 
die  richtigen  Werte  liefern  und  in  jedem  Ponkt  außerhalb  T  den 
Wert  null  ergeben.  _^ 

Digitizccby  Google 


218  ■^in.  Die  Aiisbreitmig  der  Kraft. 

Wir  j^hen  uuDinehr  zur  Grenze  über,  und  zwar  lassen  wir  alle 
linearen  Abmeseimf^en  von  T  unbegrenzt  abnehmen,  setzen  aber  da- 
bei voraus,  daß  JJJ'^dz'dy'dz'  einem  endlichen  Grenzwert  zustrebt, 
Auf  diese  Weise  gelangen  wir  zu  dem  Fall  einer  im  Funkte  {x,  y,  /) 
in  der  Richtung  der  «-Achse  wirkenden  Kraft  X^.  Wir  haben  zu 
setzen 

(ffjyXdw'dy'de  ^  X(,  (8) 

und  haben  dann 

<P  =  -,-   X,^^',  i  =  0,  3/  =  /    Xo -*■-,  JV=-/    X,-^'.(9) 

Nun  ist  ^*(ßr/cx)  ~  2dr~^/cx,  und  wir  können  daher  setzen 

Die  entsprechenden  Formen  für  «,  v,  ic  sind 


Jl-|-j.)X^     SV 


(11) 


ÄUgemeiDer  drückt  sich  die  Verschiebung,  die  von  der  im  Pnnkte 
(x',  y,  /)  wirkenden  Kraft  {X„,  Fj,,  Z^  herrührt,  durch  die  Glei- 
chung aus 

/„  .,  «■!-     i  +  'l'      ^^    i    '''■•\ 
yu,v,  nj        8«,(l  +  2rt  W  '    r  '    i-;) 

+  8,,-(l+2rtl    r'^r-'     — ] ? (l''> 

Wenn  die  Kräfte  X,  Y,  Z  va  einem  Bereich  T  von  endlicher 
Größe  wirksam  sind,  so  lassen  sich  partikuläre  Integrale  der  Glei- 
chungen (2)  folgendermaßen  ausdrucken: 


■a!-)+r(y-y-)+y(/-/) 


+  g(»-»')^'"-''''-^'  >?-!«-r'-  ^'--Jjj^ri„-d,-,    (13) 

USW.,  wo  die  Integration  Ober  den  Bereich  T  sich  erstreckt. 

Bemerkt  sei,  daß  die  Dilatation  und  die  Rotation,  die  der  Ver- 
schiebung (11)  entsprechen,  durch  die  Gleichungen  gegeben  sind 

^  -  i;^-is  f.  ^''.  - ».  '"•  -  .^;  t:''  I 
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§  131.  Erster  Typus  einfacheT  LöeiingeiL*) 

Wirkt  die  Kraft  im  ürsprangspunkt  paiiiUel  der  2-Achse,  so  können 
wir  die  Ausdrucke  fOr  die  Verschiebungen  in  der  Form  schreiben 

«-ä';.,.-ä'-.,.-a  (-f.  +  "^t  ?; ; ).        (15) 

Es  ist  ohne  weiteres  zu  verifizieren,  daB  diese  Ausdrücke  eine  Lösung 
der  Gleichungen  (l)  überall  außer  im  Ursprungspunkt  darstellen.  Wir 
nehmen  an,  der  Ursprung  Hege  in  einer  HGblung,  und  berechnen  die  auf 
die  Oberfiache  der  Höhlung  wirkende  Spannung.  Die  uus  (15)  folgenden 
Spannungen  tiber  beliebige  einen  Körpev  begrenzende  Flachen  bilden  ein 
im  statischen  Gleichgewicht  befindliches  Kräftesystem,  wenn  der  Ureprang 
nicht  ein  Punkt  des  Körpers  selbst  ist  [vgl.  g  117j.  Daraus  ergibt  sich, 
dafi  im  Falle  des  KQrpers  mit  der  Höhlung  die  Resultante  und  das  resul- 
tierende Moment  der  auf  die  äufiere  Begrenzung  wirkenden  Spannungen 
entgegensetzt  gleich  der  Resultante  und  dem  resultierenden  Moment  der 
auf  die  Oberflache  der  Höhlung  wirkenden  Siiannungen  sind.  Die  Werte 
dieser  Spannungen  auf  der  äußeren  Begrenzung  hängen  von  der  Gestalt 
oder  Größe  der  Höhlung  nicht  ab,  und  wir  können  sie  daher  berechnen, 
indem  wir  die  Höhlung  kugelförmig  annehmen  und,  zur  Grenze  übergehend, 
den  Radius  der  Kugel  unbegrenzt  abnehmen  lassen.  Auf  diese  Weise 
verifizieren  wir,  daß  die  durch  (15)  ausgedrückte  Verschiebung  durch  eine 
Einzelkraft  von  der  Größe  8«f»(il  +  2;i).^/(i  +  fi)  hervorgebracht  wird, 
die  im  Ursprungspunkt  in  der  Richtung  der  z-Achse  angreift. 

Wir  schreiben  die  Gleichungen  (15)  in  der  Form 

Die  kubische  Dilatation,  die  der  Verschiebung  (16)  entspricht,  ist  gleich 
j4  _r  -  ,  und  die  Spannungskomponenten  berechnen  sich  leicht  in 
der  Form 

Die  äpannungen  auf  eine  beliebige  Ebene  (deren  Normale  in  die  Rich- 
timg V  fttllt)  sind  gegeben  durch  die  Gleichungen 

^•.  -  ^''•'[ä  i'.  %  'V- + 4,1°'"  (•-• ')  'L'  - «» («. ')  %~:  1} 

1)  Die  durch  die  Gleichungen  (16)  ausgedeöckte  Lösung  wird  so  betitelt 
nach  BouBBineaq,  Äpplieatiom  des  Potentiels.  ^-~.  • 
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bedeutet  v  die  nach  innen  gerichtete  Normale  der  Oberfläche  eiser  Kugel, 
deren  Mittelpunkt  im  Ursprung  liegt,  so  haben  wir  hierfür 


j    ^  ejiAXi^     y   ^  6(^-4!/5      2   _  2iiÄ 


(4 +  .+.)■      (") 


Dies  SpannUDgssystem  ist,  wie  wir  auch  den  Radius  der  Höhlung 
wählen  mögen,  statisch  gleichwertig  mit  einer  Einzelkraft  vom  Betrage 
8TZ(iA().  +  2ii.)/(l  +  fi),  die  im  Ursprung  angreift  und  im  Sinne  der  posi- 
tiven Richtung  der  «-Achse  wirkt. 

Einige  weitere  Resultate  bezüglich  des  Spannungszustandes,  der  durch 
eine  in  einem  Punkte  angreifende  Kraft  in  einem  Körper  erzeugt  wird, 
folgen  unten  in  §  140. 


§  132.  Typische  Verzernrngskerne. 

Aus  den  in  §  1 3 1  diskutierten  Lösungen  lassen  sich  mannigfache 
Lösungen  ableiten,  die  singulare  Punkte  besitzen.  Insbesondere  können 
wir  zwei  Punkte,  in  denen  Kräfte  wirken,  zusamraenrScken  lassen  und 
durch  einen  Grenzprozeß  neue  Lösungen  erhalten.  Es  empfiehlt  sich,  die 
Verschiebung,  die  von  einer  im  Ursprung  angreifenden  Kraft  (X^,  Y^,  Z^ 
herrUhrt,  mit 

zu  bezeichnen,  sodaß  z.  B.  (uj,  t'^,  n-^  die  Verschiebung  bedeutet,  die  sich 
ergibt,  wenn  in  den  Gleichungen  (ll)  X^  durch  eins  ersetzt  wird.  Wir 
betrachten  einige  Beispiele^)  der  Zusammensetzung  von  Singularitäten: 

a)  Im  Ursprung  greife  eine  Kraft  Ir^  F  in  der  Richtung  der  J--Achse 
an,  und  im  Funkte  (7',  U,  O)  wirke  eine  gleiche  und  entgegengesetzte 
Kraft;  wir  wollen,  zur  Grenze  übergehend,  annehmen,  daß  h  unbegrenzt 
abnimmt,  während  P  konstant  bleibt.     Die  Verschiebung  ist 

?(«»■,  "■   ?^). 

\vx '     ex ,     ex] 

Wir  können  die  Singularität  bezeichnen  als  „Doppelkraft  ohne  Mo- 
ment". Sie  ist  bezogen  auf  eine  Achse,  in  diesem  Falle  die  x-Achse,  und 
ist  dem  Betrage  nach  durch   die  GrüQe  P  gekennzeichnet. 

a'j  Wir  können  drei  Doppelkräfte  ohne  Moment,  dei-en  Achsen  den 
Koordinatenachsen  parallel  und  die  durch  dieselbe  Größe  P  gekennzeichnet 
sind,  miteinander  kombinieren.     Die  resultierende  Verschiebung  ist 

Nun  zeigt  Formel  (12),  daß  wir  haben 

1)  Bei  den  meisten  sind  nw  die  Hauptpunkte  der  Rechnung  angegelicn. 
Die  ErgebniBBe  a')  und  b'}  rOfaren  her  von  J,  Dougall,  Edinburgh  Math.  ,s''>c. 
l'ioc-,  vol.  16  (18H8). 
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somit  können  wir  (18)  8clireib«n  P(^i,  Ag,  Ag),  ivo  A,  die  Dilatation, 
falls  (»1,  t'i,  v\)  die  Verschiebung,  usw.  Die  Verschiebung  (18)  ist  da- 
her gleich 


iTzil^ip.)  \    8x  '  "?!,  ' 


(20) 


Wir  können  diese  Singularität  als  „KompresBionszentrum"  bezeichnen;  wenn 
P  negativ  ist,  kfinnen  wir  sie  „Dilatationszentrum"  nennen.  Der  be- 
troffende Punkt  muß  in  einer  Eöhlung  im  Inneren  des  Körpers  hegen;  ist 
die  Höhlung  kugelförmig  und  fällt  der  Mittelpunkt  in  den  singul&ren 
Punkt,  so  ist,  wie  leicht  zu  verifizieren,  die  Spannung  auf  die  Höhlungg- 
wand  normaler  Zug  vom  Betrage 

(fP/(l  +  2rt«l'-'- 

b)  Wir  wollen  annehmen,  im  Ursprung  greife  eine  Kraft  Ä~'P  in 
der  positiven  Richtung  der  x-Achse  an  und  eine  gleiche  und  entgegen- 
gesetzte Kraft  wirke  im  Punkte  (0,  A,  0);  wir  können  dann  wie  vorhin 
zur  Grenze  übergehen.     Die  resultierende  Vei-schiebung  ist 


"^ 


(fy'     ?y'     Sv)' 


Wir  können  die  Singularität  als  „Doppelkraft  mit  Moment"  bezeichnen. 
Die  Kräfte,  die  auf  den  Körper  in  der  Nahe  dieses  Punktes  wirken,  sind 
statisch  gleichwertig  mit  einem  Kräftepaar  vom  Moment  P  um  die  2-Ächse. 
Die  Singularität  ist  bezogen  auf  diese  Achse  und  gleichfalls  auf  die  Rich- 
tung der  Kräfte,  in  diesem  Falle  die  i-Aehse. 

b')  Wir  können  zwei  Doppelkräfte  mit  Moment  miteinander  kombi- 
nieren, wobei  die  Momente  um  dieselbe  Achse  und  in  demselben  Sinne 
drehen  und  die  Richtungen  der  Kräfte  einander  rechtwinklig  kreuzen  mögen. 
Wir  nehmen  die  Kräfte  im  Ursprungspunkt  gleich  7»~'P  und  —  Ir'P  parallel 
der  ,T-  und  ^-Acbse,  im  Punkte  (0,  /i,  0)  gleich  —  Ir'P  parallel  der  j;-Ächse 
und  im  Punkte  (h,  0,  O)  gleich  fi~'P  parallel  der  ly-Achse  an;  wir  gehen 
wie  vorhin  zur  Grenze  über  und  erhalten  als  resultierende  Verschiebung 

oder 

/_.f:-,_?:-',o).  (.21) 

Wir  können  die  Singularität  als  „Zentrum  einer  Rotation  um  die  r-Aehse" 
bezeichnen.  Die  Kräfte,  die  in  der  Nähe  dieses  Punktes  auf  den^  Körper 
wirken,  sind  statisch  gleichwertig  mit  einem  Kräftepaar  vom  Moment  2P 
um  die  ^-Acbse;  die  Singularität  ist  nicht  bezogen  auf  die  Richtungen  der 
Krtlfte.  In  gleicher  Weise  können  wir  Singularitäten  haben,  welche  Zentren 
einer  Rotation  um  die  x-  oder  i/-Achse  sind;  die  entsprechenden  Ver- 
schiebungen haben  die  Form  _^ 
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c)  Wir  nehmen  an,  Dil&tationszentren  seien  gleichmäßig  IfingB  eines 
unendlichen  Halbstrahls  verteilt.  Derselbe  ÜLlle  etwa  mit  dem  Teil  der 
2-Aohse  zusammen,  auf  dem  z  negativ  ist.  Die  Verschiebung  ist  gegeben 
durch  Oleiohungen  von  der  Form 

Ute  und  B»  —  x*  +  y*  +  (; 
n*^  x'-\-f  »  L    B    j~r'  — 2' 


wo  B  eine  Konstante  und  B*  —  x*  +  y*  +  ('s  +  z'f. 
Nun  igt 


und 


/' 


/■ 


äz  = 


und  die  Verschiebung  ist  gegeben  durch  die  Gleichungen 

Diese  Verschiebungen  stellen  die  „einfachen  Lösungen  vom  zweiten  Typus'") 
dar.     Das  Ergebnis  läßt  sich  ausdrücken  in  der  Form 

'"■•■•«')- -8  (Z.'?!;'/,) '-8  ('  +  ■■)■  (2*> 

Eine  Singularit&t  der  hier  beschriebenen  Art  könnten  wir  eine  „Dila- 
tationslinie" und  B  ihre  „Stärke"  nennen.  Ist  S  negativ,  so  konnten  wir 
die  Singularität  eine  „Kompressionslinie"  nennen. 

d)  Eine  Dilatationslinie  kann  beiderseits  begrenzt  und  ihre  Starke  ver- 
Anderlich  genommen  werden.  Liegen  ihre  Endpunkte  im  Ursprung  und 
im  Punkte  {0,  0,  —  A)  und  ist  ihre  Stärke  dem  Abstand  vom  Ursprung 
proportional,  so  haben  wir 

wo  C  eine  Konstant«.     Nun  haben  wir 

ha  _  /«  +  <-  _  M  j-'  -  '  _  J  _     •  _  1"'  +  »  _  n 


I)  üoniaineBii,  loe.  eil. 
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wo  J?j*  ™  «*  -|-  y'  +  (:«  +  t)'.     Das  Integral   bleibt  endlich,  wenn  k  \ 
begrenzt  zunimmt,  und  wir  erhalten 


Andererseits  haben  wir 

t  k 

fit  +  /)/,,  k     ,      f<I/  k     ,    ,      i  +  k  +  B, 

J        R'--^'=--Ii;  +  J-R-  =  --Ji-  +  ^''«    -V-fr-- 

Dieser  Ausdruck  strebt  keinem  Grenzwert  zu,  wenn  k  unbegrenzt  zunimmt. 
Es  bezeichne  C{ü,  V,  W)  die  Verschiebung  (26),  und  es  bestehe  außer 
der  Dilatationslinie,  die  zu  der  Verschiebung  (U,  V,  TP}  AnlaB  gibt,  eine 
Kompressionslinie,  deren  Starke  demselben  Gesetze  folgt  und  die  sieb 
vom  Punkte  (A,  0,  0)  bis  zum  Pimkte  (A,  0,  —  fc)  erstreckt  Zur  Grenze 
übergehend  lassen  wir  h  unbegrenzt  abnehmen  und  C'  unbegrenzt  zu- 
nehmen in  der  Weise,  daß  C'h  einen  endlichen  Grenzwert,  etwa  C,  an- 
nimmt.    Die  Verschiebung  ist  durch  die  Gleichungen  gegeben 

,,6U  .,dV  .,cW 

«  =  t„    ,    0  =  C  -^    ,  (c  =  6,.-. 

Nun  ist 

dieser  Ausdruck  etrebt,  wenn  k  unbegrenzt  zunimmt,  einer  eudlicben  Grenze, 
nUmlich  —  x/r(x -\- r),  zu.  Die  Verschiebung,  die  von  einer  derartigen 
halVunendlichen  Singularitaten-Doppellinie,  wie  wir  sie  hier  beschrieben 
haben,  herrahrt,  drückt  sich  aus  durch  die  Gleichungen 

oder,  wie  wir  auch  schreiben  können, 

{u,  ,.w)--C  (£„  j-;;-^,  j;,)  {«  log  (,  +  r)-r\.        (28) 

Entsprechend  würden  wir  erhalten 

(„,  „,  tA--cLK   ,  /'„  J--\{zU«{x  +  r)-r\.        (29) 
"^  '     •     '  \oxcy^  oy"  cxSif'        ov     '     v  )  v     / 

e)  Statt  einer  linienhaften  Verteilung  von  Dilatationszentreu  kOnuen 
wir  auch  eine  linienhafte  Verteilung  von  Botationszentren  ins  Auge  fassen. 
Aus  dem  Resultat  von  Beispiel  h')   würden  wir  erhalten 


-^(.-h- 


oy  Google 


«  -  0,  p  - 

wo  D  eine  Konstante  bedeutet    und    die  Achsen    der  Botationszentren  der 
a>Achse  parallel  sind.     Dies  liefert 

„  =  ,,,  =  _  ^,_p_.t_.  ^30) 
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Entsprechend  würden  wir  erhalten 

oder,  wie  wir  auch  gehreiben  können, 

(»,.,«)-J)    (|,   0,   -jy|l„g(,  +  r)|.  (32) 

Andere  Formeln  derselben  Art  könnten  wir  erhalten ,  wenn  wir  die 
SingalaritötenÜnie  in  einer  andern  als  der  r-Richtung  annähmen. 

Der  Leser  wird  bemerken,  daB  bei  allen  Beispielen  dieses  Paragraphen 
außer  a)  und  b)  die  Yerschiebungskomponenten  harmonische  Funktionen 
sind  und  die  kubische  Dilatation  verschwindet.  Die  einzigen  Verzerrungen, 
die  vorkommen,  sind  Schub verzerrungeo,  und  die  Verschiebungen  sind  an- 
abhängig  von  dem  Verhältnis  der  elastischen  Konstanten,  l :  ft. 

§  133.  Lokale  Stönmgen. 

Die  Fälle  a)  und  a')  des  vorigen  Paragraphen  zeigen  an  speziellen 
Beispielen,  wie  ein  im  Gleichgewicht  befindliches  KrUfteajsteni,  das 
an  einem  kleinen  Teil  eines  Körpers  angreift,  Verzerrungen  hervor- 
ruft, die  in  einer  gewissen  Entfernung  von  jenem  Teil  unbedeutend 
werden.  Die  Verschiebung,  die  von  einer  Kraft  Verteilung  herrührt, 
welche  für  einen  kleinen  Raurateil  eine  endliche  Resultante  besitzt,  ist 
demÄbstand  umgekehrt  proportional ;  diejenige,  die  von  Kräften  herrührt, 
welche  für  den  kleinen  Raumteil  die  Resultante  null  ergeben,  ist  dem 
Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt  und  der  linearen  Abmessung  des 
Raumteilchens  direkt  proportional.  Daraus  können  wir  schließen,  da0 
die  Verzerrung,  die  von  lokal  angreifenden  Kräften  hervorgebracht 
wird,  von  der  Resultante  der  Kräfte  abhängt  und  von  der  Art  der 
Verteilung  der  mit  dieser  Resultante  statisch  gleichwertigen  Kräfte 
praktisch  unabhängig  ist.  Der  Einfluß  der  Art  der  Kräfteverteilung 
beschränkt  sich  praktisch  auf  ein  verhältnismäßig  kleines  Stück  des 
Körpers  in  der  Nähe  des  Ortes,  wo  die  Kräfte  angreifen.  Derartige 
lokale  Wirkungen  nennt  Boussinesq  „perturbations  locales".') 

Der  Satz,  daß  die  Art  der  Verteilung  lokal  angreifender  Kräfte 
nur  zu  lokalen  Störungen  Anlaß  gibt,  sehließt  in  sich  das  Saint- 
Venantsche  „Prinzip  von  der  elastischen  Gleichwertigkeit  statisch 
gleichbedeutender  Lasten  Systeme",  das  bei  Stab-  und  Plattenproblemen 
benutzt  wird.  In  den  hier  in  Betracht  kommenden  Fällen  nehmen 
die  lokalen  Störungen  mit  wachsender  Entfernung  von  der  Belastungs- 
stelle  viel  schneller  ab  als  im  Falle  eines  festen  Körpers,  dessen  sämtliche 
Abmessungen  groß  sind  im  Vergleich  zu  denjenigen  des  der  direkten 
Wirkung  der   Kräfte   unterworfenen  Teils.     Als  Beispiel  nennen  wir 

1)  BouBBinesq,  loc.  eit.  _^ 
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den  Fall  einer  sehr  dÜDDen  rechteckigen  Platte,  die  läuga  der  £anten 
durch  ein  gleichförmiges  Torsion smoment  beansprucht  wird.  Die 
lokalen  Störungen  nehmen  mit  der  Entfernung  vom  Rande  nach  dem 
Gesetze  einer  Erpouentialftinktion  ab.') 

§  134,  Zweiter  Typus  einfiuiher  Ldsangen. 
Die  Yerschiebung  drOokt  sich  aus  durch  die  ia  g  132,  c)  sn- 
gc^benen  Gleichungen,  nämlich 

oder,  wie  wir  auch  schreiben  können, 

^^^81og(g  +  r)    ^  _  _B  eiog{2  +  r)    ^  ^  ^  8log(g  + r)_ 

£s  ist  ohne  weiteres  zu  rerifizieren,  daß  diese  Ausdrucke  Lösungen 
der  Gleichungen  (1)  darstellen  in  allen  Punkten  außer  dem  Ursprung 
und  den  auf  der  ir-Achse  liegenden  Punkten,  für  die  z  negativ  ist. 
Dilatation  ist  nicht  Torhanden,  und  die  Spannungskomponenten  sind 
gegeben  durch  die  Gleichungen 

Z, 2pBi,  X, gy-B ';''  +  ';'. 

An  der  Oberfläche  einer  Halbkugel,  für  die  r  konstant  und  z  positiv 
ist,  ergeben  sich  danach  die  SpanuuDgcD 

X.-2fB  -^^,  Y.  -  ^fB^,^,  Z.-"^,        (33) 

WO  die  Konnale  v  nach  dem  Mittelpunkt  gerichtet  ist. 

§  135.  Druck  in  einem  Punkte  anf  «Iner  ebenen  Oberfläoke. 

Wir  betrachten  einen  elastischen  festen  Körper,  an  dem  in  der 
Umgebung  eines  einzelnen  Punktes  der  Oberfläche  Kräfte  angreifen.  Wenn 
alle  linearen  Abmessungen  des  Körpers  groß  sind  im  Vergleich  zu 
denjenigen  des  durch  die  Last  beanspruchten  FlächenstUcks,  so  können 
wir  den  Körper  als  durch  eine  unendliche  Ebene  begrenzt  ansehen. 

Den  Punkt,  an  dem  die  Last  angreift,  wählen  wir  als  Ursprungs- 
pnnkt  und  die  Oberfläche  des  Körpers  als  (a;,  y)-Ebene;  die  positive 
Richtung  der  2-Achse  sei  diejenige,  die  ins  Innere  des  Körpers  hinein- 
zeigt.     Da   der  lokale   Einfluß   der  im  Ursprung   angreifenden  Kraft 

1)  Kelvin  und  Tait,  Nat.  Phil.,  Part.  II,  p.  267  ff. 
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^ehr  groß  ist,   nehmen  vir  an,   der  Ursprung  sei   durch   eise  Halb- 
kugel aufgeschlossen. 

Die  durch  (15)  ausgedrückte  Verschiebung  würde  in  dem  Körper 
durch  Spannungen  über  die  ebene  Oberfläche  eich  aufrecht  erbalten 
lassen,  die  durch  die  Gleichungen  gegeben  sind 


x;=-fT-A^,  Y. /:f-.4^,  ^,-0, 


1  +  ^'-- 

sowie  durch  Spannungen  über  die  halbkujc^lförmige  Begrenzung,  die 
durch  die  Gleichungen  (17)  ausgedrückt  sind.  Die  Resultante  der 
letzteren  über  die  Halbkugel  ist  eine  Kraft  in  der  positiven  Richtung 
der  «-Achse  vom  Betrage 

iTtfiAii.  +  2ti)/(i.  +  (i). 

Die  durch  (24)  ausgedrückte  Verschiebung  kdonten  wir  in  dem 
Körper  erhalten  durch  Spannungen  über  die  ebene  Oberfläche,  die 
durch  die  Gleichungen  gegeben  sind 

X,  =  -  2iiB  *  ,  Y, 2ftBf,.  Z,  -  0,  (34) 

sowie  durch  Spanoongen  Über  die  halbkugelförmige  Begrenzung,  die 
sich  durch  die  Gleichungen  (33)  ausdrücken.  Die  Resultante  der 
letzteren  ist  eine  Kraft  in  der  positiven  Richtung  der  «-Achee  vom 
Betrage  4a (tB. 

Setzen  wir  B  ^  ~  A  (i/ (X -{-  ji),  so  wird  der  Verschiebungszustand, 
der  durch  die  Summe  der  Verschiebungen  (15)  und  (24)  uusgedrückt 
wird,  durch  Kräfte  erhalten  werden,  die  nur  an  der  Halbkugelober- 
flUche  augreifen;  ist  die  Resultante  dieser  Kräfte  gleich  P,  so  ist  die 
Verschiebung  gegeben  durch  die  Gleichungen 


(35) 


In  allen  Punkten,  die  nicht  allzu  nahe  beim  Ursprung  liegen,  drücken 
diese  Gleichungen  die  Verschiebung  aus,  die  von  einem  im  Ursprung 
wirkenden  Dnick  von  der  Starke  P  herrühren. 

FUr  die  Diskussion  dieser  Lösung  ist  es  beqnem,  die  ebene  Ober- 
fläche als  horizontal  zu  betrachten  und  anzunehmen,  dafi  der  KSrper  im 
TJrsprungspunkt  ein  Gewicht  P  tr&gt.  Wir  bemerken,  daß  auf  eine  hori- 
zontale Ebene  die  Spannungen  wirken 

„  3p«»x      „  SP  i'y  SP  z' 
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mithin  ist  die  resultierende  Spannuug  pro  Flächeneinheit,  die  die  Ebene 
in  irgend  einem  Punkte  von  oben  erfährt,  eine  Kraft,  die  in  die  Richtung 
des  vom  Ursprung  aus  gezogenen  Radiusvektors  fallt  und  den  Betrag 
-J  (P/«H)  cos*  9  hat,  wo  S  der  Winiel,  den  dieser  Radiusvektor  mit  der 
abwärts  gerichteten  Tertikaien  bildet.  Die  Spannungen  auf  horizontale 
Eb^en  sind  in  allen  Punkten  einer  Kugel,  die  die  begrenzende  Ebene  im 
Ursprungspunkt  berührt,  einander  gleich  und  awar  gleich  |^P/«2)*,  wo  D 
der  Durchmesser  der  Kugel.  Diese  Ausdrücke  für  die  Spannungen  auf 
horizontale  Ebenen  sind  von  den  elastischen  Eonstanten  unabhängig. 

Die  Verschiebnng  ISSt  sich  in  eine  horizontale  Komponente  und  eine 
vertikale  Komponente  auflösen.     Erstere  ist  gleich 

sie  ist  der  Wirkungalinie  des  Gewichtes  zugewendet  oder  von  ihr  weg- 
gewendet, je  nachdem  der  Radiusvektor  außerhalb  oder  innerhalb  des 
Kegels  liegt,  der  durch  die  Gleichung  gegeben  ist 

{i  +  ^}  cos  e  (1  +  cos  fl)  =  iL. 
Ist  die  Poissonsche  Konstante  des  Materials  gleich  |,  so  beträgt  der 
Winkel  des  Kegels  ungefähr  68"  32'.  In  jedem  Punkt  der  begrenzenden 
Ebene  ist  die  horizontale  Verschiebung  auf  die  Achse  zu  gerichtet  und 
vom  Betrage  \  P/kt(X  -j-  (*).  Die  vertikale  Verschiebung  in  einem  be- 
liebigen Punkt  ist  gleich 

sie  ist  stets  abwärts  gerii^tei  In  einem  Punkte  der  begrenzenden  Ebene 
ist  ihre  Gröfie  gleich  |-P(i+  2ft)/n;rf»(i -f  fi).  Die  anfangs  ebene  Ober- 
fläche deformiert  sich  zu  einer  krummen  Fläche.  Die  Teile,  welche  dem 
Ursprung  nicht  zu  nahe  liegen,  kommen  auf  der  FISche  zn  liegen,  die 
durch  die  Umdrehung  der  Hyperbel 

um  die  2-Achse  entsteht. 

§  136.  Vorteilter  Drnok. 
Statt  den  Druck  in  einem  Punkt  angreifen  zu  lassen,  können  wir 
ihn  aber  ein  StOck  der  begrenzenden  Ebene  verteilt  atmehmeu.  £s 
sei  (x'j  y,  0)  irgend  ein  Punkt  dieser  Ebene,  P'  der  Druck  in  diesem 
Punkte  pro  Flächeneinheit,  r  der  Abstand  eines  Punktes  {x,  y,  x)  im 
Inuem  des  Körpers  vom  Punkte  (x,  y,  0).  Es  bezeichne  ^  das  tUrekfe 
Potential  einer  Flächenbelegung  F"  und  %  das  logaritltmiscke  Potential 
derselben  Verteilung,  sodaB 

t  =fjprdx'dy',     X  =ffp'  log  {z  +  r)dx'dy\  (36) 

wo  die  Int^rationen  über  das  dem  Druck  unterworfene  FUchenstttck 
erstreckt  sind.    Wir  bemerken,  daß 
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V»X  =  0,    VV  =  2||-2/y^rf3;'dy'-2<t>,  (37) 

wo  4>  das  gewdlmliclie  oder  inverse  Potential  der  Verteilung  P'.    Wir 
bemerkea  überdies,  daß  -^  =  z^ 

Die  Verschiebung,  die  an  irgend  einer  Stelle  des  Körpers  von 
der  Bruckverteilung  P'  hervorgebracht  wird,  drückt  sich  aus  durch 
die  Gleichungen 

„ 1__  Sl  _  _L  ü*_ 

Diese  Ausdrucke  lassen  sich  vereinfachen  durch  EinfQhnmg  einer 
neuen  Funktion  Ä,  die  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 


'~  45rp       *«(!  +  (*)' 

wir  erhalten  dann  für  die  Verschiebung  die  Ausdrucke ') 

aa  3fl  dsi  ,     i  +  2fi    * 

«  —  -5— ,    V—  .—  ,    K  =  ^ — h i,- — ^^7,— ; -^ * . 


(38) 


(39J 

Wir  bemerken,  daß  diese  Ausdrücke  für  alle  Werte  von  (x,^,e) 
endlich  und  bestimmt  sind,  vorausgesetzt,  daß  e  positiv  ist;  femer, 
daß  sie  endlichen  Grenzwerten  zustreben,  wenn  der  Punkt  {x,  y,  e) 
einem  Punkte  (x',  y,  0)  sich  nähert.  Sie  stellen  die  Verschiebung  in 
allen  Punkten  des  von  der  unendlichen  Ebene  e  ^0  begrenzten 
Körpers  dar,  wenn  auf  ein  beliebiges  Stück  der  Oberfläche  Druck- 
kräfte wirken.*)  Die  M^ormalkomponente  tc  der  Verschiebung  in 
einem  beliebigeu  Punkt  der  Oberfläche  des  Körpers  ist  gleich 
a  +  2fi)*/4äc,i(i  +  ^). 


§  137.  Drnek  zwlaohen  zwei  sich  berabrenden  Eörpent 
Oeometrische  Vorbetraohtnng. 
Es  mögen  zwei  Körper  gegeneinander  gepreßt  werden,  so  daß 
der  resultierende  Druck  zwischen  ihnen  gleich  P  ist.  Die  Teile  der 
Körper  in  der  Nähe  der  Berührungspunkte  werden  dabei  so  zu- 
sammengedrückt werden,  daß  über  einen  kleinen  Bereich  der  beiden 
OberÖächen  Berührung  stattfindet.     Den  gemeinsamen  Bereich  werden 

1)  Dieae  Foimelu  etammeu  von  Herti,  J.  f.  Math.  (Crelle),  Bd.  &9  (1881). 

2)  Eine  Anzahl  apeziellei  Fälle  iot  durchgeführt  von  Bouesinesq,  he.  dt. 
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wir  die  Druekffäehe  nennen  und  die  Kurve,  die  ilm  begrenzt,  die 
Druckfigur.  Wir  wollen  die  Druckfigur  und  die  Verteilung  des  Drucks 
über  die  Druckfläche  bestimmen.') 

Im  spannungslosen  Zustand  bestimmt  sich  die  Gestalt  der  beiden 
Körper  in  der  Höhe  der  BerOfarungsateUeo  mit  hinreichender  An- 
näherung durch  Gleichungen  von  der  Form 

wo  die  2j-  und  die  £^,- Achse  bezüglich  mit  den  ins  Innere  der  Körper 
gerichteten  Normalen  zusammenfallen.  Im  ungespannten  Zustand  be- 
rühren sich  die  Körper  im  Ursprung  des  (j;,  y)-Syatem8,  sie  haben  dort 
eine  gemeinsame  Tangentialebene,  und  die  Entfernung  zwischen  zweien 
ihrer  Punkte  in  der  Richtung  der  gemeinsamen  Normalen  drückt  sich 
mit  hinreichender  Annäherung  durch  die  quadratische  Form  (Ai  +  Aj)^' 
+  {Bj  +  J^)y*  +  ^(Si  +  H^xy  aus.  Dieser  Auadmck  muß  positiv 
sein,  wie  auch  die  x-  und  die  jr-Achse  gewählt  sein  mögen,  und  wir 
können  diese  Achsen  so  wühlen,  dafl  H^-^  H^  verschwindet.  Dann 
intlsseu  j1,  +  Ä^  und  B,  +  B^  positiv  sein.  Wir  können  daher 
schreiben 

Ä^-l^A^  =  Ä,    B^  +  Bj^S,    ff, ff,,  (41) 

wo  A  und  B  positiv. 

Sind  ß,,  it,'  die  Hauptkrümmungsradien  im  Berührungspunkte 
für  den  Körper  (1)  und  Ü,,  B,'  diejenigen  für  den  Körper  (2)  und 
haben  dieselben  positives  Vorzeichen,  wenn  der  enttprechende  Krflm- 
mungsmittelpunkt  innerhalb  des  betreffenden  Korpers  liegt,  so  haben 
wir 

2(A  +  B)-  IIB,  +  l/B,'  +  1/B,  +  1/B,'.  (42) 

Der  Winkel  (m)  zwischen  denjenigen  Normalebenen  der  beiden 
Flächen,  zu  denen  die  Krümmungsradien  R,,  ü,  gehören,  ist  gegeben 
durch  die  Gleichung 

108  2(0.  (43) 

Der  Winkel  (so)  zwischen  der  (x,  «)-Ebene  (die  so  gewählt  ist, 
daß  ffj  =  —  ff,)  und  deijenigen  Nonnalebene,  in  welcher  der  Krüm- 
mungsradius gleich  J2,  ist,  ist  durch  die  Gleichung  gegeben 

(.^-.^,).i„2(„-a,')-(i_--  j,).i„2„'.  (44) 

1)  Di«  Theorie  verdankt  man  Hettz,  loc.  eil. 
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Führen  wir  den  Winkel  t  ein  durch  die  Oleicbuug 
B  —  A 


-^  (45) 


siodaß 

2A<M8w'iT  -  2J5BecHr  -  1/A  +  1/^'  +  ^/^  +  V^'.  (46) 
so  hängt  die  Gestalt  der  ,^eiatiTen  IndikatrJx",  Ax*  +  By'  =-  consf., 
nur  vom  Winkel  t  ab. 

Wenn  die  Körper  gegeneinander  gepreßt  werden,  so  wird  in 
beiden  eine  Verschiebung  eintreten.  Wir  setaen  die  Verschiebung 
des  Körpers  (1)  gleich  (ti,,  v^,  w,)  bezüglich  der  Achsen  {x,y,e^ 
und  die  des  Körpers  (2)  gleich  (u^,  v^,  »,)  bezOglich  der  Achsen 
(x,  y,  g^).  Da  die  Teile  innerhalb  der  Druckfläcbe  nach  der  Kom- 
pression sich  berflhren,  so  müssen  wir  für  alle  Punkte  dieses  Gebiets 
haben 

wo  a  der  Wert  von  Wj  +  Wj  im  Ursprungspunkt.*)  Mithin  gilt  inner- 
halb der  DruckfiHche  die  Beziehung 

«',  +  «',-«-  Ax*  -  By\  (47) 

außerhalb  der  Dmckfläche  müssen  wir,  wenn  die  Flächeu  Toneiiiander 
getrennt  sein  sollen,  haben 

w,  +  w^>a  —  Ax^-  By\  (48) 

g  138.    LSsong  des  Problems  dea  Dmcba  zwlsehen  zwei  sich 

berBhrenden  Körpern. 

Wir  bezeichnen  mit  il,,  fi,  die  elastischen  Konstanten  des  Körpers 

(1)  und  mit  A,,  /i,  die  des  Körpers  (2).     Der  Druck  P  zwischen  den 

Körpern    ist   die    Resultante    eines   Über   die   Druck^iche   verteilten 

Drucks  P'  pro  Flächeneinheit.     Wir  kdnnen  nun  für  den  Körper  (1) 

1)  Wenn  die  Pankte  {x,,y,,e,)  dea  Körpers  (1)  und  die  Punkte  (iCi,yi,*i) 
dsB  KörpeiB  (2)  zur  Berfibronf;  gelängen,  so  mQaaen  wir  hnben 

i,+»,-»,  +  ii,,    s,+»,-j,+.,,    «,+»,--(«,  +  «,)  +  «; 
in  Gleichnng  (47)   dagegen  identifizieren  wir  (:>■,  ,^,)    mit   (x,,y,).     Ohne  diese 
Id«ntifirietang  würden  wir,  wie  sich  zeigen  laSt,  haben 

w,-i'tc,  =  a-Ax,'~Ity,'-2\A,x,(«,-~»,)  +  B,y,(t,-f>,) 

Es  ergibt  sich  achlieBlich  für  ic,  -|-  ir,  ein  Auadmck  von  der  Ordnung  Äa*,  wo  a 
der  grSSte  Buichmeaaer  der  DmcM&che,  nnd  u, ,  u,  . .  .  werden  in  a  von  gleicher 
Ordnung  wie  w,-\-k,;  somit  sind  die  vemachllkaaigten  Glieder  von  höherer 
Größenordnung  als  die  beibehaltenen  Sind  die  KSrper  von  gleichem  Material, 
so  haben  wir  u,  ^  w,  und  n,  =  t>, ,  wenn  x,  >~  7,  nnd  y,  =  y, ;  in  diesem  Falle 
liefert  also  die  Identifizierung  von  (x, ,  y,)  mit  (:r,,  y,)  ein  exaktes  Resultat. 
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in  dereelbeo  Weiae,  wie  wir  in  §  136  die  Funktionen  <l>,  Xt  ß  bildeten, 
die  Funktionen  <i>^,  2,,  i2,  und  die  entsprechenden  Funktionen  fQr 
den  Eörper  (3)  bilden.  Die  Werte  von  Wj  und  w^  aaf  der  f^emeio- 
samen  Fläcke  laaseo  sich  dann  st^reiben 

«-1=^  *!*(.)    «'j  — *»*o.  (49) 

wo 

»,  =  a,  +  2ti,)/i^iH(i,  +  ^),  *,  =  (X.  +  2,tj)/4«ft(i,  +  ^,)  (50) 
und  <t>o  der  Wert  von  <(>,  oder  <(>,  an  der  Oberfläche,  d.  h.  der  Wert 
des  konvergenten  Integrals /// P'r~^üf3;'dy'  in  einem  Punkte  der 
Oberfläche.  Der  Wert  von  0^  in  irgend  einem  Punkte  der  Druck- 
fläcbe  bestimmt  sich,  in  der  Größe  a  und  den  Koordinaten  des 
Punktes  ausgedrückt,  durch  die  Gleichung 

Dies  Resultat  legt  nahe,  welches  unser  nächster  Schritt  zur  Lösung 
sein  wird.  Die  mit  *,  und  ((>,  bezeichneten  Funktionen  bedeuten, 
auf  der  einen  oder  andern  Seite  der  Ebene  ^  =  0,  das  Potential  einer 
OberflächenverteiluDg  von  der  Dichte  P'  auf  der  DruckSäehe, 
und  in  einem  Punkte  dieses  Bereichs  ist  das  Potential  eine  quadra- 
tische Funktion  der  Koordinaten  des  Punktes.  Wir  erinnern  uns 
nun,  daß  das  Potential  eines  homogenen  Ellipsoides  in  einem  inneren 
Punkt  eine  quadratische  Funktion  der  Koordinaten  des  Punktes  ist. 
Wir  suchen  daher  den  Bedingungen  des  Problems  durch  die  Annahme 
zu  genfigen,  da&  die  Dmckfläche  mit  einer  elliptischen  Fläche,  die 
als  stark  abgeflachtes  EUipsoid  zu  betrachten  ist,  sich  deckt  und  daß 
der  Druck  P'  durch  einen  GrenzprozeB  erhalten  werden  kann,  bei 
dem  die  gesamte  Masse  des  EUipsoids  endlich  bleibt  und  eine  der 
Hauptachsen  unbegrenzt  abnimmt.  Im  Falle  eines  EUipsoids  von  der 
Dichte  (fj  dessen  Gleichung,  auf  die  Hauptachsen  bezogen,  lautet 

x'y  + »'/»'  + «'/«'  - 1 , 

wQrde  die  Masse  gleich  Angabe  sein;  derjenige  Teil  dieser  Masse, 
der  in  einem  Ober  dem  Flächenelement  dx'dy'  sich  erhebenden 
Zylinder  eingeschlossen  wäre,  wflrde  sein 


und  das  Potential  in  irgendeinem  äußeren  Punkte  würde  sein 
h   /Yl  —     *'  ^*     _     ''     ^  rfiii 

WO  V  die  positive  Wurael  der  Gleichung 

I>/(o'  +  v)  +  J,V(i.>  +  v)  +  •■/(»■  +  r)  -  1 
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In  einem  inneren  Pvtnbte  wBrden  wir  füt  das  Potential  dieselbe 
Form  haben,  nur  daß  0  für  v  zu  schreiben  wäre,  KuDmehr  haben 
wir  zur  Grenze  fibei^ugeben,  indem  wir  e  unbegrenzt  abnehmen  und  p 
unbegrenzt  zunehmen  lassen,  während  a  und  b  endlich  bleiben,  und 
zwar  so,  daß 

1)  4«(pc)a&-i', 

2)  2(fic)yi  -  x'/a'  - y  Vfc*'-  P*, 

wobei  die  dritte  Bedingung  in  allen  Punkten  innerhalb  der  Druck- 
ääche  erftlUt  sein  mufi.     Sonach  haben  wir 

"~4"  (52) 


»)fr 


(63) 


Die  Gleichung  (52)  bestimmt  das  Gesetz  der  Verteilung  des 
Druckes  P'.  aber  die  Dmckflädie,  wenn  die  .Dimensionen  dieses  Be- 
reichs bekannt  sind.  Die  Gleichung  (58)  muß  für  alle  Werte  von  x 
und  y  innerhalb  dieses  Bereichs  gelten  uud  ist  daher  gleichwertig 
mit  drei  Gleichungen,  nämlich 


«-iP(», +*, 


g/ ^ 


/  f. 


>/ 


(.•+*)«((»•+»)♦)* 


B_}P(», +  », 


('■+♦) 'I  (<■■+»)♦) 


(54) 


Die  zweite  und  dritte  dieser  Gleichungen  bestimmen  a  und  i, 
und  die  erste  bestimmt  a,  wenn  a  und  h  bekannt  sind.  Drücken  wir 
die  Resultate  mit  Hilfe  der  ^Exzentrizität  (e)  der  Ellipse  aus,  so  wird  e 
sich  durch  die  Gleichung 


4 — ^ 


Jt 


lt(i- 


''+») 


i.^. 


de 


(55) 


bestimmen,  a  wird  durch  die  Gleichung 
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Aa'-iP(»,+»,}f ^ 

und  K  durch  die  Oleichung 


"  i   it(i  +  s)(i-«'+t)P 


(66) 


(57) 


gegeben  eeiu.  Wir  bemerken,  daß  e  nur  von  dem  Yerhältois  A:S 
abhängt.  Hertz  hat  die  Werte  von  bfa,  =(1  ~-t^)i,  in  üii«r  Ab- 
Imngigheit  vom  Winkel  r,  dessen  Kosinus  gleich (B  —  A)'{B  +  Ä)  ist, 
in  einer  Tabelle  dargestellt.    Er  fand  folgende  Resultate: 


t- 

M" 

80" 

70" 

60» 

60» 

40» 

30° 

20' 

10" 

0» 

6/«- 

^ 

0.7» 

0.82 

0.47 

0.36 

0,26 

o.ia 

0.10 

0.06 

0 

In  Punkten  der  Ebene  ;  —  0 ,  die  außerhalb  der  Druckfläche 
liegen,  ist  (t>g  gleich  dem  Wert  des  Potentials  der  Verteilung  P'  über 
die  Druckfläche  in  diesen  Punkten.  Aus  (49)  folgt,  daß  wir  in 
Punkten  der  Oberfläche  der  Körper,  die  außerhalb  der  Druckfläche, 
aber  nicht  weit  davon  entfernt  liegen,  mit  hinreichender  Annäherung 
schreiben  können 


h«',-(&t  +  », 


■.)v/0 


~b'+^) 


dlp 


|(a'  +  ip)(6'-f-v)S>)* 


wo  V  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

«■/(o'  +  r)  +  J>/(t'  +  v)  -  1 . 

Daher  haben  wir 

(»,  +  «;,)  -  («  -  Äx'  -  Bj>) 


--(»■ 


o.mi 


»■+»' 


(«'  +  ♦)(»• +  *)♦!' 


(58) 


f. (59) 


Liegt  nun  ^  zwischen  0  und  v,  so  befindet  sich  der  auf  der 
Ellipse  (58)  gelegene  Punkt  {x,  y)  außerhalb  der  Bllipse  x*/{a'  +  ii) 
+  y*/(&*  +  V)  =  If  1111*1  der  Ausdruck  rechter  Hand  in  Gleichung  (Ö9) 
ist  demnach  positiv.     Die  Ungleichung  (48)  ist  daher  befriedigt. 

Die  Annahme,  daß  die  Druckfläche  von  einer  Ellipse  3;*;a'+y*/^*=l 
begrenzt  wird,  wo  a  und  b  sich  durch  die  zweite  und  dritte  der 
Gleichungen  (54)  bestimmen,  und  daß  der  Druck  P'  Über  diese 
Fläche  sich  durch  Formel  (52)  ausdrQckt,  genUgt  allen  Bedingungen 
des  Problems.     Ist  P'  bekannt,  so  lassen  sich  die  Funktionen  0,  Xt  ^ 

DigitizccbyGoOgle 


234  Vin.  Die  Auabreitasg  der  Kraft. 

ffir  beide  Körper  berecIineD,  und  daraus  können  wir  die  Verschiebung 
und  Spannungsrerteilung  in  jedem  Körper  bestimmen. 

Hertz*}  hat  die  Spannuugstrajektorieii  in  der  (j;,  7J- Ebene  fOr  den 
Fall  gezeichnet,  daB  1^2^  (Poissonsohe  Konstante  =  ^}.  In  der  Nähe 
des  Mittelpunktes  der  Drucksache  sind  die  HauptspaonuDgaebenen  nahezu 
parallel  mit  den  Koordinatenebenen,  und  beide  Spannungen  bedeuten  Druck. 
Indem  wir  vom  Mittelpunkt  der  Druckfl&che  die  re- Achse  entlang  gehen, 
nimmt  die  der  OberflAche  annähernd  parallele  Spannungskomponente  bis 
zu  null  ab,  geht  in  Zug  fiber  und  wBchst  an  bis  zn  einem  Maximalwert 
nahe  dem  Rande  der  DnickflKche;  hierauf  nimmt  sie  langsam  ab,  ohne 
nochmals  das  Vorzeichen  zu  wechseln.  Die  andere  Komponente  erweist 
sich  als  Druck,  welcher  stetig  abnimmt,  wenn  wir  längs  einer  ungefUhr 
TOm  Mittelpunkt  der  Druckfläche 
auslaufenden  Spannungstrajek- 
torie  ins  Innere  des  Körpers 
eindringen.  Der  Spannungszu- 
stand  wird  veranscbauUcht  durch 
Fig.  15.*)  0  bedeutet  den  Mittel- 
punkt der  DnickdBche,  AÄ  die 
Spur  derselben  in  der  {x,  t)- 
Ebene;  die  in  einem  Punkt  i* 
Fig.  15.  endigenden   Linien  sind  Oberall 

Drucklinien,  solche,  die  in  einem 
Punkt  T  endigen,  sind  aberall  Zuglinien;  die  in  einem  Punkt  R  endigenden 
Linien  sind  Spannungstrajektorien,  auf  denen  im  mittleren  (punktierten) 
Teil  Druck,  in  den  Dbrigen  Teilen  Zug  herrscht. 

Hertz  stellte  eine  Reibe  von  Experimenten  an,  um  die  Richtigkeit  der 
Theorie  zu  prüfen.  Die  Folgerung,  daS  die  linearen  Abmessungen  der 
Druckfläche  der  Kubikwurzel  aus  dem  Druck  zwischen  den  KCrpem  pro- 
portional sind,  bestätigte  sich  sehr  genau;  die  Abhängigkeit  der  Form  der 
Druckflfiche  von  der  Form  der  relativen  Indikatrix  wurde  gleichfalls  in 
Fällen,  wo  letztere  mit  wünschenswerter  Genauigkeit  sich  ermitteln  lieB, 
bestätigt. 

§  139.   Hertz'  Theorie  des  Stoßes. 

Die  im  letzten  Paragrapbea  erhultenen  Resultate  sind  auf  daa 
Problem  des  Stoßes  zweier  Körper  angewendet  worden.')  Die  ge- 
wöhnliche, von  Newton  begründete  Theorie  des  Stoßes  teilt  die  Körper 
in  zwei  Klassen  ein,  in  „vollkommen  elastische"  und  „unvollkommen 
elastische".  Bei  ersteren  ist  mit  dem  Stoß  ein  Verlust  au  kinetiscber 
Energie  nicht  verbunden.    Bei  letzteren  wird  durch  den  Stoß  Energie 


\)  Verhandlungen  des  Verems  zur  Beförderunff  des  Geicfrbefleißes,    188S  = 
Geg.  Werke,  Bd.  1,  p.  174. 

3)  Vgl.  die  Bemerkung  D  am  Ende  des  Buche«. 
3)  Hertz,  J.  f.  Math.  {CreUe),  Bd.  9!  (IBBl). 
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zerstreut.  In  Wirklichkeit  sind  viele  Körper  naKezu  Tollkommen 
elastisch  im  Newtonachen  Sinne.  Die  HertzBche  Theorie  des  StoSes 
zieht  die  Energiezerstreuong  nicht  in  Betracht;  sie  geht  davon  aus,  daß 
die  Kompression  an  der  Berfihrungsstelle  allniählich  entsteht  und 
dann  durch  Umkehrung  des  Proz^ses,  der  sie  hervorbrachte,  völlig 
wieder  verschwindet.  Die  lokale  Pressung  wird  also  als  statische 
Erscheinung  angesehen.  Eine  derartige  Theorie  kann  nur  richtig 
sein,  wenn  die  Daner  des  Stoßes  ein  bedeutendes  Vielfaches  der  Periode 
der  langsamateu  freien  Schwingung  beider  Körper,  die  mit  Kompression 
an  der  betreffenden  Stelle  verbunden  ist,  betragt.  Für  die  Stoßdauer, 
die  dieser  Anforderui^  genügt,  wenn  die  Körper  mit  mäßiger  Ge- 
schwindigkeit aufeinander  stoßen,  ist  eine  Formel  von  Hertz  auf- 
gestellt worden,  und  das  Resultat  ist  experimentell  bestätigt  worden.^) 
In  jedem  Augenblick  während  des  Stoßvorgangee  ist  die  QrÖße  a 
die  relative  Verschiebung  der  Massenmittelpunkte  der  beiden  Körper, 
gemessen  von  ihrer  reUtiven  Li^e  zu  Beginn  des  Stoßes  aus  und 
projiziert  auf  die  ßicbtung  der  gemeinsamen  N^ormale.  Der  Druck 
F  zwischen  den  beiden  Körpern  ist  gleich  der  Abnahme  ihrer  Be- 
wegungsgröße in  der  Zeiteinheit.     Wir  haben  daher  die  Gleichung 

^.  (m,    "r"    ) P,  (60) 

WO  d  fflr  da/dt  steht  und  m^,  m,  die  Massen  der  Körper.  Nun  ist 
P  eine  Funktion  von  t,  so  daß  die  Halbachsen  a  und  b  der  Druck- 
ägur  gleich&lls  Funktionen  von  t  sind,  die  sich  mittels  der  zweiten 
und  dritten  der  Gleichungen  (54)  in  P  ausdrücken  lassen;  tatsächlich 
ist  a  sowohl  wie  h  mit  I"  proportional  Gleichung  (57)  zeigt,  daß 
a  mit  F'  oder  P  mit  oc'  proportional  ist;  wir  schreiben 

F-l-^J;  (Gl) 

■wo 

(«■;-,M(e, +  »,)■[  f '-' j] 


/  (i+n*i 


(62) 


Gleichung  (60)  töfit  sich  nun  so  schrsiben: 

« /t,J-,«*,  (63) 

1)  Scbneebeli,  Ardi.  de»  sei.  phyn.,  Genf,  t.  16  (1886).  UntereuchungeD  über 
die  Dauer  des  StoBee  bei  groSen  Qeacbwindigkeiten  wurden  angestellt  TOn  Teit, 
£din6nrpÄ  Boy.  &k.  Trane.,  »ols.  !6,  87  (1890,  1992J, 
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WO  ki^  (ni^ -'[- m^)/mim^.  Diese  Gleichung  läßt  sich  in  der  Form 
integrieren 

i{d*-v') I A,  iSr,  a\  ((j4) 

wo  V  der  Anfangflwert  Ton  ä,  d.  h.  die  AnnähemngsgeBcbwindigkeit 
der  Körper  vor  dem  StoS.  Der  Wert  von  a  im  Augenblick  der 
stärksten  KompresBion  ist 

bezeichnen  wir  diese  Größe  mit  a,,  so  ist  die  Stoßdauer  gleich 


^/; 


d.  h.  gleich 

_'^fi*=«^'T;i- (^."'2  ■-)-:■■ 

Wir  können  «,  durch  Form  und  Masse  der  beiden  Körper  uud 
die  Geschwindigkeit,  mit  der  Kompressionswellen  sich  iu  ihnen  fort- 
pflanzen, ausdrücken;  diese  Geschwindigkeit  sei  Fj  bezw,  V,;'^)  die 
Dichte  der  Körper  sei  p,  bezw.  p,,  der  Wert  der  Poissonecbeti  Kon- 
stanten ff,  bezw.  tf^;  dann  ist 

(6li) 


r  t.»,m,n'  sy^  (      (1-.,)'  (i_-<j)"_  l.nl 


^f—,—- — i-[r — ^^ — tI  (««) 

Es  zeigt  sich,  daß  die  Stoßdauer  der  fünften  Wurzel  aus  der  rekr- 
tiven  Annäherungsgeschwindigkeit  vor  dem  Stoß  umgekehrt  propor- 
tional ist.  Die  Größenordnung  der  Periode  der  langsamsten  freien 
Schwingung,  bei  der  Kompression  auftreten  würde,  ist  gegeben  durch 
1/Äi  Yi ;  die  StoBdauer  steht  also  zu  dieser  Periode  in  einem  Yerhillt- 
nis  von-  der  Größenordnung   (Fi/v)*. 


1)  E.  Ut  F.'  =  (1.4-2ftVei  und   K,'  =  (l,  +  2^)/e,. 
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§  140.  Stoß  swete  Engeln. 

Sind  die  Kdiper  Kugeln  Tom  Badius  r,  bezw.  r^,  so  haben  wir 
A-B-  i(l/r,  +  1/r,),     e  -  0,     o  -  6,  , 

»"-Tr'ft(».  +  *.)^.  (69) 

hieraus  erhalten  wir 

"»       L       "J6(m/+«.,)        J    V  r.r,  7  ■  ' 

Die  Stoßdauer  und  der  Radina  der  (kreisförmigen)  Dmokfigur  sind  somit 
bestimmt. 

In  dem  besonderen  Fall  zweier  gleicher  Kugeln  ans  gleichem  Materiaf 
betr&gt  die  Stoßdauer 

wo  r  der  Radius  der  Kugeln,  6  die  Poissonsche  Konatante  des  Materials 
und  y  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  Kompressionswellen.  Der 
Radius  der  zur  Berührung  kommenden  kreisförmigen  Fleckchen  ist  gleich 

-■(-;)'['efc?/^]*'  (") 

Diese  Resultate  sind  experimentell  bestätigt  worden.') 

§  141.  Die  aoB  Verzemmgekernen  entspringende  Deformation, 
bezogen  anf  Polarkoordinaten. 

Wir  können  Lösungen  der  Gleichungen  (l)  zu  bestimmen  suchen,  bei 
denen  die  Verschiebtuig  umgekehrt  proportional  dem  Radiusvektor  r  ist. 
Die  Verschiebong  mnß  den  Gleichungen  (49),  §  97,  genügen.  Nehmen  wir 
u^  und  N„  mit  cos  n4>  und  h.  mit  sin  n0  proportional  an,  so  wird, 
wie  sich  zeigen  IsBt*), 

A  =^Hi^  j^(„  4-  cos  Ö)  tg"-|-  +  B{n  -  cos  Ö)  cotg»y)  , 
2S.-^-  {Ctg-A  _  D  cotg-  *-)  , 


1)  Scbneebeli,  Bep.  d.  Pfty«.,  Bd.  23  (1886),  und  Hambuqfer,   Tageblatt  d. 
Nat.-Va-s.  in  Wieibaden,  1887. 

2)  J.  H.  Uichell,  London  Math.  Soc.  Proe.,  toI.  32  (1900),  p.  28. 
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wo    Ä,  B,   C,  D    wülkflrliche    Konstanten    bedauten;    sodann    UBt    sich 
zeigen,  daß 


2(1 


«'  +  " 
If      cc 


d9  \coa  n  <!>/ 


+  c<«8(Ctg"  y  +  Bcotg«" 
+  etg-  *   +ffoolg"  °), 
co>9{ctg»|-  ßcotg"!) 

-Stg-l+ifcoV-"}, 


WO  6f  und  if  willkürliche  Konstanten.  In  den  Fällen,  wo  «  =  0  oder 
n  ^  1  ist,  erfordern  einzelne  Lösungen  eine  besondere  Untersuchung.  Diese 
Falle  enthalten  den  ersten  Tjpns  einfacher  Lösungen  f(lr  eine  in  beliebiger 
Richtung  angreifende  Kraft,  den  zweiten  Typus  einfacher  Lösungen  und  die 
Lösungen,  anf  die  wir  in  §  132,  Bsp.  d)  und  e),  gefOhrt  wurden.  Nach- 
stehend geben  wir  fOr  eine  Keihe  Ton  FSUen  die  Ausdrücke  für  die  Ver- 
schiebungen und  die  Spannongskoniponenten. 

«)  Der  erste  Typus  einfiKher  Lösungen,  entsprechend  einet  zur  ^-Achse 
parallelen  Ei-aft  J",  drückt  sich  aus  durch  die  Gleichungen 


F    oos# 


"2{i"-l-2,i)4«ji 


-0-, 


die  Spannungskomponenten  sind  gegeben  durch  die  Gleichungen 

ft       F  coaO 


e0  =  <Dr  =  O, 


1  +  8^4« 


Die  Meridianebenen  (<l>  = 
const.)  sind  Hanptsp&nnungs- 
ebenen;  die  in  einer  Meridian- 
ebene verlaufenden  Spannungs- 
trajektorien  bilden  in  einem 
beliebigen  Funkte  mit  dem 
Radiusvektor  Winkel  (it),  die 
sich  durch  die  Gleichong 

tg2*=-{2^/(3i-F5^)|tgÖ 

bestimmen.  Michell  hat  diese 
Linien  für  den  Fall,  daß  A  —  fi, 
gezeichnet,  das  Resultat  ist  in 
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Fig.  16  dargesteUt,  wo  der  markierte  Punkt  in  der  Mitte   des    Angriffe- 
punkt  der  Kraft  bedeutet. 

ß)  Wenn  die  Angriffslinie  der  Kraft  F'  zur  «-Achse  parallel  ist,  80 
drfickt  sich  die  Verschiebung  ans  durch  die  Gleichungen 

r     BiDgcOB»  *+>(*        ^     C0BÖCO8* 

"0""       a(l-f-"2ji.)lw(t     r     ' 
die  Spannungskomponent«!!  sind  gegeben  durch  die  Gleichungen 

}>)  Der  zweite  Typus   einfacher  LSsungen  ist  ausgedrückt  durch  di« 
Gleichungen 

B  S       sine  - 

«.=-,.     %"-  ,   r+o^e'     "*  =  o= 

die  Sponnungskomponenten  lauten 

coaO  ^^       n      B  1 

)  +  co8Ö'  "1*  ft    ]  +  coa9' 

Ö*  =  *r  =  0,      r'e  -  2  (t  J-  -,- ?"^  g  - 

tf)  Die  in  §  132,  d)    erhalten?    LQsung   (28)  drückt   sich   aus  durch 
die  Oleichuugeu 

C       CO8  0  C       ain0 

„^^0,     «,  =  -ri  +  co7ö'     "*=   r    l  +  cosfl- 

die  Spannungskomponenten  sind  gegeben  durch 

t)  Die  in  §  132,  e)    erhaltene    Lösung  (31)    drückt    sich    aus    durch 
die  Oleichnngen 

2)  sin  e  CM «                   D         ^  ^'    ■    A 

«,  =    ^   -  -^-^-,      «^---cos*,     .(4, ^  SIE*; 
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di»  Spumuiigskoiüpoiienteii  Uaton 


■-^"7^1+^ 


D  ain  ö  «n  *  j~-  Du  1 


§  142.   Kegalprobleme.^} 

l)  Die  im  letzten  Paragraphen  unter  d)  und  y)  gegebenen  Lösungen 
können  wir  90  miteinander  kombinieren,  daß  wir  die  Spannungsverteilung 
in  einem  Kegel  erbalten,  in  dessen  Spitze  eine  Kraft  in  der  Richtung  der 
Achse  angreift,  vorausgesetzt  daß  die  Teile  in  großer  Entfernung  von 
der  Spitze  festgehalten  werden.  Ist  9  —  a  die  Gleichung  des  Kegelnumtels, 
80  mOssen  die  Spannungskomponenten  6Ö,  ÖÖ,  rö  fUr  Ö  =  «  verschwinden, 
und  wir  erhalten  daher 


H^B 


i+a(*4«  ^  1  +  & 


=  0. 


Die  resultierende  Kraft  in  der  Spitze  des  Kegels  finden  wir,  wenn  wir 
die  in  die  Richtung  der  Kegelachse  fallende  Spannung  auf  eine  Kugel- 
flfiche,  deren  Zeutnim  in  der  Spitze  liegt,  betrachten^  es  ergibt  sich,  daß 
die  Kraft  gleich 

2-(rf^7)  I  '  ('  -  ">*'  .)  +  f.  (1  -  CO.  «)  (1+  eo.>  a)  I 

ist:  &Us  F  positiv,  ist  sie  ins  Innere  des  Kegels  gerichtet. 

Setzen  wir  er  —  ^  n,  so  erbalten  wir  die  Lösung  für  das  Problem 
des  Druckes  in  einem  Punkte  einer  ebenen  Grrenzfl&che  (§  13ö). 

2)  Die  im  letzten  Paragraphen  unter  fS),  S)  und  t)  gegebenen 
Lösungen  können  wir  so  miteinander  kombinieren,  daß  wir  die  Spanmmgs- 
verteilung  in  einem  Kegel  erhalten,  in  dessen  Spitze  eine  Kraft  senkrecht 
zur  Achse  angreift.  Die  Bedingungen  dafllr,  daß  der  Kegelmantel  span- 
nungsfrei ist,  lauten: 

2  C  '^  7i^~  -  Z>  sin  «  =  0, 

2  C  _  i)(i  +  2cos«)  -  ^-,-f^^-^  cos  «  (1  +  cos  «)  -0, 

-  2  C  ~^~  +  2  Z)  sin  «  +  ^^  ^^  sin  tt  (1  +  eos  «)  =  0, 

1)  Michell,  bm.  dt. 
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Die  reBnltiereade  Kraft  in  der  Eegelspitze  f&llt  in  die  positive  Richtung 
der  X-Achse,  wenn  T"  positiv  ist,  und  hat  den  Betrag 

J"(!  +  co.«)l  +  2|., 

T 1+27 (I-cos.)'. 

Durch  Eombination  der  für  die  Probleme  ])  und  3)  erhaltenen 
Besnltate  gelangen  wir  zur  Lösung  fOr  den  Fall  der  in  gegebener  Rich- 
tung in  der  Eegelspit»  angreifenden  Kraft;  setzen  wir  n  —  -j-n,  so  ergibt 
uch  die  Lösnng  fOr  das  Problem  der  Kraft,  die  in  einem  Punkt  einer 
ebenen  OrenzflBche  iu  gegebener  Richtung  angreift. 
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Kapitel  IX. 
Zweidimensionale  elastische  äysteme. 


§  143.  Methoden  der  im  letzten  Kapitel  behandelten  Art,  bei 
denen  man  von  einfachen  Lösungen  ausgebt,  die  in  einem  Punkte  un- 
endlichen Werten  zustreben,  lassen  sich  auch  im  Falle  zweidimensio- 
naler  elastischer  Systeme  anwenden.  Wir  hatten  bereits  Gelegenheit 
(Kap.  V)  zn  bemerken,  daß  man  auf  mannigfache  Weise  von  selbst 
auf  die  Betrachtung  derartiger  Systeme  geführt  wird.  Dieselben 
spielen  ferner  da,  wo  es  sich  um  Verauschaulichungen  handelt,  eine 
wichtige  Rolle.  Wie  in  andern  zur  Fotentialtheorie  in  Beziehung 
stehenden  Zweigen  der  mathematischen  Physik  kommt  es  auch  hier 
oft  vor,  daß  Probleme,  die  man  im  Falle  dreier  Dimensionen  nicht 
lösen  kann,  für  zwei  Dimensionen  eine  strenge  Lösung  zulassen;  es 
wird  sich  zeigen,  daß  in  der  Elastizitätstheorie  oft  eine  Lösung  für 
den  Fall  zweier  Dimensionen  sich  angeben  läßt,  die  über  irgend  ein 
weitergehendes,  nicht  vollständig  lÖHbares  Problem  Licht  verbreitet. 

§  144.  Verschiebong  hei  ebener  Verzemmg. 
Bei  einem  Zustand  ebener  Verzerrung  parallel  zur  {x,  y)-Ebene 
verschwindet  die  Verschiebung  w,  und  die  Verschiebungen  u,  v  sind 
p'unktionen  der  Koordinaten  x,  y  allein.  Die  Drehungsbomponenten 
E^  und  (5  verschwinden,  und  für  S,  wollen  wir  ST  schreiben.  Wirken 
keine  Massenki^te,  so  lassen  sich,  wie  die  Spannungsgleichungen  des 
Gleichgewichts  zeigen,  die  Spannungskomponenten  X„  Y^,  X  durch 
eine  Spannungsfunktion  x,  die  von  x  und  y,  aber  nicht  von  e  abhüngt, 
ausdrScken  mittels  der  Formeln 

^x'>'',,  y,=  l"\>  x---^'.'-  (1) 

^       ey' '         *       ex*  *  cxey  ^  ' 

Von  den   identischen   Beziehungen   zwischen   den  Verzerrungskompo- 
nenteu  (§  17)  nimmt 


die  Form  an 
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oder 

Wir  wollen  den  Operator  d*/£3^+  ö'/djf*  mit  Vj*  bezeichnen;  dann 
lautet  diese  Gleicbnug:  Vt*x  ""  0.  Sie  zeigt,  daß  7j'j;  eine  ebene  har- 
monische Funktion  ist. 

Ausgedrückt  in  Dilatation  und  Drehung  lauten  die  Gleichungen 
des  Gleichgewichte  folgendermaßen: 

(l  +  2^)||-2;.|»--0,     (i  +  2f)»|  +  2^|.?-.0.        (4) 

Aus  ihnen  ergibt  eich,  daß  A  and  £>  ebene  harmonische  Funktionen 
sind  und  diiß  (A  -j-  2/i)A  -f  i2/*'S  eine  Funktion  der  komplexen  Ya- 
riabeln  x  +  iy  ist.  Die  ebene  harmonische  Funktion  V,*);  ist  iden- 
tisch mit  3(<l-f /i)A.  Wir  fOhien  eine  neue  Funktion  ^  +  it]  von 
X  +  iy  ein  mittels  der  Gleichung 


i  4  iv  -Ji(.i  +  2«)'^  +  ia^l!i]d{x  +  i,), 

(6) 

sodat 

(6) 

Wir  haben  dann 

EbeDBo  ist 

„,    8«             8'i        „,„            8-,         8i 

2'' »  -  -  ä«8v  +  2'"' -  — 8,8,  +  8.  ■ 

Daraus  folgt,  daß 

2(*»--ä  +  S.    2-'--aJ+1- 

O 

Diese  Gleichungen  ermöglichen  es  uns,  die  Verschiebung  auszudrücken, 
wenn  die  Spannungsfonktion  %  bekannt  ist. 

Äi'zccbv  Google 


«-^  +  i „     ... 

(9) 
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Sind  andarerBeits  A  und  (J  bokumt,  so  finden  wir  die  Ausdrücke 
föE  M,  V  auf  folgende  Weise,    Wir  haben  die  Gleicliuii^en 

Kombiniert  mit  (6)  liefern  sie 

worin    [§  14,  d)]    w'  +  jm'   eine   FunktioQ   von  x  +  iy.     Wir  können 
setzen 

,       3f        ,       df 

wo  /'  eine  ebene  liarmoniscbe  Funktion;  u  und  v  lassen  sicli  dann  in 
folgender  Form  susdrfickeu: 

Wir    bSnneii    leicht    zeigen,    düB   dl«   entsprechende  Form   von  i  fol- 
gende ist: 

Z--2^/-+j'-+tj„;  ■    (10) 

wir  kennen  sodann  Terifizieren,  dafi   die  Ausdrücke  (7)  und  (9)  Für  u,  v 
identisch  sind. 

§  145.  VersohiebDDg  bei  ebenem  SpannungraaBtand. 
Im  Falle  des  ebenen  Spannungsznstandes,  wo  jede  zur  (x,  y)- 
Ebene  parallele  Ebene  spannungsfrei  ist,  haben  wir  X,~  ^.■■■^.•~  *'■ 
Wir  wollen  die  allgemeinste  mit  diesen  Bedingungen  verträgliche 
Form  ffir  die  übrigen  Spannungskomponenten  und  die  entsprechende 
Verschiebung  bestimmen  für  den  Fall,  daß  keine  Massenkräfte  wirken. 
Wir  erinnern  uns  an  die  Ergebnisse  von  §  93.  Dort  wurde  ge- 
zeigt, daß  &  =  X^-\-  Y^-\~  Z^  eine  harmonische  Funktion  ist  und  daß 
die  Spannungskompouenten  außer  den  drei  Gleichungen  vom  Typus 
dX^       cX^        dZ^  ,  ,^ 

ex    ^    djf    ^    cz  ^     ' 

noch  die  sechs  Gleichungen  vom  Typus 

^*-^x  +  ,-L     ^'^  =  0  bezw.  V  F  +    -i-     /*?-  -  0        (12) 
'  '    l  +  a    ex'  '    '     l-\-a  eye!  ">     ' 

befi-iedigeii, 
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Da  nun  2,,  Y„  Z^  null  aind,  bo  ist  o%jct  konetvit,  etwa 
gleick  ^,  und  wir  haben 

«  =  »,  +  ^«,  (13) 

wo  9«  eine  Funktion  von  x  und  y;  dieselbe  muß   eine  ebene  bftnno- 
niache  Funktion  sein,  da  9  liarmoniBcb,  sodaß  wir'  haben 

v,»e,  -  0.  (14) 

Die  SpanDungskomponenten  2!„  Y^^  X^  lassen  sich,  wie  in 
Formel  (1),  aus  einer  Spannungafunktion  %  ableiten,  die  top  x,  y 
and  g  abÜngt;  es  ist 

Dia  erste  der  Gtleiohungen  (12)  liefert  uns 
oder  wegen  (14)  und  (15) 

In  gleicher  Weiae  liefern  die  Qbrigen  der  Gleichungen  (12) 


Daraus  folgt,  dafi  -^^  -f~  yj^  ^o  ^^^^  lineare  Funktion  von  X  und  y 
ist;  wir  können  diese  Funktion  gleich  null  setzen,  ohne  dadurch  die 
Werte  Ton  X„  Y^,  X^  zu  indem.  Demoach  erhalten  wir  för  %  die 
folgende  Form: 

WO  2o  u^d  Zi  ^°°  ^  unabhängig  siqd  und   den  Qleichungen  genügen 

Wir  können  nqn  ein  Paar  konjugierter  Funktionen  ^  und  ij  von 
X  und  y  einführen,  die  so  beschaffen  sind,  daß 

8t        Sri       „        dt  8ti  .  /ie\ 

die  allgemeinsten  Ausdrücke  fUr  jo  ""d  j;j  lassen  sieb  dann  fo^nder- 
maßen  sobreiben: 

fo-w  +  z;  «,-i««'  +  ?')  +  J',  (") 

wo  f  und  ^  ebene  harmonische  Funktionen.    Ist  somit  di«  a%emeine 
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Fonn  von  %  bekannt,  ao  lassen  sich  Formeln  (Qr  die  Spannung  auf- 
stelleo  uad  die  Yerscliiebuagen  ableiten. 

Die  Verschiebung  (u,  v,  w)  muß  den  Gleichungen  genügen 

U-A(x,-,r,),    |l-i(r,-.z,), 

,    iv 

8» 
Hau  gelangt  ohne  Schwierigkeit  zu  den  Formeln*) 

.-     i[i  +  ß!>-  +  i"''^/)~'Vi;(z,  +  n^),       (21) 
"  -  -fHßi'^  +  »'  +  »»*)  +  <"Sol  +  '-£°  z,- 

Natürlich  kann  man  Über  diese  Verschiebung  eine  beliebige,  in  einem 
starren  Körper  mögliebe  kleine  Verschiebung  Oberlagem. 

§.  146.  VeraUgenieliiertoT  ebeaer  Spansmigsziistaiid. 

Wir  haben  in  §  94  gezeigt,  daß,  wenn  die  Spaunungskomponente 
Z,  überall  Tersehwindet  und  die  Spannungskomponenten  Z^  und  Y, 
an  zwei  ebenen  Grenzäüchen  e  =  -±h  rerschwiaden,  die  Mittelwerte 
der  übrigen  Spannungskomponenten  X^,  Y^,  X^  eich  durch  die 
Qleiehimgen. 

^  +  ^^  =  0,    -a  ^  +  o  '  =  '^  (22) 

bestimmen  und  daß  die  Mittelwerte  der  Verschiebungen  u,  v  mit  den 
Mittelwerten  der  Spannungskomponenten  durch  die  Gleichungen  ver- 
knüpft sind: 


x,-f 


1,8  jr 


J'-2i^/(i  +  2rt.  (24) 

Daraus  folgt,  daß  {!,  V  durch  dieselben  Qleichungen  bestimmt  sind, 
wie  wenn  es  sich  um  ein  Problem  ebener  Verzerrung  handelte,  nur 

1)  Damit  gleichwertige  Formeln  erhielt  Clebecfa,  Etaetixüät,  3  39. 
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dafi  l  durch  X'  ersetzt  ist.  Die  Größen  X^,  T^,  X^  leiten  sich  genau 
so  aus  einer  SpaimuugafunlEtion  ab  wie  bei  Problemen  ebener  Ver- 
zerrung. 

Bei  einem  beliebigen  Problem  ebener  Spanoni^;  sind  die  Mittel- 
werte der  VeiscluebungeD  unabbängig  von  den  Größen  ß  und  F  von 
§  146  und  ebenso  groß,  wie  wenn  e^  sich  um  ein  Problem  verall- 
gemeinerter ebener  Spannung  handelte.  Aus  diesem  Satze  folgt,  daß 
die  Untersuchung  ebener  Verzerrnngszustände  zur  Beurteilung  von 
£^en  dienen  kann,  wo  Kraftverteilungen  angreifen,  die  keine  ebene 
Yerzermng  hervorrufen.  Die  Fälle,  wo  diese  Methode  anwendbar  ist, 
liegen  vor  bei  Problemen  des  Gleichgewichts  einer  dflnnen  Platte, 
die  durch  in  ihrer  Ebene  angreifende  Kräfte  deformiert  wird.  Man 
bestimmt  nicht  die  tatsächlichen  Werte  der  in  der  Platte  hervor- 
^rufenen  Spannungen  nnd  Verschiebungen  (außer  wenn  die  Kräfte 
so  verteilt  sind,  daß  es  sich  um  einen  ebenen  Spannungszastand  han- 
delt), sondern  man  ermittelt  die  über  die  Dicke  der  Platte  genom- 
menen Mittelwerte.  Jedes  derartige  Problem  kann  man  lösen,  indem 
man  es  als  ein  Problem  ebener  Verzerrung  behandelt  und  im  Resultat 
X'  fSr  X  einsetzt. 

§  147.  Einftthnuig  von  Verzermngskemeii. 

Wir  können  Lösungen  der  Gleichungen  der  ebenen  Verzerrung 
untersuchen,  die  in  bestimmtet]  Funkten  unendlichen  Werten  zustreben. 
Derartige  Punkte  dQrfen  eich  nicht  in  der  den  Körper  bildenden  Sub- 
stanz befinden,  wohl  aber  mögen  sie  in  Höhlungen  innerhalb  des 
Körpers  li^en.  Wenn  dies  der  Fall  ist,  so  sind  die  Bedingungen 
für  die  Einwertigkeit  der  Verschiebung,  der  Drehung  und  der  Ver- 
zerrung zu  beachten.  Liegen  die  Punkte  außerhalb  des  Körpers  oder 
auf  dem  Rande,  so  erfordern  diese  Bedingungen  im  allgemeinen  keine 
besondere  Untersuchung.  Da  die  Verschiebung  sich  durch  gewisse 
Funktionen  von  x  -\-  it/  bestiinmt,  so  sind  die  singulären  Punkte  iden- 
tisch mit  den  singulären  Stellen  dieser  Funktionen.  Ohne  in  eine 
erschöpfende  Untersuchung  der  möglichen  Singularitäten  und  ihrer 
Bedeutung  für  die  Elastizitätstheorie  einzutreten,  wollen  wir  die 
Spanmmgszustände  betrachten,  die  gewissen  einfachen  Typen  singu- 
lärer  Punkte  entsprechen. 

§  148.  Ib  einem  Paukte  angreifende  Kraft. 
Die  einfachste  Singularität  erbalten  wir,  wenn  wir  setzen 

.     (x  +  2ii)A  +  i2^i3  ^Äix  +  iy)-\  (25) 

90  daß  der  Ursprungspunkt  einen  einfachen  Pol  darstellt.    Gleichung  (5) 
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geht  in  diesem  FqUe  über  in 

l  +  ir]'-A\oe(x  +  iy)  -  A  (log  r  +  iß),  (26) 

wo  r,  0  Polarkoordinaten  in  der  (x,  y)-Ebeiie.    Die  entsprecKendeD 
Formeln  fBr  u,  v  lauten 

Um  V  einwertig  zu  machen,  müMen  wir  setzen 


(37) 


8(1  +  2^)"'      ■*        8(l  +  a^) 
Di«  Formeln  für  u,  v  gehen  dum  über  in 


logr. 


Die  Spannnngskomponenten    X,,    Y^,    X     sind  gegeben  durch   die 
Gleichungen 


'S        '^V'V      i  +  2^'''    1  +  3^)  W 


Der  Ursprung  muß  im  Efirper  in  einer  Höhlung  liegen;  die 
trtatiBche  Resultante  der  Spannungen  Ober  die  Oberfläche  der  Hdhlung 
ist  von  der  Form  der  letzteren  unabhängig.  Wir  können  die  Resul- 
tante bestimmen,  indem  wir  als  Höhlung  (io  der  Ebene)  einen  Ereis 
um  den  Ursprung  als  Mittelpunkt  wählen.  Die  in  die  Riditung  der 
x-Xehae  fallende  Komponente  ist  ausgedrückt  durch  das  Integral 


J-{X.^  +  X4)rä0, 


dessen  Wert  gleich  —2^1«  ist.  Die  Komponente  in  dar  lUebtnng 
der  y-Acbse  Tersebwindet,  und  ebenso  verschwindet  das  Moment  der 
Spannungen,  bezogen  auf  den  Mittelpunkt  der  Höhlung.  Daraus  folgt, 
daß  der  durch  (29)  ausgedrückte  Spaunungszustaud  herröhrt  von  einer 
Einzelkraft  von  der  Größe  2aA,  die  im  Ursprung  in  der  negatiren 
Richtung  der  dr-Achse  angreift- 

Die  Verteilung,  die  eine  in  einem  Punkte  einer  Platte  angreifende 
Kraft  hervorruft,  ergibt  sich,  wenn  wir  A'  an  Stelle  von  l  schreiben 
und  M,  X„  . .  .  durch  m,  X„  . .  ■   ersetzen. 
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§  149.  In  «iaem  BaQdpnnkte  angreifende  Kraft.  • 

Liegt  der  Ursprung  in  «inem  Fnokte  am  Rande,  so  kann  der 
Term  von  (27),  der  6  entiiält,  einwertig  aaja  unabhängig  davon,  wie 
man  u',  v'  wählt.  Man  hat  nur  die  Bedeutung 
von  6  festeoBetzen.  In  Fig.  17  ist  OX  die 
in  die  Platte  hinein  gerichtete  Achse  ß  =  0, 
und  es  ist  -^XOT  —  a.  Dann  möge  d  im 
Intervall 

tt'^e>~  (x  —  tt) 
liegen. 

Wir  wollen  das  Spannungssystem  be- 
stimmen, das  den  Gleichungen  (27)  entspricht, 
wenn  u  und  «'  gleich  nuU  gesetzt  werden. 
Wir  fioden 


r.=- 


X   - 


(30) 


In  Polarkoordinaten  drückt  sich  dasselbe  Spannungasystem  aus  durch 
die  Gleichungen 

"       8(l  +  rt    .CO.« 


9-0, 


-0. 


(31) 


Diese  Spannungsrerteilung  bezeichnet  Michell*)  als  eine  „ein&che 
radiale  Verteilung".  Eine  derartige  Verteilung  um  einen  Punkt  ist 
nicht  möglich,  wenn  der  Punkt  im  Innern  des  Körpers  liegt.  Ist  der 
TTrsprung  ein  Randpunkt,  so  drOcken  die  Formeln  (Sl)  einen  Span- 
nungazuatand  aus,  der  tod  einer  Einzelkraft  in  diesem  Punkte  her- 
rOhrt.  Wir  wollen  die  Spannung  berechnen,  die  Aber  einen  Halb- 
kreis mit  dem  Ursprung  als  Mittelpunkt  resultiert.  Die  x-Kompo- 
nente  der  Resultante  ist  gleich 


-/' 


r  ■  cos  8  •  rdS, 


oder  gleich  - 
gleich 


X.      Die    y-Komponente    der    fUsultante    ist 


nie, 


oder  gleich  null.    Die  resultierende  äußere  Kraft  wirkt  somit  entlang 


1)  London  Math.  Soc.  Froc.,  vol,  82  (1900),  p,  86. 
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der  3;-AchBe,  ihr  Betrag  ist  xA  (k  -f  jt)/(A  +  2[i);  wenn  A  positiv  "ist, 
fällt  ihre  Richtung  in  die  der  äußeren  Verlängerung  der  Achse. 

Dies  Resultat  liefert  uns  die  Lösung  des  Problems  einer  Platte 
mit  geradliniger  Begrenzni^,  an  der  in  einem  Punkte  eine  Kraft  in 
gegebener  Richtung  angreift.  Wählt  man  diese  Richtung  als  Achse 
und  ist  F  die  QröBe  der  Kraft,  so  drQckt  sich  das  Spannungssystem 
aus  durch  die  Gleichungen 

i7 ^F^-,     re~o,    ee-0;  (32) 

natürlich   stellen   diese   GröSen  Mittelwerte  dar,  genommen  Ober  die 
Dicke  der  Platte. 

§  150.   Fall  einer  gradlinigen  Begrenzang. 
In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  a^-Acbse  die  Begrenzung  bildet,  die 
^-Achse  in  die  Ratte  ^ällt  und  die  Kraft  in  normal  nach  innen  wirkendem 
Druck  F  besteht,  sind  die  Hittelwerte  der  Spannungen  und  Yerschiebungea 
ansgedrOckt  durch  die  Gleichungen 

x,—:^f'-^,  r,__i-F|;,  X,  —  ij«-%'     (33) 


(34) 


Diese  Lösung  ^)  bildet  das  zweidimensionale  Analogon  zur  Lösung  des 
Boussinesqscben  Problems  (§  135).  Da  ü,  ti  in  unendlicher  Entfer- 
nung nicht  gegen  Null  konvergieren,  so  liegt,  was  die  Anwendung 
des  Resultats  auf  eine  unendliche  Platte  anbetrifft,  eine  gewisse  Schwie- 
rigkeit Tor;  immerhin  kann  man  annehmen,  daß  dasselbe  die  lokale  Wir- 
kung einer  in  einem  Bandpunkt  angreifenden  Kraft  richtig  darstellt 

§  151.    Weitere  Resultate. 

1)  Die  zu  (32),§  149,  gehörige  Spannungsfunktion  ist  — «"'i^rösinÖ. 

2)  Die  Wirkung  einer  Drucklast,  die  über  eine  endliche  Strecke 
einer  gradlinigen  Begrenzung  gleichmäßig  verteilt  ist,  kann  man  dui'ch 
Integration  ableiten.  Ist  p  der  Druck  pro  Längeneinheit,  die  a>Achse  die 
Begrenzung  und  die  y-Achse  ins  Innere  des  Körpers  gerichtet,  so  findet 
man   als    Spannongsfunktion:    ^""'p  {{''i'ö,  —  ''i^ö^)},    wo   »*i,  öj    nud 


1)  Flamant,  Paria  C.  R.,  t.  lli,  I8W.  Bezüglich  der  TeriSkation  mittels 
pol&riiieiteu  Lichtes  siehe  Mesnager  in  den  Bapports  presentet  au  congres  inter- 
national de  physiqjte,  t.  I,  Parie  1900,  p.  318.  Ygl.  Carua  Wilson,  PhiV.  Moff. 
(Ser.  6),  vol.  82  (1891),  wo  ein  von  Boussinesq  echaltenea  ilquivalenteB  Ergebnil 
vente lohnet  ist. 
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r,,  d,  Pol&rkoordiuateiL,  die  &uf  die  x-Achse  als  Achee  und  die  End- 
punkte der  den  Druck  erleidenden  Streote  als  Urspmngspunkte  bezngea 
sind.  Es  l&St  sich  zeigen,  daß  die  Spannungstrajektorien  von  den  kon- 
fokalen Kegelschnitten  gebildet  werden,  deren  Brennpunkte  jene  Punkte 
sind.*) 

3)  Kraft  tm  Sekeitd  eines   Winkeis. 

Die  in  §  14!>  erhaltenen  Resultate  lassen  sich  Terallgemeinem  durch 
die  Annahme,  daß  die  Begrenzung  von  zwei  im  Ursprung  einander 
kreuzenden  geraden  Kanten  gebildet  wird.  Bezieben  wir  uns  wie  früher 
auf  den  Fall  der  ebenen  Verzerrung,  so  haben  wir  bei  Berechnung  der 
Kraft  die  Integrationsgrenze  —  jt  +  o  zu  ersetzen  durch  —}■  +  «,  wo  y 
der.  von  den  beiden  Geraden  eingeschlossene  Winkel.  FOr  die  a:-Komponente 
der  im  Ursprung  wirkenden  Kraft  finden  wir  den  Ausdruck 

für  die  ^-Komponente  erbalten  wir 

Die  Richtung  der  maximalen  Radialspannung  ist  in  diesem  Falle  nicht 
mit  der  der  resultierenden  Kraft  identisch.  Erst«re  fSUt  mit  der  Achse 
$  --O  zusammen,  die  mit  den  Kanten  die  Winkel  a  und  a  —  y  einsohlieBt; 
letztere  bildet  mit  denselben  Kanten  die  Winkel  4)  nnd  /  —  <t>,  wo 

n(a^ 


%*-- 


«-|-MnyC08(a-y)"- 


Daraus  folgt,  daß  der  Winkel  a  durch  die 
Gleichung 


tg«- 


f  sin  0  —  sin  y  sin  (y  —  0) 
'  cos  0  —  Hin  y  cOi  (j  —  0) 


gegeben    ist.     Wenn    eine    gegebene    Kraft 

F  in  gegebener   Richtung   angreift,  so  ist 

<t>  bekannt,   nnd   u  kann   dann    aus  dieser  _ 

Gleichung  berechnet  werden;  die  Konatante  pig.  m, 

Ä  bestimmt  sich  ferner  aus  der  resultierenden 

Kraft  F.     Die  Bedingungen  dafür,  daß  als  Badialspannung  überall  Druck 

herrscht,  lauten:  a<^-^,     y  —  a<-^;  im  Grenzfalle  «=-3    "^^6"  ^ir 

haben 

tg«-  ''-'iT'"'. 

Diese  Iiösung  rührt  her  von  Michell*),  der  daran  die  Bemerkung  knüpft, 
daß  letzteres  Resultat,  falls  y  nicht  größer  als       ,  nahezu  mit  der  „Regel 

11  Michell,  LimAon  Math.  Soc.  Proe.,  vol.  34  (1B021,  p.  184. 
2)  loe.  dt.  p;  849. 
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Tom  mittlereii  Drittel"  sich  deekt,  wonach  der  Grenzwert  von  <b  ungeföhr 
gleich  •J-}'  ist  Fallt  die  Angrifialinie  der  Kraft  in  das  mittlere  Drittel 
dee  Winkela,  so  wechselt  die  RadislBpannung  nirgends  das  Vorzeiohen. 

Die  SpannungSTertfliluiig  ist  dnrch  (32)  gegeben,  so  dafi  die  Oeute» 
der  Ausbreitang  der  Spannung  von  der  Spitze  eines  Winkels  aus  folgende 
sind:  l)  die  Spannung  ist  rein  radial,  2)  sie  ist  umgekehrt  proportional 
dem  Abstand  von  der  Spitze,  3)  sie  ist  proportional  dem  Kosinus  des 
Winkels,  den  der  lUdlusvektor  mit  einem  gewissen  vom  Scheitel  ana- 
gebenden Strahl  einschliefit. 

§  152.   TyplsDlie  VerzernuigBkenie  in  zwei  DimenBioaen. 

a)  Die  Formeln  (28)  drücken  die  Verschielongen  bei  einem  ehenen 
Veraerrui^zustand  aus,  der  aas  einer  Einzelkraft  von  der  GrSBe  iÄic 
entspringt,  die  im  Ursprung  in  der  Richtung  der  negativen  x-Achse  wirkt. 
Wir  können  einen  neuen  Typus  einer  singulfiren  Stelle  ableiten,  wenn  wir 
beim  ürsprungsponkt  folgende  Kräfte  angreifen  lassen: 

zur  X-Achse  parallel  —2A«  im  Ursprung  selbst  und  2  An  in  (A,  0); 

zur  y-Aohse  parallel  —  3  .dir  im  Ursprung  selbst  und  2  An  in  (0,  A); 
wir  kOnnen  zur  Orenze  übergehen,  indem  wir  Ah  konstant   gleich  B  an- 
nehmen, wBfarend  h  unbegrenzt  abnimmt.     Die  resultierende  Verschiebung 
ist  gegeben  durch  die  Gleichungen 

l-f-8p      PrWrl4-B       *  +  ''       (^   ^*        ^  ''^\ 


'.% 


Diese  Verschiebung   drückt  sich  in  Polarkocrdinaten   durch  die  For- 
meln aus 

es  ist  weder  Dilatation  noch  Drehung  mit  ihr  verknüpft.  Die  Spannung 
drückt  sich  aus  durch  die  Formeln 

-"-9'«-l+-'h#.     rl-O,  (37) 

sodaB  der  Ursprung  einen  Druckpunkt  darstellt.  Liegt  der  Urspnmg  in 
einer  kreisförmigen  Höhlung,  so  wirkt  auf  sie  gleichförmiger  Druck  vom 
Betrage  3  jiBr" »/(l  +  2  fi). 

b)  Einen  anderen  Typus  eines  singnlären  Punktes  erhalten  wir 
durch  die  Annahme,  daß  beim  Ursprungspnnkt  folgende  Kräfte  angreifen: 
zur  X-Achse  parallel  2  An  im  Ursprung  selbst,  —  2^1«  im  Punkt  (0,  A), 
r  j/-AchBe  paiallel  —  2 An  im  Ursprung  selbst,  2 An  im  Funkt  (h,Ö)i 
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wir  gehen  wie  im  Falle  ft)   znr  Grenze  aber.     Wir  erhalten  so  folgende 
Verscbiebnng: 

oder 

Diese  Verschiebung  drQckt  sich  in  Polarkoordin&ten   durch  die  For- 
meln aus 

„_.=  0,     «e-fl/^r;  (39) 

weder   Dilatation   noch    Drehung   ist  mit    ihr   verknüpft.     Di»  Spannung 
drückt  sich  aus  durch  di^  Formeln 

7'r'-fe~'0,    fe '2Br-\  (40) 

sodaB  ta  sich  um  den  Spannungszustand  handelt,  der  von  einem  im  Ur- 
sprung angebrachten  Kräftepaar  von  der  Größe  InJS  hervorgerufen  wird. 
c)  Wir  können  (i  -j-  2  fi)  Ä  +  *  2  ft  ffl  —  C  log  («  4- »»)  setzen  Da 
ctF  in  ebem  den  Ursprung  enthaltenden  Gebiet  nicht  einwertig  ist,  so 
wollen  wir  den  Ursprung  auf  dem  Bande  aunehmeti.  Gleichung  (5)  geht 
über  in 

i  +  in=  C{x  logr  -ye-x)-^  iCiy  logr  -\- xB  -  y), 
und  fUr  die  Verschiebung  kCnnen  wir  die  Formeln  ansetzen 


'-i-Ä'i-tr-') 


(SJ  +  SrtC 


'  -  wl  2/.)  ('«-»)-  ifi^fjf, ' '»« ■■• 

Die  Spannung  ist  dann  durch  die  Formeln 

gegeben.  Wir  wollen  annehmen,  ea  sei  it  >  Ö  >  0,  die  ar- Achse  bilde  die 
B^renzung  und  die  y-Achse  sei  ins  Innere  des  Körpers  gerichtet.  Anf 
den  Teil  des  Randes,  für  den  x  negativ  ist,  wirkt  dann  tangentiale 
Spannung;  ihr  Betrag  ist  0«  (i -|- f»)/(l -|- 2  fi),  und  sie  ist  nach  dem 
Ursprung  hin  garichtet,  falls  C  positiv,  und  vom  Ursprung  weg,  falls  C 
negativ.  Von  den  in  v  auftretenden  Tennen  sind  in  der  Nähe  des  Ur- 
sprung diejenigen  am  wichtigsten,  die  log  f  und  8  enthalten;  ist  x  ne- 
gativ, so  haben  beide  das  entgegengeseti'.te  Zeichen  wie  C,  sind  also  positiv, 
wenn  C  negativ.     Das  Beispiel  lehrt,    daß  tangentiale    Spannung,    die    an 
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einem  Teil   einer  Oberfläche   angreift,  das  Material  auf  der  Seit«  nieder- 
zndrDckea  sucht,  gegen  die  sie  gekehrt  ist.*) 


§  153.   TnuiBfonnfttioii  ebener  Terzemmg. 

Wir  babeo  gesebeo,  daß  ebene  YerzerrungszuBtände  sieb  mit 
Hilfe  von  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen  x  +  iy  aus- 
drücken lassen,  und  daß  die  Pole  und  die  logaritbmiscben  Unendlicb- 
keitsstellen  dieser  Funktionen  Punkten  entsprechen,  in  denen  äußere 
Kräfte  an  dem  die  ebene  Verzerrung  erleidenden  Körper  angreifen. 
Wenn  wir  das  vom  Körper  erfüllte  zweidimensionale  Gebiet  durcb 
eine  funktionale  Beziehung  zwischen  den  komplexen  Variabein  x'  +  iy' 
und  X  +  ijf  auf  ein  anderes  zweidimensionales  Qebiet  abbilden,  so 
können  wir  zu  einem  neuen  ebenen  Verzerningszustand  in  einem 
Körper,  der  eine  andere  Form  als  der  ursprünglich  betrachtete  Körper 
besitzt,  dadurch  gelangen,  daß  wir  mit  Hilfe  derselben  funktionalen 
Beziehung  die  Funktion  (X  +  2  fi)  A  +  i  2  fiTS  in  eine  Funktion  toq 
x'  +  iy'  transformieren.  Da  Pole  und  logarithmische  Unendlichkeiten 
bei  konformer  Abbildung  erhalten  bleiben,  so  werden  die  Angriffs- 
punkte isolierter  Kräfte  in  den  beiden  Systemen  sich  entsprechen. 
In  §  149  erhielten  wir  den  ebenen  Verzerrungszustand,  der  in  einem 
geradlinig  berandeten,  sonst  unbegrenzten  Körper  von  isolierten 
Kräften  hervorgerufen  wird,  die  in  gegebenen  Punkten  des  Sandes  in 
gegebener  Richtung  angreifen.  Wir  können  demnach  in  einem  zylin- 
drischen Körper  von  beliebiger  Querschnittsform,  an  dem  in  gegebenen 
Randpunkten  Einzelkräfte  angreifen,  stets  einen  Zustand  ebener  Ver- 
zerrung bestimmen,  wenn  wir  eine  konforme  Abbildung  des  Quer- 
schnitts des  Körpers  auf  eine  Halbebene  herzustellen  vermögen.  Im 
allgemeinen  wird  sich  jedoch  ergeben,  daß  die  isolierten  Kräfte  nicht 
die  einzigen  auf  den  Körper  wirkenden  Ki-äfte  sind;  in  der  Tat  trans- 
formiert sich  ein  spannungsfreier  Rand  im  allgemeinen  nicht  wieder 
in  einen  spannungsfreien  Rand.  Diese  Lücke  im  wechselseitigen  Ent- 
sprechen bildet  die  Bauptschwierigkeit  für  den  weiteren  Ausbau  der 
Theorie  zweidimensionaler  elastischer  Systeme. 

Wir  können  der  Sache  von  einer  anderen  Seite  näher  zu  kommen 
suchen,  indem  wir  die  Spannungsfunktion  als  Lösung  von  V,*j;  —  0 
betrachten.  Wenn  wir  statt  x,  y  die  unabhängigen  Variabeln  x',  y' 
einfOhren,  wo  x'  und.^'  konjugierte  Funktionen  von  x  und  y,  eo  bleibt 
die  Form  der  Gleichung  nicht  erhalten;  sonach  kann  man  aus  der 
Form  der  Sponnungsfunktiou  im  {x,  y)-Gebiet  nicht  auf  die  im  {^x',  y')- 
Gebiet  schließen. 


1)  Vgl.  1.  K.  G.  Filon,  ^il.   Tram.  Boy.  Soc.  (.8er.  A),  vol.  1118  (1902). 
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§  1Ö4.   InTereion.  *) 
Die  TraQBfonnation  durch  loTersioa  %'  4-  iy  "  (x  +  ly)"',  bildet 
ein»  AuBDahme  von  dem  Säte  am  Schlüsse  des  §  153.    Wir  vermeiden 
in  diesem  Falle  &m  besten  die  komplexen  Variabein  und  transformieren 
die  nnabbängigen  Veränderlidien  mittels  der  Gleichangen 

x' --k^xl^,    y'-'li*ylf*, 
wo   h  die   Inrersionskonstante   und    r*  =  x^  -^  y^.     Ebenso    schreiben 
wir   r'*  — a;'* +  y'*.     Ausgedruckt    in  Polarkoordinaten    lautet  die 
Gleichung  ^*%  —  0  folgendermaßen: 

■[fÄ('^)  +  ^a[f/.Hl)  +  ^a-0;        (41) 

^hren  wir  statt  r,  B  die  Variiibeln  r',  $  ein,  so  geht  diese  Gleichung, 
wie  sich  zeigen  läßt,  Ober  in 

+  ^8^('-"z)]-0.     (42) 

Baraos  folgt,  daß,  wenn  wir  %  in  x',  y'  ausdrücken,  r''i  der  Gleichung 
genügt 

iw-'  +  af'-.  +  2  iAy-^  ('■•%)  -  "■•      .        (48) 

r'*x   stellt   daher  in    der  (x',  y')  Ebene   eine  SpaminngsfunktioD  dar. 
Die  aas  r''x  abgeleiteten  Spanne ngskomponenten    sind  gegeben 
durch  die  Gleichungen*) 

(j  j-  ■  \      '■■"  ö  r  r    c  ö  ^      *' 

WO  9'  mit  0  identiacb;  wir  erhalten 


(44) 


r'r'  =-r*  ■  rr  +  2(x  —  r  ,-1, 
r^' r*-rö, 


(45) 


WO  rr,  0$,  r6  die  aus  i  abgeleiteten  Spannungakomponenten,  ausge- 
drückt in  r,  $.  Somit  unterscheidet  sich  die  Spannung  im  (r',  $y- 
System  TOn  deijenigen  im  (r,  0)-8yBtem  einmal  durch  den  Faktor  r*, 

1)  Hichell,  loe.  eit.,  p.  261. 
8]  Siehe  §  69,  Satz  ä). 
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Bodunn  durch  die  Zeichen umkehrung  der  Sehubspannung  rß  und 
schlieBIich  durch  Überlr^eruDg  einer  um  einen  Punkt  hernm 
allseitig  gleichen  Normalapannnng  ^  [z— r(dz/dr)).  Daraus  folgt, 
dafi  SpannungBtrajektorien  wieder  in  Spannungstrajektorien  {IbOTgehen 
und  ein  Bpannungstreier  Raud  sich  in  einen  nur  durch  Normalspamiusg 
beanspruchten  Rand  transformiert.  Diese  Normalspannung  ist  femer 
konstant.  Um  dies  zu  beweisen,  bemerken  wir,  da&  die  Bedingungen 
für  verschwindende  Randspannung  gegeben  sind  durch 

cos  (x,  v)  P,  -  cos  (y,  v)  f?    =  0, 


m- 


wo  ds  ein  Element  der  Berandung  bezeichnet, 
längs  des  Randes  konstant,  und  wir  haben 

äA*  dr)       tttY-        ^%x       ^^y/~ds        dg  dx        da  cy 

Daraus  folgt,  daß  ein  spannungsfreier  Rand  im  (r,  0)-SjBtem  sich  in 
einen  dnrßh  normale  Spannung  beanspruchten  Raud  im  (r',  9')-Systein 
transformiert.  Diese  Spannung  hat  in  allen  Punkten  des  transfor- 
mierten Randes  den  gleichen  Wert,  und  .da  ihre  Wirkung  bekannt 
ist,  wird  man  sie  mit  in  den  Kauf  nehmen. 


§  155.  Oleicligewiclit  einer  Kreisplatte,  die  von  Kräften  in  ihrer 
Ebene  beanepracht  wird.^) 

l)  Wir  wollen  jetzt  die  Inversioasformeln  auf  die  Probleme  von 
§  149  und  §  150  anweadnn. 

Sei  0'  ein  Punkt  einer  festen  Geraden  tfÄ  (Fig.  19).  Ist  (/A  der 
Rand  des  Querschnitts  eines  Körpers,  in  dem  eine  längs  Of/X  gerichtete 
Kraft  F  ebene  Verzerrung  herrorruft^  so  hat  die  Spannungsfunktion  in  P 
den  Wert  —  n-^FrO  sia  6,  wo  r  —  O'P;  hierfür  können  wir  schreiben: 
—  n~^FGy,  vio  y  die  Ordinate  von  P,  bezogen  auf  0' X.  Invertieren 
wir  das  System  mit  bezug  auf  0  und  nehmen  A-  =  00\  so  geht  P  in  JP' 
Hber,  und  die  neue  Spannungsfunktion  ist  — n~^rj^F{9^  + 8^k*y'JT*, 
wo    9.    und    n  —  0.    die   Winkel    XOP',  X(/ P"    bedeutan   und   r,    fBr 


1)  Die  in  1)  und  2)  gegebenen  Resultate  rühren  her  von  Hertz,  Zeitsdtr. 
Math.  Phys.,  Bd.  28  (1883)  =  Ges.  Werke,  Bd.  I.  p.  38S,  und  von  Uicbell, 
Lonritm  Malli.  Snc.  Proc.,  vol.  8S  (1900),  p.  35,  und  vol.  34  fl902\  i     '"" 
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0P\  y  fQr  die  auf  OX  bezogene  Ordinate  von  P'  geschrieben  ist. 
Fenier  transformiert  sich  die  Gerade  0'^  in  einen  dnrch  0,  0'  gehenden 
Kreis,  und  der  Win- 
kel 2ic,  unter  dem 
00'  Tom  Zentrum 
aus  erscheint,  ist 
doppelt  so  groß  wie 
der  Winkel  AOf  X. 
Somit  ist  dieFunktion 

-«->fV(e,  +  öi) 

die  SpannungS' 
fnnktiou,  die  zwei 
gleichen  und  ent- 
gegengesetzten ,  in 
der  Sehnenrichtung 
Of/ drückenden  Ein- 
zelkräften von  der 
Größe  F'  samt  einer 
konstanten  Kormal- 
spannnng  längs  des 
Kreisrandes  ent- 

spricht 

Um  die  Größe 
P'  auf  dem  Kreise  liegt, 

r,  cosec  ö,  =  r,  cosec  Ö,  =  i  cosec  (Ö^  -j-  Öj)  =  2Ä, 

wo  R   der  Radius    des  Kreises.     Die  Formeln   (1),    §  144,    liefern    femer 
Mr  die  Spannungskompouenten  die  Werte 


dieser  Spannung  zu  finden,  bemerken  wir,  daß  wenn 


Der  Winkel  (0  in  der  Figur),  den  der  vom  Zentrum  nach  P'  laufende 
Radiusvektor  (7?)  mit  der  a;-Achse  einschließt,  ist,  wenn  P'  auf  dem  Kreise 
liegt,  gleich  ^re  —  «  +  2Ö,  oder  -J  «  -+-  öj  —  ff, .  Mithin  ist  die  auf  den 
Kreisumfang  wirkende  Normalspannung 


X,  sin»  (öj  -  ff,)  +  r^  ( 


-  ff,)  +  2  X^  sin  (ff, -ff,)  cos  (Ö,. 


also  gleich  —  (F'  sin  a)!nli. 

Wenn  an  dem  Kreise  nur  die  beiden  KrBfte  F'  angreifen,  so  setzt 
sich  der  Spannungszustand  zusammen  ans  einer  in  allen  Punkten  gleichen 
mittleren  Spannung  (JP'  sin  a)jn'R  und  den  beiden  einfachen  radialen 
Verteilungen  um  die  Punkte  0  und  O',  bei  denen  die  radialen  Kom- 
ponenten gleich 
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—  (2  f"  coB  öj/wf,     und     —  (2  F'  cos  Ö,)/;rr, 
sind. 

2)  Krei^^atU  vtiier  der   Wirkung  am  Sande  angreifender  Kräfte. 

Weon  die  Kraft  J^  in  0  in  der  Richtung  0(y  (siebe  Fig.  19)  an- 
greift und  am  öbrigen  Teil  des  Randes  geeignete  Krift«  angebracht  sind, 
so  kann  die  Spannungsftinktion  aus  dem  einzigen  Tann  — n~^F'g'6i  be- 
stehen. Seien  r  und  6  Polarkoordinaten,  bezogen  auf  den  Mittelpunkt 
des  Kreises  als  Ursprung  und  eine  zu  00'  parallele  Achse.  Der  Winkel 
(r,  Tj)  zwischen  den  Radien vektoren,  die  vom  llitt«lpunkt  und  von  0  ans  nach 
einem  beliebigen  Randpunkt  gezogen  sind,  ist  gleich  -^n  —  6^  Auf 
(r, ,  0j)  bezogen  ist  das  Bpannungssystem  gegeben    durch  die  Gleichungen  ' 

r,7, {21^  C03  e,)/(«ri),     6^6^  -  0,      r^,  =  0; 

auf  (r,  0)  bezogen     ist   es   mitbin    in   irgend   einem  Randpunkt  gegeben 
durch  die  Gleichungen 


wir  haben  also  am  Rande 


was  identisch  ist  mit 


-               F'aina  F'  ,„  „,        -■„        F'coea  F'  ,,        „. 

'^'' ä«ii^  -  S^Tä  ™  (-"'  -  **>''     "^^  ^  -2X-B-  +  2^'^<^»-^ih 

wo  a  ^  6i  ■{-  8f  der  spitze  Winkel,  unter  dem  von  einem  Raadpunkte  aus 
die  Sehne  00'  erscheint.  Somit  können  wir  sagen,  daß  die  auf  den  Um' 
fang  wirkende  Spannung  sieb  zusammensetzt  aus 

l)  gleichförmigem  Zng  —  \{F'  sin  a)/all  in  der  Normalenrichtnng, 
2j  gleichförmiger  T&ngentialapannung  \(F'  cos  aj/nll, 
3)  gleichförmiger  Spannung  —\F'/icIl  in  der  Richtung  00'. 
Nun  möge  eine  Reihe  von  Elften  in  verschiedenen  Punkten  des  Bandes 
angebracbt  werden.  Dieselben  genügen  der  Bedingung  ^F"  cos  «  — >  0, 
falls  sie  einen  starren  Körper  im  Gleichgewicht  halten  würden;  denn 
_^F'Iicoiia  stellt  die  Summe  ihrer  Momente  um  den  Mittelpunkt  dar. 
Ebenso  würden  die  gleichfönnigen  Spannungen,  die  dem  Bestandteil  3) 
in  obiger  Lösung  entsprechen,  in  jedem  Bandpunkte  die  Resultante  null 
liefern.  Durch  Überlagerung  der  zu  den  einzelnen  Kräften  gehörenden 
Span  nun  gssjsteme  vom  Typus  (32)  werden  wir  somit  den  Spannonga- 
zustand  erhalten,  der  in  der  Platte  unter  der  Wirkung  der  tatx&chlich 
gegebenen  Kräfte  und  einer  in  allen  Randpunkten  gleichen  Normalspan- 
nung  vom  Betrage  —  ^(J"aintt)/2wÄ  eintritt.  Die  Ausdrücke  JF'aina 
unter  dem  Summenzeichen  sind  gleich  den  in  die  (innere)  Normale  fallen- 
den   Komponenten    der    angreifenden    KrUfte.      Wir    könnten    über    diese 
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-  — ä»(j  — B), 


-i« 


BpEumnngSTerteilttiig  eine  in  allen  PmO^n  gleiche  mittlere  Spannung  vom 
Betrage    ^{F'  sin  tt)/inB  überl^em  und  würden  dann  die  Lösang  fflr 
die  nur  durch  die  Kräfte  F'  be- 
anspnichte  Platte  erhalten. 

3)  Schwere  Scheibe^) 

Auch  der  Spannungszustand 
in  einer  sohweren  Scheibe,  die  auf 
einer  horizontalen  Ebene  mht, 
l&ßt  sich  ermitteln.  Sei  w  das 
Gewicht  pro  Flächeneinheit;  seien 
femer  r,  d  Polarkoordinaten,  die 
auf  den  BerBhrungapunkt  A  als 
Ursprung  nnd  die  durch  ihn 
nach  oben  gezogene  Vertikale 
als  Achse  bezogen  sind;  siehe 
Pig.  20. 

Eb  Ußt  eich  zeigen,  dafi  die 
Spannung  aus  folgenden  Systemen 
zusammengesetzt  ist 

1)  X,-       ^«0  +  B),      Y^ 

2)  7r 2wS'r- '  cos  ö,     $0  =  0,    rÖ  -  0. 

Auf  jeden    Horizontalschnitt    wirkt    radial   von   Ä   aus   gerichteter 
Druck    Tom    Betrag    ^wr~^(4B*  cos'ö  —  r*);    die  Spannung    auf  irgend 
einen  durch  A.  gelegten  Schnitt  besteht  in  horizontalem  Zug  vom  Betrag 
\w(2Scos0  —  r). 

§  156.   Beispiele  ffir  die  Traasformation  ebener  Versernmgssast&iLde. 

1)  Das  direkte  Verfahren  von  §  153  ftlhrt,  wenn  x  +  iy^i^/^x'  +  iy") 
in  die  Formel 

(i  +  2 1»)  A  +  2  fiiar  -  ^  (i  +  «y  -  ifc) " '  (46) 

eingesetzt  wird,  zu  einem  Spannungasystem  in  der  (i',  y')-Ebene,  bei  dem 
Aber  eine  einfache  radiale  Verteilung  um  den  Punkt  (k,  0)  ein  konstanter 
ein&cher  Zng  (JST )  in  der  Bichtung  der  ;i:'-Achse  supei-poniert  ist.  Ist 
der  Band  ia  der  (x,  y)-Ebene  durch  die  Gleichung  y  =  (i  —  k)  tg  a  ge- 
geben, so  haben  wir  in  der  (x\  tf')-Kbene  als  Begrenzung  einen  Kreis,  und 
es  lassen  sich  die  in  §  155,  l)  und  2),  gegebenen  Besultate  ableiten. 

2)  Durch  die  Transformation  a;  +  ty  =  (a;'  +  *?')"  wi"^  ^^  keilför- 
mige Gebiet  zwischen  y'  =  0  und  t/'/x'  —  tg  n/n  auf  die  Halbebene  y>  0 
konform  abgebildet.  Substituieren  wir  X  +  iy  in  (46),  so  erbalten  wir 
einen  Spannungazu stand  in  dem  von  oben  genannt^ii  beiden  Linien  be- 
grenzten  keilförmigen    Gebiet,  der    bub  einer  Einzelkraft  in  Qi'^",  0)  and 

1}  Die  UtBung  rührt  her  von  Uichell,  loe.  eit.  p.  349.  MicheU  bat  auch 
verechiedene  Figuren  gezeichnet,  die  die  SpannimgBverteilung  im  voiliegeudBii 
und  in  einigen  anderen,  z.  T.  in  diesem  Kapitel  diskutierten  FUlen  darstellen. 
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gewissen  über  die  Ränder  Terteiltea  Spannungen  entspringen  würde.  Für 
M  —  2  verschwindet  die  Spannung  über  y'  =  0,  die  aul'  i'  =  0  wird  Zug, 
dessen  Betr&g  mit 

1/0''  +  *)' 

proportional  ist. 

3)  Durch  die  TransfonnatioH  z  —  (e*'  —  l)/(r'  +1),  wo  g  —  x  +  iy 
und  e'  —  a:'  4-  ty'i  wird  der  Streifen  zwischen  y'  =  0,  und  y'  =  w  auf  die 
Halbebene  ^  >  0  konform  al^ebUdet,  sodaß  die  Urspnmgapnnkte  in  den 
beiden  Ebenen  sich  entsprechen,  wahrend  die  Punkte  (±  1,  O)  der  (x,  y)- 
Ebene  den  unendlich  fernen  Punkten  des  Streifens  entsprechen.  Im  ür- 
sprungspunkte  der  (x,  y)-Ebene  möge  nun  in  der  positiven  Bichtung  der 
j/-Acbse  eine  Einzelkraft  W  angreifen.  Die  L&sung  ist  dann  durch  die 
Gleichung 

gegeben.     Führen  wir  (z',  y')  ein,  so  erbeten  wir 

(1+  2rtA  +  i2,m r»t2e.m»:rMj»i^- 

^     '       ''^        '        i"  X    l  +  (*    coBhi— coay 

und 

s  +  ^^-l^-Td^-^^??^-'') 

—  » log  (eosh  x'  —  cos  y") }  +  const 

Diese  Losung  beschreibt  die  Wirkung  einer  Einzelkraft  SJ",  die  im 
Ursprung  in  der  positiven  Richtung  der  y'-Achse  angreift,  eines  auf  die 
Kante  y'=-w  wirkenden  rein  normalen  Drucks  vom  Betrag  Fj(\  +cosha;') 
pro  Längeneiubeit  und  gewisser  tangentialer  Spannungen  auf  die  Kanten 
des  Streifens.  Letztere  können  wir  zum  Verschwinden  bringen,  indem  wir 
Über  die  Verschiebung 

(  S  +  .-K±t  _„'  ^i     __i M:/_V-^\ 

eine  Verschiebung  («',  *')  Überlagern,  wenn 

f  -i-iM  =  2j(^i:|.2^(')  — 's); 

diese  Zusatzverschiebung  hat  auf  die  Normalspannungen  am  Rande  keinen 
Einfluß. 
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Kapitel  S. 

Theorie  der  Integration  der  Glelchnngen  des  Oleiehgewlchts 
eines*  isotropen  elastlselien  festen  KSrpers. 


§  157.  ProblemBtelluiig. 
Vom  analytischen  Standpunkt  besteht  das  Hauptproblem  der 
Eiastizitätstheorie  in  der  Auflösung  der  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichts eines  isotropen  Körpers  mit  gegebener  Begrenzung,  wenn 
die  Oberflächenvereehiebungen  oder  die  Oberöächenspannungen  vor- 
geschrieben sind.  Der  Fall,  wo  Massenkräfte  auf  den  Körper  wirken, 
läßt  sich  mit  Hilfe  des  in  §  130  erhaltenen  partikulären  Integrals  auf 
den  Fall  zurQckfÜbren,  daß  der  Körper  durch  Oberflächenspannungen 
allein  verzerrt  gehalten  wird.  Demgemäß  besteht  unser  Problem  in 
der  Bestimmung  deijenigen  Funktionen  u,  v,  w,  die  innerhalb  einer 
gegebenen  Begrenzung  samt  ihren  DifTerentialquotienten  stetig  sind 
und  dem  System  partieller  Differentialgleichungen 


{»  +  c)  H  +  cV'«'  -  0,  ) 


8«"^as 


(1) 


(2) 


geoQgen  und  überdies  an  der  Oberfläche  gewisse  Bedingungen  er- 
fttllen.  Wenn  die  Oberflächenverschiebungen  gegeben  sind,  ao  sind 
damit  die  Werte  von  »,  v,  iv  an  der  Begrenzung  vorgeschrieben.  Wir 
wissen,  daß  die  Lösung  des  Problems  eindeutig  bestimmt  ist,  falls  (i 
und  SA  4"  2/t  positiv.  Wenn  die  Oberflächenspannungen  gegeben  sind, 
so  sind  damit  die  Werte,  die  die  drei  Ausdrücke  vom  T3rpn8 


met  V  die 
nur  dann 
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an  der  Oberfläche  annehmen;  vorgeschrieben;  dabei  bezeichnet  v  die 
Normale   zur   Grenzfläche.     Wir  wissen,   daß  das   Problem   nur  dann 
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eine  Lösung  zuläßt,  wenn  die  Toi^eschriebenen  Oberflächenspannungeo 
die  Bedingungen  des  äleiohgewiclita  fdr  einen  atarren  Körper  erfQllen 
(§  117).  Wir  wissen  ebenfalls,  daß}  wenn  diese  Bedingungen  be- 
friedigt sind  und  wenn  fi  und  3/  +  2fi  positiv  sind,  die  Lösung  des 
Problems  tatsächlicli  eindeutig  ist  in  dem  Sinne,  daß  Verzerrung  und 
Spannung  eindeutig  bestimmt  sind,  während  die  Veracliiebung  noch 
die  Überlagerung  einer  beliebigen  kleinen,  in  einem  starren  Körper 
möglichen  Verschiebung  zuläßt. 


§  158.  AaBzag  aas  der  Potontlaltheorie. 
Es  besteht  eine  hervor r^ende  Analogie  zwischen  den  jlKetboden, 
die  zur  Lösung  oben  genannter  Probleme  ersonnen  worden  sind,  und 
den  Methoden,  die  man  für  die  Losung  entsprechender  Probleme  in 
der  Poteotialtbeorie  ausgebildet  hat.  In  der  Potentialtbeorie  haben 
wir  es  mit  dem  Problem  der  Bestimmung  einer  Funktion  U  zu  tun, 
die  außer  d^i  gewöhnlichen  Stetigkeitsbedingungen  in  allen  Paukten 
innerhalb  ein«:  gegebenen  Begrenzung  der  Gleichung 

V*D"=0  (4) 

gMiügt')  und  überdies  die  Eigenschaft  besitzt,  daß  in  jedem  Punkt 
der  Oberfläche  entweder  a)  t^  selbst  oder  b)  -=-  einen  vorgeschriebenen 
Wert  annimmt.    Im  Falle  b)  muß  das  Oberflächenintegral  1  j  .     rfS, 

genommen  über  die  B^ip^nzung,  verschwinden,  und  ia  diesem  Fall 
ist  die  Funktion   U  bis  auf  eine  willkürliche  Konstante  bestimmt. 

Zwei  Wege  sind  es  hauptsächlich,  auf  denen  man  diese  Probleme 
anzugreifen  vermag;  wir  können  sie  als  die  Keibenmethode  und  die 
Singularitätenmethode  bezeichnen.  Um  die  Reihenmethode  zu  er- 
läutern, betrachten  wir  den  Fall  einer  Kugelfiäche.  Es  existiert  eine 
unendlich«  Reihe  von  Funktionen,  von  denen  jede  rational,  ganz  und 
homogen  in  x,  y,  z  ist  und  die  Gleichung  (4)  befriedigt.  Der  Ursprung 
falle  in  den  Mittelpunkt  der  Kugel,  a  sei  der  Radius  der  Kugel  und 
r  bezeichne  den  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  vom  Ursprung. 
Jede  der  obigen  Funktionen  kann  in  der  Form  r'S^  ausgedruckt 
werden,  wo  n  eine  ganze  Zahl  und  S^,  von  r  unabhängig,  eine  Funk- 
tion des  Ortes  auf  der  Kugel  ist  Die  Funktionen  S^  haben  dann  die 
Eigenschaft,  daß  eine  willkürliche  Funktion  des  Ortes  auf  der  Kugel 
sich  durch  eine  unendliche  Reihe   von  der  Form  ^Ä„S„  ausdrücken 

1  =  0 

1)  Eine  FnaktioD  von  dieser  Beschaffenheit  nennt  man  „barmoniach"  in 
dem  Bereich  innerhalb  der  g^n^ebenen  Bef^reninng. 
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läfit.  Die  Möglichkeit  der  Entmcklung  knfipft  sich  an  die  koiija- 
gierte  Eigenschaft  der  Fanktionen  £„  die  durch  die  Gleichung 

.£LdS  -  0  (5) 

ausgedrückt  ist.  Die  Funktion  U,  die  im  Innern  einer  Engel  r  —  a 
der  Gleichung  (4)  genfigt  und  an  der  Oberäache  die  Werte  einer  will- 
kürlichen Funktion  annimmt,  läßt  sich  ausdrücken  in  der  Form 

U^2  ■^'  ■!  s.. 

■  -0  a 

Wenn  das  Oberflächenintegml  der  willkürlichen  Funktion  über  die 
£agel  rerschwindet,  so  Fehlt  in  der  Entwicklung  das  Glied  Tom  Oiade 
noU  (d.  h.  der  konstante  Tenn).  Die  Funktion  17,  die  der  Gleichung  (4) 
für  r  <  a  genügt  und  die  Eigenachail  besitzt,  dafi  8U/Sv  auf  der 
Kugel  r  ^a  Torgeflchriebeoe  Werte  annimmt,  drückt  sich  aus  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form 


v-2  \- 


Die  Anwraidung  der  Reihenmethode  auf  die  Elaatizitätstheorie 
werden  wir  im  nächsten  Kapitel  behandeln. 

Die  Singularitätenntethode  stOtzt  sich  wesentlich  auf  das  als 
Greenscher  Satz  bekannte  Reziprozitätatheorem: 

f  f  f{UV'r-V7»U)dxdydg~-  fffüH-  V^)dS,      (6) 

worin  ü  und  V  zwei  beliebige  Funktionen,  die  innerhalb  eines  räum- 
lichen Bereichs  den  gewöhnlicben  Stetigkeitabedingungen  genügen;  die 
Raumintegration  ist  über  jenen  Bereich  (oder  einen  Teil  desselben), 
die  OberSächenintegration  über  die  Begrenzung  des  Bereichs  (oder 
des  Teils  derselben)  erstreckt.  Die  Normale  v  ist  nach  außen  ge- 
richtet. Die  Methode  stützt  sich  femer  auf  die  Existens  einer  L5- 
song  von  (4),  die  in  einem  bestimmten  Punkt  eine  einfache  Unend- 
lichkeitsstelle  (Pol)  hat;  eine  derartige  Lösung  ist  1/r,  wo  r  die  Ent- 
fernung von  jenem  Punkte  bezeichnet.  Führen  wir  für  V  die  Funktion 
1/r  und  als  räumlichen  Bereich  das  Gebiet  ein,  das  nach  außen  von 
einer  gegebenen  Fläche  S  imd  im  Innern  von  einer  Kugel  S  mit  dem 
Ursprung  von  r  als  Mittelpunkt  begrenzt  ist,  tind  gehen  zur  Grenze 
über,  indem  wir  den  Radius  von  S  unbegrenzt  abnehmen  lassen,  so 
erbalten  wir  aus  (6)  die  Gleichung 


'J/cv  aus- 
stellt das 
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sodaß  U  esplicite  durch  die  OberSächeuwerte  von  V  und  cUjiv  aus- 
gedrückt eracheiut.     Das  Glied,  das  r/Ucv  explicite  enthält,  stellt  das 
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Potential  einer  „einfachen  Schicht"  nnd  dasjenige,  welches  V  expttcite 
enthält,  das  Potential  einer  „Doppelschicht"  dar.  Im  allgemeinen 
können  die  Oberflachen  werte  von  V  und  dVjiv  nicht  gleichzeitig  vor- 
geschrieben werden;  der  nächste  Schritt  ist  demgemäß  die  Elimination 
von  TJ  oder  von  c  U/äv  ~  derjenigen  Größe,  die  nicht  gegeben  ist.  Dies 
gelingt  durch  Einföhnmg  der  sogenannten  „Greenschen  Funktionen". 
Eine  Funktion  G  »ei  durch  folgende  Bedingungen  definiert:  1)  sie 
sei  in  allen  Punkten  innerhalb  S,  außer  im  Ursprung  von  r,  hu'mo- 
nisch,  2)  sie  besitze  in  diesem  Punkt  einen  einfachen  Pol  mit  dem 
Residuum  eins,  3)  sie  verschwinde  in  allen  Punkten  von  S.  Die 
Funktion  G  möge  schlechtbin  als  die  „Greensche  Funktion  fOr  die 
betr.  Fläche  und  den  betr.  Punkt"  bezeichnet  werden.  Die  Funktion 
G  ~  1/r  ist  innerhalb  S  harmonisch  und  in  allen  Punkten  von  S 
gleich  —  1/r,  und  wir  haben  die  Gleichung 


M' 


Vl:(a-i)-(G-i-)mdS-0. 


Da  G  in  allen  Punkten  von  iS  verschwindet,   so  finden  wir,   daß  (7) 
sich  folgendermaßen  schreiben  läßt: 


4xU 


■-fful'^äS.  (8) 


Somit  kann  U  durch  seine  Oberflächenwerte  ausgedrückt  werden,  wenn 
G  sich  ermitteln  läßt. 

Sind  an  der  Oberfläche  die  Werte  von  HU/iv  gegeben,  so  führen 
wir  eine  Funktion  T  ein,  die  durch  folgende  Bedingungen  definiert 
ist:  1)  sie  sei  in  allen  Punkten  innerhalb  S,  außer  im  Ursprung  von 
r  und  einem  vorgegebenen  Punkt  Ä,  harmonisch,  2}  sie  besitze  in 
diesen  Punkten  ein&che  Pole  mit  den  Residuen  -{-  1  und  —  1,  3)  cr/(v 
verschwinde  in  allen  Punkten  von  S.    Wir  erhalten  für  U  die  Gleichnng 

4^{V^v^)-fJ'r'^ds.  (9) 

Sonach  kann  ü  tatsächlich  durch  die  OberfiUchenwerte  von  f  ü/cv 
angedruckt  werden,  wenn  F  bekannt  ist  Die  Funktion  f  wird  zu- 
weilen die  „zweite  Greensche  Funktion"  genannt. 

Die  Greensche  Funktion  G  für  eine  bestimmte  Fläche  und  einen  be- 
stimmten Funkt  kann  man  deuten  als  das  elektrische  Potential,  das  von 
einer  punktfiiniiigen  Ladung  bei  Gegenwart  einer  niehtisolierten  leitenden 
Fläc-be  hemihrt.  Die  zweite  Greensche  Funktion  F  für  eine  bestimmte 
Fläche,  einen  Punkt  P  und  einen  vorgegebenen  Punkt  A  kann  man  deuten 
als  das  Geschwindigkcitspotential  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  inner- 
halb  starrer  Wände,   das   von  einer  Quelle   und  Senke  in  P  und  A  her- 
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rührt  Die  Fanktionen  G  und  Fsind  ßr  einige  wenige  FläcLen,  von  denen 
Ebene  und  Eugel^)  die  wichtigflten  sind,  bekannt. 

Die  Existenz  Greenscher  Funktionen  für  beliebige  FlScheu  und  die 
Existenz  von  Funktionen,  die  innerhalb  einer  B^renzung  hannonificb  sind 
und  an  der  OberflBcbe  vorgeachriebene  Werte  annehmen  bezw.  vorgeschrie- 
bene Werte  der  Ableitung  nach  der  Normalen  haben,  ist  nicht  ohne  wei- 
teres evident.  Die  Versuche,  die  betr.  E listen ztheoreme  zu  beweisen,  haben 
zu  einer  höchst  interessanten  mathematischen  Theorie  ÄnlaS  gegeben,  llan 
hat  Methoden  ereonnen,  um  die  l'Wktionen  durch  einen  konvergenten  Prozeß 
tatsächlich  zu  konstruieren^);  diese  allerdings  ziemlich  verwickelten  llethoden 
haben  sich  bei  gewissen  Klassen  von  Flachen  (z.  B.  bei  überall  konvexen 
Flachen)  als  erfolgreich  erwiesen,  sofern  für  den  Grad  der  Willkürlichkeit 
der  vorgeschriebenen  Oberflachen  werte  zweckmäßige  Beschränlniiigeii  ein- 
geführt werden. 

Ähnliche  Existeuetheoreme  kommen  in  der  Elastizitfttstheorie  in  Frage; 
doch  ist  man  mit  den  Beweisen  noch  verhttltnismafiig  wenig  fortgeschritten. 

§  159.  Soblldening  der  BettlBclL«ii  lategrationemettiode. 
Die  Übertragung  der  Siugolaritätenmethode  auf  die  Elastizitäts- 
theorie gab  Betti*),  der  für  die  Dilatation  A  und  die  Drehung  {m^, 
S  5Jj)  Formeln  entwickelte,  die  der  Gleichung  (7)  analog  sind  und 
ezplicite  die  Oberflächenspannungen  und  Oberflächenverschiebungen 
enthalten.  In  diesen  Formeln  treten  spezielle  Yerschiebungsaysteme 
auf,  die  in  Eap.  VUI  erhalten  vurden.  Da  A  harmonisch,  ao  lassen 
sich  die  Gleichungen  (1)  wie  folgt  schreiben: 

V*[m  +  i(l  +  Xffi)xA]  =  0,  usw.;  (10) 

die  Bestimmung  von  u,  v,  w  ist  somit,  weim  A  bekannt  ist  und  die 
Oberflächen  werte  von  m,  v,  w  vorgeschrieben  sind,  auf  ein  Problem 
der  Potentialtheorie  zurückgefQhrt.  Sind  die  Oberflächenspannungen 
(X„  r,,  Z,)  vorgeschrieben,  so  bemerken  wir,  daß  die  Grenz bedtngungen 
sich  folgendermaßen  schreiben  lassen: 

lü,coe(y,v),u.w;  (11) 

wenn  also  A  und  Sl,,  W^,  W^  gefunden  sind,  so  sind  die  Oberflächen- 
werte  von  liij(v,  ivjiv,  rw/iv  bekannt,  und  das  Problem  ist  wiederum 
auf  ein  Problem  der  Potentialtheorie  zurückgeführt.  Wesentlich  an 
der  Bettischen  Integrationsmethode  ist  sonach  die  Bestimmung  von  A 
und  von  ET^,  SJ^,  <S^  aus  den  vorgeschriebenen  Oberfl ach enversc hie- 
bungen oder  Oberflächenspannungen  mittels  spezieller  Hilfslösungen, 
die  den  Greenschen  Funktionen  analog  sind. 

1)  Siehe  z.  B.  Masweil,  EleHricity  and  Magnetim ,  2.  Anfl.,  Oxford  1*<81, 
und  W.  H,  HickB,  Fhil.   Tran».  Roy.  Soc,  vol.  171  (1880). 

2)  Siehe  z.  B.  Poincar^,  Theorie  du  polentiel  Newtonim,  PariB  1639. 
8)  Siehe  Einleitung,  FuSnote  65. 
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§  160.   Formel  ffir  die  Dilatation. 

Die  zu  (7)  analoge  Formel  kann  mit  Hilfe  des  in  g  121  be- 
wiesenen ReziprozitätaÜieorenis  abgeleitet  werden.  Wenn  keine 
Massenklüfte  wirken,  nimmt  das  Theorem  die  Form  an 

ff{xy  +  Yy  +  zx)ds  ~ff{x;u  +  r>  +  z;tp)ds,  (12) 

worin  (m,  v,  w)  eine  den  Gleichungen  (1)  genügende  Verschiebung 
und  X,,  y.,  2,  die  entsprechenden  OberÖächenspannungen,  femer 
(u'f  v',  w')  ein  zweites  Verschiebungssystem  und  X^',  Y^,  Z^  die  ent- 
sprechenden Oberfiächenspannungen.  Die  Integration  ist  über  die 
Oberfläche  eines  Bereichs  erstreckt,  innerhalb  dessen  u,  v,  ws  und 
«',  v,  vi'  den  gewöhnlichen  Stetigkeitsbedingungen  und  den  Glei- 
chungen (1)  genügen.  Für  «',  v',  mi'  setzen  wir  die  in  (20),  §  132, 
gegebenen  Ausdrücke.  Wir  bezeichnen  dieselben,  unter  Weglassung 
eines  Faktors,  abkürzend  mit  Ug,  Vg,  -w^  dnd  die  entsprechenden  Ober- 
flächenspannungen mit  X,W,  Y^'>  Z^'^.    .Wir  schreiben 

der  fr^iche  Bereich  muß  dann  im  Innern  durch  eine  geschlossene 
Fische,  die  den  Ursprung  von  r  umgibt,  begrenzt  sein.  Wir  nehmen 
au,  diese  Fläche  sei  eine  Kugel  S,  und  wollen  zur  Grenze  Übergehen, 
indem  wir  den  Radius  dieser  Kugel  unbegrenzt  abnehmen  lassen. 
Als  äußere  B^renzung  des  Bereichs  werden  wir  die  Oberfläche  S  des 
Körpers  annehmen. 

Da  die  Werte  von  cos  (a;,  v),...  auf  S  gleich  —xjr,  —  y/r, 
—  ejr  sind,  so  liefert  £  zur  linken  Seite  von  (12)  den  Anteil 
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:     //[^^+^''(f^^:+ ,'."11+';  !")]"• 

ist.  Alle  Integrale  vom  TyptiB  j  jyedS  verscliiriiideii,  und  jedes  der 
Integrale  vom  Typus //  x*dS  ist  gleich  -J-43Er*;  somit  ist  der  Grenz- 
wert des  obigen  Ausdrucks,  wenn  der  Radius  von  £  unbegrenzt  ab- 
nimmt, gleich  43t(A  4- ■5fi)(A)o,  wo  (A)^  den  Wert  von  A  im  Ur- 
sprung Tön  r  bezeichnet. 

Da   andererseits  die  Werte   von   XJf\   Y}°\  Z}"'^  durch  Formeln 
vom  Typus 

X;m  -  2^  [«« {,,  v)  A  +  »0.  (jr,  v)  A  +  »OS  (,,  V)  A]  ^ 
aosgedrOckt  sind,  so  liefert  S  zur  rechten  Seite  von  (12)  den  Anteil 

j-cy  +  Wi   . 


^H- 


-dS. 


Nun  Terschwinden  Integrale  wie  jJxdZ;  wir  entwickeln  daher 
die  Funktionen  u,  v,  w  in  der  Umgebung  des  Ursprungs  tou  r  in 
Keihen  von  der  Form 

und  brechen  mit  den  ersten  Potenzen  von  x,  y,  z  ab.  Dann  geht 
beim  OrenzObergang,  wenn  der  Radius  von  S  unbegrenzt  abnimmt, 
obiger  Anteil  Über  in 

oder  ~ --jt;i(A)o.     Gleichung  (12)  liefert  daher  das  Resultat 

4ä(A  +  2ft)  (A)o  =  ,/Jl(X  Wm  +  r  W«  +  ZJ-^hc) 

-  (X,Uo  +  Y,Vo  +  Z,xc^)\dS.         (U) 
Die  Formel  (14)  bildet  mit  bezug  auf  die  Dilatation  das  Analogoii 

Diese  Formel  wurde  hier  durch  ein  rein  analytisches  Verfahren 
sl^eleitet;   man   kann  zu   ihr  aber   auch   auf  synthetischem  Wege') 

1)  3.  Dougall,  EdirOntrgh  Math.  Soc.  Proe.,  toI.  16  (1898).  Wie  Bettii  Re- 
npronUta^ieorein  zeigt,  ist  die  Arbeit,  die  von  den  Siiatwaagen  £,.■- .aofdie 
Oberfl&che  S  l&ngi  der  Vencbiebnng  (iig,  v,,  «r„)  geleistet  wird,  gleich  der  Ai- 
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durcli  Deutung  der  Verschiebung  (mq,  v^,  w„)  gelaogen.  Diese  Ver- 
Echiebung  wQrde  in  einem  Eörper  (der  durch  geeignete  Oberääehen- 
kräfte  gebalten  wird)  durch  gewisse  im  Ursprung  von  r  angreifende 
Kräfte  hervoi^e bracht  werden  können.  Im  Ursprung  seibat  mögen 
Kräfte  je  von  der  GrS£e  P  in  den  positiven  Richtungen  der  Koordi- 
natenachsen angebracht  werden,  und  gleiche  und  entgegengeeetste 
Kräfte  mögen  in  den  negativen  Richtungen  der  {x,  y,  £)-Äch8en  be- 
zflglich  in  den  Punkten  (A,  0,  0),  (0,  h,  0),  (0,  0,  A)  angreifen.  Wir 
wollen  zur  Grenze  flbergehen,  indem  wir  P  unbegrenzt  wachsen  und  7* 
in  dem  Maße  unbegrenzt  abnehmen  lassen,  daß  lim  Ph  =  4:t{}i  -\-  S/i). 
Aus  §  132  wissen  wir,  daß  dann  die  Verschiebung  («(,,  v^,  w^)  ein- 
tritt, und  die  Arbeit,  die  von  obigem  System  in  und  nahe  bei  dem  Ur- 
sprung angreifender  Kräfte  längs  der  Verschiebung  (u,  v,  w)  geleistet 
wird,  ist  offenbar  gleich  —  4a(?,  +  2it)(A\. 

g  161.   Berechniuig  der  Dilatation  ans  Oberfl&chendaten. 

a)  Wenn  die  Oberäächen Verschiebungen  vorgeschrieben  sind,  so 
sind  M,  V,  w  in  allen  Punkten  von  S  gegeben,  aber  X„  Y^,  Z^  sind 
nicht  gegeben.  In  diesem  Falle  suchen  wir  eine  Verschiebung,  die 
in  allen  Funkten  innerhalb  S  den  gewöhnlichen  Stetigkeitsbedingungen 
und  den  Gleichungen  (1)  genflgt  und  in  allen  Punkten  von  S  gleich 
(»(„rgjM'g}  wird.  Diese  Verschiebung  bezeichnen  wir  mit  («„',  jj^',  Wj')  und 
die  entsprechenden  Oberttächenapannungen  mit  X^''*',  IV'"';  Z^'^'>.  Wir 
können  dann  das  Reziprozitätstbeorem  auf  die  Verschiebungen  (u,v,u'') 
und  (Wfl',  tJfl',  M'a')»  *^^^  innerhalb  S  keine  Singularitäten  besitzen,  an- 
wenden und  erhalten  das  Resultat 

ffiX^i^hi  +  r/Wr  +  z;^'>^u!)dS-^JfiXX+  Y,v;  +  Z,w^')dS 

=ff{X,u,  +  Y,v,+Z^w,)dS. 

Wir  können  daher  Gleichung  (14)  in  der  Form  schreiben 

4ä(A  +  2^)  (A)„  =JJ[(X,(»)  -  X/C))«  +  (?„('"  -  y.'W)« 

+  (z,(»)  -  z;m)w]rfs. 

Die  Größen  X^'"'  —  -^.'"'f  ■  ■  -  S'i^  die  aus  den  Verschiebungen 
»Q  —  t(g', , . .  berechneten  Oberflächenspannungen  und  bedeuten  daher 
die  Spannungen,  die  nötig  sind,  um  die  Oberfläche  festzuhalten,  wenn 
sich  im  Ursprung  von  r  ein  „Kompressionszentrum"  befindet.  Um 
also  die  Dilatation  in  einem  beliebigen  Punkt  zu  flnden,  müssen  wir 

beit,  die  von  gewiBBen  in  und  nahe  bei  dem  Ursprung  angreifenden  Klüften  längs 
der  Terachiebung  (u,  v,  lo)  geleiitet  wird,  samt  der  Arbeit,  die  die  Spannungen 
Jf,*", . . .  auf  die  Oberfläche  S  längs  derselben  VerBchiebnng  leiaten. 
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die  OberäücbenepanniuigeD  berechnen,  die  nötig  sind,  um  die  Ober- 
fläche festzuhalten,  wenn  sieb  in  dem  Punkte  ein  Kompressionszentrum 
befiadet;  und  zu  diesem  Zweck  mQssen  wir  eine  Verschiebung  be- 
otimmen,  welche  1)  fiberall,  auSer  in  jenem  Punkte,  den  übUchen 
Stetigkeitsbediugungen  und  den  Gleichangen  des  Gleichgewichts  ge- 
nügt, 2)  in  der  Nahe  des  Punktes  dem  Wert  unendlich  zustrebt,  wie 
wenn  sich  ein  Eomprossionszentrum  in  dem  Punkte  befände,  3)  nn 
der  Oberfläche  versehwindet.  Letztere  Verschiebung  bildet  ein  Ana- 
logen zur  Greenschen  Funktion. 

b)  Wenn  die  Oberflächenspannungen  gegeben  sind,  so  bemerken  wir 
zunächst,  daß  XJ-''\  YJ-''^  ZJ-"^  ein  System  von  Oberflächeuspannungen 
bilden,  das  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts  eines  starren  Körpers 
genügt,  («o",  Vfi",  Wo")  sei  die  Verschiebung,  die  diese  Oberflächen- 
spannungen in  dem  Körper  hervorrufen.  Wir  können  auf  die  Ver- 
schiebungen («,  v,«i)  und  (V,  V>  Wo  )j  'i'ö  innerhalb  S  keinerlei 
Singularitäten  besitzen,  das  Reziprozitätstheorem  anwenden  und  er- 
halten das  H«Bultat 

fj\xj^u  +  YJ^v  +  ZJ.'»u^äS  ~  fj\xX'  +  YX'  +  K<yS; 

wir  können  dann  die  Gleichung  (14)  in  der  Form  schreiben 

4«:a  +  2^)  (£,),  =ff{  XXK'  -  «„)  +  Y,iv,"  -  V,) 

Um  also  die  Dilatation  in  einem  beliebigen  Punkt  zu  finden, 
müssen  wir  die  Verschiebung  bestimmen,  die  in  dem  Körper  eintritt, 
wenn  die  Obei-fläche  spannungsfrei  ist  und  in  jenem  Punkte  sich  ein 
Dilatationszentrum  befindet.  Diese  Verschiebung  ist  (mo'  — "oi  *'o"^''ot 
M„"  — K'o);  sie  bildet  ein  Analogon  zur  Greenscben  Funktion. 

Die  Dilatation  läßt  sich  bestimmen,  wenn  die  Verschiebung 
("o  j  "o '  "'o")  gefunden  werden  kann.  Sind  die  entsprechenden  Ober- 
flächenspannungen gegeben,  so  ist  diese  Verschiebung  unbestimmt,  in- 
sofern irgend  eine  kleine  in  einem  starreu  Körper  mögliche 
Verschiebung  über  sie  überlagert  werden  kann.  Aus  Gleichung  (16) 
ist  leicht  zu  erkennen,  daS  diese  Unbestimmtheit  den  Wert  der  Dila- 
tation nicht  berührt. 

§  163.  Formeln  fOr  die  DrelmngBkonijKinenteii. 

Wir  wenden  die  Formeln  (12)  auf  einen  Bereich  an,  der  nach  außen 
von  der  OberflSche  S  des  Körpers  und  nach  innen  von  der  Oberfläche  £ 
einer  kleinen,  den  Ursprung  von  r  umgebenden  Kuj;e]  begrenzt  ist,  und 
ftihren  fttr  («',  v',  «■')  die  in  (22),  §  132,  gegebene  Verschiebung  ein.  Wir 
bezeichnen  diese  Verschiebung,  unter  Weglassung  eineri  Faktors,  abkürzend 
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mit  (w^,  l•^,  tc^)'■)  nnd  di«  «ntsprechendea  OberflAcheDspaimuiigeii  mit 
^,^*\  i'/',  2,'*'-     Wir  schreiben 

(«.,...«j-(«,  %^,  -'i^y       (17) 

Die  Anteile,  die  £  zur  linken  und  rechten  Seite  von  (12)  liefert,  lassen 
sich  nach  dem  Verfahren  von  §  160  berechnen.  Wir  finden,  daß  der  zur 
linken  Seite  geliefert«  Anteil  verschwindet  und  daß  der  Anteil  zur  rechten 
Seite  gleich  8«fi((iJ,)„  ist,  wo  (sr^.),,  den  Wert  von  'S^  im  Ursprung  von 
r  bedeutet.     Wir  erbeten  daher  die  Formel 

8reft(Eir^)p 
"ffi  ^'"*  +  ^r"*  +  ^v'"*)  -  W*^'*  +  V*^^  +  ^,.***«') )  ^S,        (18) 

die  zu  (7)  analog  ist.  Zu  demselben  Resultat  gelangen  wir  durch  die 
Überlegung,  daß  (u^,  v^,  w^  nichts  anderes  ist  als  die  Verschiehnng,  die 
von  den  im  Ursprung  in  der  positiven  y-  und  der  negativen  f-Biohtnng 
ajigreifendeti  Kräften  infi/h  und  den  gleichen  und  entgegengesetzt^! 
Kräften  in  (0,  0,  h)  und  (0,  A,  O)  herrührt,  wobei  h  unbegrenzt  ab- 
nehmend gedacht  ist.  Die  Arbeit,  die  von  diesen  Kr&ften  längs  der  Ver- 
schiebung   («,  V,  w)    geleistet    wird,    ist    offenbsJ-    in    der    Grenze    gleich 

4nfi(T 'ä~) '     ^^   ^t  '"'^   ^'  ^''^*''   ^'^'^  Formeln   vom   gleichen 

Typus  wie  (18)  hinschreiben. 

§  163.  Bemhniuig  der  Drebimg  ans  OberfläolieiLdaton. 

a)  Wenn  die  Oberflächen  Verschiebungen  gegeben  sind,  fuhren  wir  eine 
Verschiebung  (u^',  vj,  1P^)  ein,  die  den  üblichen  Stetigkeitsbedingungen 
und  den  Gleichgevricbtsgleichungen  (1)  genügt  und  an  der  Oberfläche  den 
Wert  (u^,  v^,  tc^  annimmt;  wir  bezeichnen  die  entsprechenden  Ober- 
flächenspannungen mit  X/'*',  r,'(*l,  2/'".  Gleichung  (18)  laßt  sich  dann 
schreiben 

=ff{ix;w~x,i*y)u  +  (r;<*^-Y,^*i)v+(z;i'>-z,i*i)w}dS;  (19) 

hierin  bedeuten  die  Größen  X,''*'  —  Xj*^  die  Oberflächenspannungen,  die 
nötig  sind,  um  die  Oberfläche  fest  zu  halten,  wenn  im  Ursprang  ein 
Rräilepaar  vom  Moment  8nft  um  die  ^c-Achse  in  der  Weise  angebracht 
ist,  daß  dieser  Punkt  ein  „Zentrum  einer  Rotation  um  die  x-Achse'*  wird. 
Die  entsprechende  Verschiebung  ("4— ««i  "/—"*)  «*«' — *"*)  bildet  das 
Analogon  zur  Greenschen  Funktion. 

l)  Diese  Bezeichnung  ist  im  Einklang  mit  der  Bezeichnung  (h,,  v,,  (c,),  . . . 
Von  g  18!  für  die  von  gewissen  gleich  eins  angenommenen  Eiftften  berrShtend* 
Verschiebung  gewählt. 
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b)  Wenn  die  Oberflächen  spannmigeii  gegeben  sind,  so  bemerken  wir 
znnBcIüt,  daß  die  Spannungen  Xj^\  T,^*\  Zj^\  weil  sUtiach  mit  einem 
ErOftepaar  gleichwertig,  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts  eines  starren 
Körpers  nicht  genflgen  nnd  daS  daher  keine  Vetschiebnng  existiert,  die 
die  Üblichen  Stetigkeitsbedingtingen  und  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts 
erflUlt  und  flberdiea  mit  Oberflächenspannungen  vom  Betrage  X,'-*\  .  .  . 
verbunden  ist.*)  Wir  mflssen  in  einem  bestimmten  Punkt  A  ein  zweites 
Rotationszentrmn  einfahren  und  zwar  so,  daß  das  Eriftepaar  in  A  dem- 
jenigen im  Ursprung  von  r  gleich  und  entgegengesetzt  ist  Sei  u/^', 
r/^\  w«'"  ^'^  Terscbiebnng,  die  von  einem  Botationszentrum  in  A  mit 
zur  :c- Achse  paralleler  Achse  herrührt,  sodaB 

W-',»."",  «■."') -(o,     *jV,     -%\-).  (20) 

WO  r^  den  Abstand  von  Ä  bedeutet.  Wir  bezeichnen  mit  X,"**',  1","'*', 
Z^"l*'  die  aus  der  Verschiebung  (m^  —  «/^'i  f 4  —  v^''^',  »^  —  Wj*'*')  be- 
rechneten OberflBchenapannujDgen.  Die  Bedingungen  dea  Gleichgewichts  eines 
starren  ECrpers  werden  von  diesen  Spannungen  befriedigt  {v^',  v^',  w/') 
sei  die  Verschiebung,  die  den  üblichen  Stetigkeitsbedingungen  und  den 
Gleichgewichtsgleichungen  genügt  und  Oberdies  die  Oberflächenspannungen 
Z,"'*',  - . .  veranlaßt.  Bezeichnen  wir  dann  mit  (sfJ^  den  Wert  von  w, 
im  Punkte  A,  so  erbalten  wir  durch  das  bereits  bei  Ableitung  von  (18) 
benutzte  Verfahren  die  Gleichung 

8'«C|(5>.).-(S>J^I 

-jJ[(X.(«.-  »,M)  +  . . .)  -  (X,"l').  +  ...l]dSi 

hieraus  wiederum  gewinnen  wir  die  Gleichung 

8  «^  { (sr,),  -  (15,) J -jj{  X,  («.-«;")- u,") 

+  r,(p^  -  f.('"  -  p/) + z,(w*  -  w*'-*'— tc*")  1  ds.     (21) 

Die  Größen  «^  —  m^'^'  —  u^',  .  .  .  sind  die  Verschiebungskomponenten,  die 
in  dem  Körper  von  gleichen  und  entgegengesetzten  Botationszentren  im 
Ursprung  von  r  nnd  im  Punkte  A  mit  zur  a;-Achse  parallelen  Achsen 
hervorgerufen  werden,  wenn  die  Oberfläche  spannungsirei  ist.  Diese  Ver- 
schiebung bildet  ein  Analogon  zur  zweiten  Greenschen  Funktion. 

Laßt  sich  eine  derartige  Verschiebung  {w^",  v^",  w^')  ermitteln,  so 
kann  die  Drehung  bestimrat  werden.  Die  Unbestinmitheit,  die  filr  diese 
Verschiebung  ans  dem  Umstände  sich  ergibt,  daß  die  Oberflächenbediugungen 
sich  auf  die  Spannungen  beziehen,  hat  auf  den  Wert  der  Drehung  keinen 
Einfluß;  dagegen  ist  die  Unbestimmtheit,  die  von  der  additiven  Konstanten 
(f5,)_j  herröhrt,  von  der  bereits  in  §  157  besprochenen  Art. 


1)  J.  Dongall;  ioc.  dt.  p.  267. 
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§  164.  Von  einer  Ebene  be^enzter  Eörper.  —  Formeln  für  die 
Dilatation. 

Die  Schwierigkeit,  die  Integration  der  Gleichungen  in  ii^nd 
einem  speziellen  Falle  du rchzuf Ohren,  knüpft  sich  an  die  Auffindung 
der  Funktionen,  die  oben  mit  M(,',  w^",  u^\  . . .  bezeichnet  wurden. 
Wenn  die  Begrenzung  des  Körpers  von  einer  Ebene  gebildet  wird, 
lassen  sich  diese  Funktionen  bestimmen.*)  Wie  bereits  (in  §  135) 
bemerkt  wurde,  kann  man  die  lokalen  Wirkungen  vou  Kniften,  die 
an  einem  kleinen  Teil  der  Überlebe  eines  Körpers  angreifen,  aus 
der  Lösung  des  Problems  des  Halbranms  ableiten. 

Die  begrenzende  Ebene  sei  e  —  0,  nnd  der  Körper  liege  anf  der 
Seite,  auf  der  ?  >  0.  Sei  {x',  y,  s)  ein  beliebiger  Punkt  des  Körpers, 
(«',  y,  —g')  das  optische  Bild  dieses  Punktes  bezüglich  der  Ebene 
e  =  0,  und  seien  r,  It  die  Abstände  eines  Punktes  (^x,  y,  z)  von 
diesen  beiden  Punkten.  Zur  Bestimmung  der  Dilatation  bei  gegebenen 
OberflächenverschiebungeD  brauchen  wir  eine  Verschiebung  (m^',  t'o',  ic^,'), 
die  im  Berich  j;  >  0  den  üblichen  Stetigkeitsbedingungen  und  den 
UleichgewichtsgleichuDgen  (1)  genagt  und  außerdem  auf  der  Ebene 
«  =  0  den  Wert  (Ufl,  v^,  «-J,  d.h.  (ßr-^/gx,  cr~'-/cy,  cr-^jdz),  oder 
was  dasselbe  heißt,  den  Wert  {iR-^ßx,  cR-^/cy,  ~?E~^/dB)  an- 
nimmt Ea  läßt  sich  leicht  zeigen'),  daß  die  Funktionen  m^',  «o'  w^' 
durch  die  Gleichungen  gegeben  sind 

1)  Die  AjiweDdnng  dar  Bettischeu  Methode  auf  das  Problem   der  Ebene 
wurde  von  Cerrnti  gegeben.     (Siehe  Einleitung,  Fußnote  08.) 
21  In  der  Tat,  aetxen  wir  u,,',  r,',  «■„'  in  der  Form  an 

,      aS"'    ,       ,        .      3B-'    ,       .         .  iB-^   , 

"•— ^.-  +  -'    ''-    oy    +"'    «■.— ■•^,-+'-. 

so  erhalten  wir  für  ti',  i'',  tc'  die  Gleichaugen 
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», j-  -  +  i 


1+1.   a-ji- 

1+«|.'  iydt 

l  +  M     3'fi- 
1  +  8(1*     az' 


(22) 


Die  aas  der  Yerachiebung  (Ug,  Cq,  w^  berechneten  Obarflächen- 
spannungen  X,™  Y^'°\  2,'*'  auf  die  Ebene  «  —  0  sind,  da  cosf«,  v) 
—  —  1,  durch  die  Gleichangen  gegeben 

die  &ne  der  Verschiebung  («,',  v^',  u?^')  berechneten  Oberffichen- 
apannimgen  X^''^,  . . .  auf  die  Ebene  iv  —  0  drOcken  sich  ans  durch 
die  Oteichnngen 


+  2"-; 


-2cf 


(24) 


Wir  bemerken,  daß  X,'"»,  r,'",  Z,'<»>  bezOgUcli  gleich  den  Pro- 
dukten Ton  Z,™,  T,'",  Z,"'  und  dem  ZeUenfsktor  -(1  +  (!)/(*  +  '/■) 
Bind,  äaä  mithin 

(".",  V.  <•)  -  -  (a  +  3c)/('  +  c)iw,  v,  ».■)■ 

Hieraas  folgt,  daß,  wenn  die  Oberfläcbenverschiebongen  gegeben  sind, 
der  Wert  von  A  im  Punkte  (x',  j/',  i^)  ausgedrOckt  ist  durch  die 
Gleichung 


dietelben  wetdeo  s&mtlich  befriedigt  von 


"1  +  8^ 


"1  +  8^     ^ya« 


l  +  8(i      9«» 


denn  dieM  Funktionell  sind  bannoniBoh  und  ganflgen  der  Bedingong 
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^ = - w^JMh^''+ Sä,' • + %^-h^o.  w 

wo  die  Integration  über  die  (x,  y)-Ebene  ausgedehnt  ist  Sind  die 
Oberfiäcbenspannnngen  gegeben,  so  bat  A  im  Punkte  (x',  /,  /)  den 
Wert 

-^  -  -  i^^JS{^.--u~  +  i-.'ar  +  ^-'-W^)  "«""■    w 

§  165.  Von  einer  Ebene  begrenster  ESrper  —  gegeben  die 
Oberfläobenversohlebongen. 

Die  Formel  (25)  ftlr  die  Dilatation  in  (af,  /,  /)  läßt  sieb  schreiben 

Führen  wir  vier  Funktionen  L,  M,  N,  <t>  durch  die  Definition 
L~C  C~äxdy,    M=C  C^dxdy,     N^f  C^  dxdy,\ 


ein,  90  Bind  diese  Funktionen  von  3^,  ^,  z'  auf  jeder  Seite  der  Ebene 
/  —  0  harmoniBch,  und  in  dieser  Ebene  haben  u,  v,  to  die  Werte 
um  —  o  -  ^-r ,     lim  —  „      -  ,- ,     lim  —  s-  ö-t ■    A  hat  in  (a; , « , «  1  den 

Wert  — "irxä"!  3  ■>  '^'"^  '^'^  Gleichgewichtsgleiohungen  lassen  sieb 
schreiben 

'"[«-..r+M'- 3  =  0.1 

WO 

V'»  =  ?Vf«'*  +  '^*ßy'*  +  ^V^^'- 

Die  drei  Funktionen 

«-{(^  +  M)/2TtA  +  3p))/(f0/g3;')    usw. 
sind  im  Gebiete  0' > 0  harmonisch  und  nehmen  auf  der  Ebene  z  ^Q  die 
Werte  — ^«~^(cZ/f^/),.. .  an.  Letztere  Funktionen  sind  in  demselben  Be- 
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reiche  selbst  harmoniecli.    Daraus  folgt,  daß  die  Werte  von 
(x',  y',  /)  dnrch  die  Gleichungen  gegeben  sind') 


rZ  +  3^*' 

1  dM     1   2  +  ^   ,a*    I  ,„,,, 

_  J^  2.V        1     Z  -f  p     ,3* 

"■  ~     a«  di  ^  -i«  i  +  i^"  dir  >  ) 

Das  einfachste  Beispiel  zu  diesen  rormeln  liefert  der  Fall,  wo  u  und 
V  in  allen  Ptuikten  der  OberflKche  verschwinden,  während  w  in  allen 
Punkten,  au^nommen  einen  sehr  kleinen  Bereich  um  den  Ursprung,  ver- 
schwindet. In  dieEem  Falle  bezieht  sich  die  Integration  nur  auf  die  Punkte 
(x,  y,  z)  in  unmittelbarer  Ifähe  des  Ursprungs,  und  0  stellt  das  Potential 
einer  im  Ursprung  liegenden  Uasse  dar.  Wir  kSnnen  die  Akzente  bei 
x',  g,  e'  unterdrücken  und  erhalten  die  Formel 

die  wir  in  §  131  betrachteten.  Beim  Problem  der  Ebene  gibt  diese 
Losung  die  Verschiebung,  die  von  einem  im  Ursprung  lastenden  Dmck 
vom  Betrag  —  ixu  ,-r  -  -A  herrührt,  wenn  die  Ebene  0  =  0  in  allen 
Punkten,  die  nicht  in  unmittelbarer  Nähe  des  Ursprungs  liegen,  fest- 
gehalten wird. 

§  166.  Von  einer  Ebene  begrenzter  Körper  —  gegeben  die 
OberfläctLenspftnnnngen.*) 

Es  erscheint  unnötig,  die  RechnuBg  zur  Bestimmung  der  Dre- 
hongeo  nach  der  allgemeinen  Methode  im  einzelnen  dnrchzugehen. 
Die  Formel  (26)  für  A  können  wir  auf  die  Form  bringen 


Um  dies  zu  bewirken,  führen  wir  eine  Funktion  i  ein,  die  die  Eigen- 
schaft hat,  daß 

ixjcz'  =\jr  auf  Ä  =  0, 
Die  gewflnschte  Funktion  drückt  sich  aus  durch  die  Formel 

z=-log(^  +  ^'+B);  (31) 

sie  ist  in  dem  betrachteten  Kaum  harmonisch  und  besitzt  die  durch 
die  Gleichungen 


)u  BouBHineBq.    Siehe  Einleiiung,  Fußnote  67. 
1  Cerruti.    Siehe  EinUitung,  Fußnote  68. 
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ausgedrQckte  Eigenschaft. 

Nun  haben  wir  an  der  Oberfläche  «  —  0 
Sr-^  _dli^ g^"^ 3'z         gr"'       _^*1_ 

Schreiben  wir  daher 

F~ffx,xdxdff,    G-jjY^xäxdy,    H'=ffz,xdxdy,  | 

.     dF  ,  da  ,  da  f 

so  ist  der  Wert  von  A  in  (x',  y,  s')  durch  die  Gleichungen  gegeben 

Wir  bemerken  femer,  daß  die  Funktionen  F,  G,  H,  i>  harmo- 
nisch sind  nnd  daß  die  Werte  von  X^,  Y^,  Z^  auf  e'  =  0  gleich 

..'i"?o~2^»'"'   .■™o"2«^7^-'   .ftV^'-ä.- 
sind.    Nun  lautet  die  dritte  der  Oleichgewichtsgleichungen 

'•■[»+r:,'ir]=<> 

und  die  dritte  der  Randbedingungen 

JlA  +  2p^J  =--Z, 

oder 

dir  l     dlS  _  _     l  d^ 

Somit  gilt  für  /-O 

Daraus  folgt,  daß  w  durch  die  Gleichung  gegeben  ist 

Andererseits  lautet  die  erste  der  Gleichgewichtsgleichungen 
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und  die  erste  der  RoodbedingungeD 

-"fö  +  fc")-^- 

Somit  gilt  för  z  —Q 

d_v     ,   _^^3*1      ^_  ^ 1       d*H  l  3^ 

daraus  folgt,  daß  u  durch  die  Gleichung  gi^eben  ist 

WO  ^,  eine  harmoniBcbe  Funktion  Ton  der  Eigeoschaft,  daß  c^ifd^^^. 
Eine  derartige  Funktion  können  wir  erhalten,  indem  wir  eine  Funk- 
tion U  durch  die  Gleichang 

Sl-iz  +  e")  log  {e  +  z'+^-B  (37) 

einfahren.  .$2  ist  dann  iu  dem  betrachteten  Raum  harmonisch  und 
hat  die  Eigenecbafi,  daS 

ar  -  3/  -  z-  (38) 

Schreiben  wir 


F,-ffx,a.dxdg,  a^-ffY.adidu,  H^-ffz,Sidxdy,\ 


(39) 


80  sind  die  Funktionen  F^,  G^,  H^,  4>i  sämtlich  in  dem  betrachteten 
Baum  harmonisch  und 

3.'  -  ^'     Tz'-  =  ^'      dJ-    =  ^'       9?   -  *■  (^*^) 

In  derselben  Weise,  wie  wir  u  landen,  bestimmt  sich  v  in  der  Form 

1    dG 1^  ^B l__    3i)-,  _   j_  ,  S^  ,j,. 

In  dem  speziellen  Fall  eines  im  Ursprung  wirkenden  Drucks  P  ver- 
schwinden flberall  die  Spannungen  X,,  Y^,  und  Z,  verschwindet  auBer  in  einem 
kleinen  den  Ursprung  enthaltenden  Bereich;  es  ist  jedoch  f  j Z^dxdif  —  P. 
F  und  G  verschwinden  in  diesem  Fall,  und 

cä     p 

*  "  37  "  V ' 
wo  r  den  Abstand  des  Punktes  (:r',  y',  z)  vom  Ursprung  bedeutet.    F,  und 
öj  verschwinden  ebenfaUs,  und  ^,  —  -g~>-  «»  P  log  (/  +  r).     Lassen   wir 
die  Akzente  weg,  so  erbalten  wir  die  Formeln  (36),  §  185. 
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§  167.  Historisclifl  BemerknDg. 

Das  Problem  der  Ebene  —  zuweilen  auch  „Problem  von  Boussinesq 
und  Cerniti"  genannt  —  ist  in  zahlreichen  Arbeiten  behandelt  worden. 
Wir  ergftnzen  nnsere  in  der  Einleitung,  p.  19,  20,  gemachten  Angaben  durch 
folgende  Bemwknngen:  J.  Boasainesq,  Paria  C.  R.,  t.  106  (1888),  gab 
die  Lösungen  ffir  eine  allgemeinere  Gattung  von  Bandbedingungen  (gegeben 
die  Kormalspannung  und  die  tangentialen  Verschiebungen  oder  die  Nor- 
malverschiebung  und  die  Tangentialspannungen).  Diese  L&sungen  wurden 
von  V.  Cerruti,  Born  Acc.  lAncei  Send.  (Ser-  4),  t.  i  (1888)  und  von 
J.  H.  Michell,  London  Math.  Soc.  Proc,  vol.  31  (1900),  p.  183,  nach 
andern  Methoden  abgeleitet.  J.  H.  Hichell,  London  Math.  Soc.  Proc.,  vol.  32 
(1901),  p.  247,  übertrug  die  Theorie  auf  fiolotrope  feste  Körper,  die 
Quer-Isotropie  in  den  zur  Oberfläche  parallelen  Ebenen  besitzen.  Die 
in  §  165  und  §  166  gegebenen  Lösungen  wurden  von  C.  Somigliana  in 
II  Nuovo  Cimento  (Ser.  3),  t.  17—20  (1885—1886)  nach  einer  neuen 
Methode  gewonnen,  die  von  G.  Lauricella  in  /(  Nvovo  CimerUo  (6er.  3), 
t.  36  (1894)  weiter  verfolgt  wurde.  Andere  Methoden  zur  Ableitung 
dieser  Lösungen  sind  entwickelt  von  H.  Weber,  Purt.  Diff.-Gleichunffen  d, 
maät.  Jftysifc,  Bd.  2,  Braunachweig  1901,  von  H.  Lamb,  London  Math. 
Soc.  Proc,  vol.  34  (1902),  von  0.  Tedone,  Ann.  di  mal.  (Ser.  3),  t.  8 
(1903)  und  von  R.  Marcolongo,  Teoria  matematica  delio  equilibrio  dei  corpi 
elastici,  Mailand  1904.  Die  Übertragung  der  Theorie  auf  den  Fall  eines 
von  zwei  parallelen  Ebenen  begrenzten  KOrpera  ist  von  H.  Lamb,  Joe  fit., 
kurz  diskutiert  worden,  ausfllhrl icher  von  J.  Dougall,  Edinburgh  Sog.  Soc. 
Trans.,  vol.  41  (1904)  und  gleichfalls  von  0.  Tedone,  Send.  d.  Circolo 
*aaf.  di  Palermo,  t.  18  (1904). 

§  168.   Von  einer  Ebene  begrenzter  Körper.    Weitere  Resnltate. 

Bei  Berechnung  der  Drehnngsltomponenten  in  dem  Falle,  wo  die 
OberflScheuspannungen  gegeben  sind,  können  wir  den  in  §  163,  b)  ein- 
ge{tihrt«u  Punkt  A  in  unendlicher  Entfernung  annehmen  und  u^^^\  . . . 
ganz  weglassen.     Wir  erhalten  dann  fOr  u^",  v^',  k^'  die  AnsdrQcke 


"* 

■■      ^'dxdyb^ 

l'+r 

cxdy' 

V 

-~^'-^ 

1  +  1- 

5  + 

dl'  ' 

<' 

—  4^.- 

+  /A 

Ä- 

c'x 

und  wir  bekommen 

die  Formel 

^x 

1    rl+2. 

i:^^ 

4^- 

m^ 

Ebenso  können  wii 

beweisen,  daB 

'''s' 

1    r     1  + 

r&H- 
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Zar  BeraohnuDg  TOn  "SS,  brancben  wir  eine  Tersohiebung,  die  zu  den- 
selben Oberfladienspanniuigen  Anlaß  gibt  wie  die  Yersohiebimg  (Sr'^/di/, 
~cr~^/Sx,  0);  offenbar  ist  diese  Verschiebung  gegeben  dnroh  (—dS^^/dg, 
dR~^/dx,  O),  und  wir  bekommen  die  Formel 

«       1     a  /äff     dF\ 

'"•"  i,t(Ld/\Sx-'      dy-j' 

b)  um  ein  Beispiel  fOr  gemischte  B&ndbedingungen  za  haben,  be- 
trachten wir  den  Fall,  dafi  u,  v,  Z^  anf  f  =  0  gegeben  sind.  Um  A  tm 
berechnen,  brancben  wir  eine  Verschiebung  (u',  v ,  tc'),  die  auf  f^  —  0  den 
Bedingungen  genügt 

wo  (X^',  r,',  2,')  die  aus  («',  v,  w')  berechnete  OberflSohenspannung. 
Wir  können  dann  zeigen,  daß  der  Wert  von  A  im  Ursprung  von  r  dnrch 
die  Gleichung 

g^eben  i«t.     ferner  können  wir  seigen,  daß 

nnd  hierauf,  daß 

.  1  d   idH  (BL        dM\\ 

für  (u,  V,  ir)  erhalten  wir  den  Wert 

1   3X  1  +  ft         ,  d   jdH  (dL      dM\\ 

" ~     B«  SV     4»p(i-i-8p) ^  d^\ de      ^^\dx'  "•■  ay-/) • 

1  3Jtf  l  +  ^t        y   a   (95       „     (dL    ,dM\\ 

*■  ■"  ~  8»  9e'     4«^{a  +  8p)'  dy-\d7~^^\7^'^~dy-}\' 

1     3H,       _J __f^:?_<>     /gJ^    ,    3-«\1 

'*~4«paf'"'"  4«ci  +  8rt  la*'     ■'''Va«'"*"  ay"// 

l  +  H  ,   a   iBÄ       „     (dL    ,dM\\ 

~  \Ky.{l+iy.)'  d?\dz^  '  ^^\d7  "^  W)\' 

c)  Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  den  Fall,  daß  X,,  Y^,  w  auf 
0  —  0  gegebMi  sind.  Um  A  zu  berechnen,  brauchen  wir  eine  Verschiebung 
(«",  tf",  w"),  die  anf  «  ^  0  den  Bedingungen  genOgt 

X,"  =.  X/>,     Y"  =  r.w,    w"  -  »0, 

wo  X,",  Y,",  Z"  die  aus  (m",  r",  w")  bereehueten  Oberflächenspannungen 
bedeuten.  Wir  kOnnen  beweisen,  daß  der  Wert  ron  A  im  Ursprung  von 
r  dm-ch  die  Gleichung 

l«(i  +  2 rt  ^  -SS\^,  (»"  -  ".)  +  r,{»"  -  r.)  +  (Z ,«  -  Z,-)  1. 1  <i«  ä, 
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gcgtbm  ist  nod  dtiS 

"_  _  ^^~'       -"_  _  £^^  "  —  —  ^^"' 

wir  finden  dum  fOr  A  die  Formel 


A       ■    1        3  idF  ,dG     -  ay\ 
^  "  «»(1+ s^)  a»-  W  "*"  asf'  ~  ■'''  d*- ) 

und  fBr  («,  ff,  tr)  die  Fonnela 

4«(i(i + 8(.) '  a«'  Va*'  "^  a»       '^ »«'  / ' 
'"s*,;  a»-  "i"  8»ay'  "•■  4,^(i+8^)  a/Va*'  ■*"  ay     *''■"; 

4»(.(i  +  S(.)'  ay'  \a«'  "^^y"       '^Wl* 

§  169.  Formeln  f&r  VerscMebimg  nnd  Veraenrang. 

Ifit  Hufe  spezieller  LösDiigen,  die  die  Wirkung  einer  Einielkraft  in 
einem  Punkte  darstellen,  können  wir  der  Formel  (7)  analoge  Formeln  fOr 
die  Venchiebnngen  erhalten,  (w,,  «j,  tc,)  stelle  die  Venchiebnng  dar, 
die  von  einer  in  (x',  y',  g')  in  der  Sichtung  der  x- Achse  wirkenden  Kraft 
eins  herrOhrt,  so  daQ 

/„      o      «1- ^^        /-g'r       gl  +  V        g*'-         3''-  \.   (-121 

X,<'>,  r,(^',  Z,'*>  seien  die  aus  («,,  c,,  w,)  berechneten  Obeifllchen- 
apannongen.  Wir  wenden  auf  die  Verschiebungen  (u,  v,  vi)  und  (tt,,  Vj,  v^) 
das  Beziprozitätstheorem  an  und  zwar  für  eine  Begrenzung,  die  aos  der 
Oberflicha  S  dee  Körpers  und  der  Oberfläche  Z  einer  kldnen,  {x\  /,  /) 
umgebenden  Eugel  besteht,  und  gehen  wie  &&h6r  zur  Grenze  Aber.  Den 
Anteil  von  S  kOnnen  wir  wie  ehedem  so  bestimmen,  daß  wir  die  von 
der  Kraft  eins  I&ngs  der  Verschiebung  {«,  »,  w)  geleistete  Arbeit  be- 
rechnen; zn  demselben  Resultat  wOrden  wir  anf  analTtischem  Wege  ge- 
langen. Wird  der  Edrper  sowohl  von  Massenkräft«n  {X,  Y,  Z)  als  auch 
von  OberflBchensp&nnongen  X^,  ¥^,  Z^  beanspracht,  so  erhaltüi  wir  die 
Formeln ') 

{u\  —fff^  (X«,  +  Yv,  +  /«■,)  dx  äff  dz 

1)  Die  Formeln  von  di«Bem  Typua  verdankt  man  C.  Somigliana,  li  Suovo 
CitMtUo  (Sei.  S),  t  11—20  (1886,  1886)  und  Ann.  di  mal.  (Ser.  2),  t.  II  (1889). 
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wo  die  B&umititegration  (im  Sinne  eines  niieig«ntlich«n  Integrals)  tllier  den 
ganzen  von  S  eingescUossenen  Banm  zu  erstrecken  ist.  Auf  dieselbe 
Weise  wflrden  wir  finden 

+ff[(x^u^  +  T,p,  +  z,w,)  -  (J,w«  +  r  m«  +  z  ww)]  ds 

nnd 

(w)o  —fjjd  (2«,  +  Fe,  +  Zw,)  dx  du  dt 

+ff{x^u,  +  r.o,  +  z.wj  -  (X  Wu  +  r.wt.  +  zj.'iv,)-]ds. 

Anf  <Uese  Formeln  hat  man  eine  der  Bettischen  ähnliche  IntegratiooB- 
metbode  gegrdndet^)  Bemerkenswert  ist,  daB  keine  Versohiebung  existiert, 
die  den  tlbUchen  Stetigkeitsbedingungen  und  den  Gleichgewicbtsgleich&ngen 
(l)  genflgt  und  fiberdiea  di«  OberflBchenspannangen  Xj-%  Tj^^\  Zj-^'^  oder 
anch  die  Spannungen  X^^*>,  . . .  bezw.  Xj^'^,  . . .  mit  sich  Iningt;  denn 
keines  dieser  Systeme  erfflllt  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  eines 
stairen  EOrpers.*)  Wenn  die  Oberflilchenspannungen  gegeben  sind,  so 
mässen  wir  aufier  den  Krftfteu  ram  Betrage  eins  in  (s',  y',  e")  gleiche 
nnd  entgegengesetzte  £r&fte  eins  in  einem  bestimmten  Funkt  A  und  ge- 
wisse Eri^paare  in  A  einfuhren,  die  zusammen  mit  den  Er&ften  ein 
OleichgewichtsBystem  liefern.  Es  sei  (u,',  Cj',  «ij')  die  Verschiebung,  die 
von  der  in  der  z-Bicbtung  wirkmden  Eraft  eins  in  {x',  jf',  z')  und  der 
Eraft  und  dem  Ei^ftepaar  in  A,  die  ihr  das  Gleichgewicht  halten,  her- 
rührt; X/f,  y/O,  Z,'<*>  seien  die  aus  («,',  v,',  ui{)  berechneten  Ober- 
flOchenspannangen.  Bei  femer  (u^",  v^',  «>■{')  die  Verschiebung,  die  den 
ftblichen  Stetigkeitsbedingongen  nnd  den  Gleichgewichtsgleichungen  (l) 
gttiflgt  und  tlberdies  mit  Oberfiächenspanniingen  yom  Betrag  2,''',  T,''*, 
Z„(^>  verknüpft  ist.  Wir  machen  die  Verschiebung  vSllig  bestimmt  durch 
die  Annahme,  daß  sie  und  die  entsprechende  Drehung  in  A  versohwinden. 
Wir  haben  dann 

{u\  -fffd  {Xu^  +  r»,'  +  Z,v{)  dx  dy  dz 

+ff{  X,  («.'  -  «.")  +  T,  (r/  -  V,")  +  Z,  (w,-  -  w,")  ]  dS.    (44) 

Das  Problem,  u  zu  bestimmen,  ist  somit  auf  die  Ermitünng  von  (uj",  Vj", 
w,")  zurückgeführt.  Die  Verschiebung  («,'—«,",  v^' —  v^",  w/ — w,") 
bildet  ein  Analogon  zur  zweiten  Greenschen  Funktion. 

Wenn  wir,  statt  die  Terschiebnng  und  die  Drehung  in  A  verschwinden 
zu  lassen,  A  auf  {x\  p',  <')  zurOcken  und  in  der  Grenze  mit  diesem  Punkt 
zusammenfallen  lassen,   so   können   wir  für  die  Yerzemingskomponenten 

1)  G.  Lanricella,  Piaa  Ann.,  t.  7  (18&Ö)  achreibt  die  Msthode  Tolteira  sa. 
Somigliana  wendete  üe  auf  du  Problem  der  Ebene  ta  in  It  Nu<yr>o  Cimento 

(isse,  isse). 

2)  }.  Dongall,  }oe.  dt.  p.  867. 
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2g2  2-   Theori«  der  Intagntion  der  Oleichangen  wir. 

AoBdrilcke  in  dsn  gegebenen  Oberfläohenapumimgeu  «rhalten.*)  Wir  bringen 
zunächst  im  Punkte  (x\  y\  s")  und  im  Punkte  (x'  +  j^,  y',  «')  swei  Kräfte 
von  der  OröBe  li~^  bezüglich  in  der  positiren  und  in  der  negstiven  Rich- 
tung der  z-Achse  an.  Nimmt  A  unbegrenzt  ab,  so  wird  die  Verscbiebung, 
die  von  diesen  Kräften  herrührt,  in  der  Grenze  gleich  ( g--  ,  ä  '-,  r')* 
Sei  (u,,,  «11,  tc,,)  die  Verschiebung,  die  in  dem  Köiper  von  Oberfl&chenspan- 
nungen  hervorgebracht  wird,  die  die  aus  der  Terschiebnng  (  ^  — ,  "ä~"i  a  ') 
berechneten  Werte  haben.  Dann  hat  (dttjdx)  im  Paukte  (a;',  y\  /)  den 
durch  folgende  Formel  gegebenen  Wert: 

In  ähnlicher  Weise  können  wir  für  dv/cg  und  Stc/dz  Formeln  erhalten. 
Wir  bringen  andererseits  im  Ursprung  von  r  Kräfte  von  der  GrOBe 
Ä~'-in  der  positiven  Richtung  der  y-Achse  und  der  «-Achse  an,  und 
gleiche  Kräfte  lassen  wir  in  der  negativen  Richtung  dieser  Achsen  bezüg- 
lich in  den  Punkten  {x\  y,  /4-Ä}  »nd  (x\  y'-fA,  $')  angreii^  und 
gehen  wie  vorhin  mr  Grenze  über.  Dies  Kräftesystem  gentigt  den  Be- 
dingungen des  Gleichgewichts  eines  starren  Körpers,  und  die  von  ihm  her- 
rührende Verschiebung  ist 


rö«,      a«,      gp,      ?p,     5tc, 

\dy   ^  ~dz  '    'dy   +   a^  '      dy 


+   . 


(t(j),  t'ji,  M'^)  sei  die  Verschiebung,  die  in  dem  Körper  von  OberMchen- 
spannnngen  hervorgebracht  wird,   deren  Werte  sich  aus  der  Verschiebung 

(^     -J-   ..-,  . . .,  .  . .)  berechnen.    Wir  ver&hren  wie  vorhin  und  erhalten 

\dy     '     cz'  I 

die  Gleichung 

Ebenso    können    wir  Formeln    Kr    ?u/cz  -{-  rir/rr    und    rr  Irx  -\-  eujiy 
ableiten. 


1)  G.  Laniicella,  ioc   dt.  , 
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§  170.  Orondzll^  TersoUedener  IntegratloiiBnietliodeii. 

Eine  Methode,  die  zuweilen  angewendet  urird,  geht  von  der  Bemerkung 
aus,  daß  bei  fehlenden  Ifaasenkrilften  sowohl  sr,,  ar^,  zs^  wie  A  innerhalb 
der  Obet^che  des  EOipers  hormoniBche  Funktionen  sind  nnd  daB  der 
Vektor  (ej^,,  V  ,  W^  die  eolenoidale  Bedingung 

erfüllt.  Diese  Oleiohnng  zeigt,  da£  zr^,  'Ss^,  Hf,  sich  vermSge  zweier  on- 
abhBngiger  harmonischer  Fnnktianen  ausdrfioken  lassen^  in  der  Tat  kftnnen 
wir  schreiben^) 

^        Si»    ,      dx  St 

'       dx    '  " d*  tf y  ' 

ET.  =  -  -  +  «  -,  -  —x^. 


_        d'P    ,      dt         dl 
■       dl    '      dy       "9*' 

wo  <t>  und  2  harmonische  Funktionen. 

Die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  bei  fehlenden  MaseenkriUten  l 
sich  in  der  Form  schreiben 


dS,          dlty 

ly          dt 

- 

-(^s+'S+»,3i+'äa 

- 

-Ä(«+4l+4^'^9^ 

danns  folgt,  daS 

a- 

-i-^(«+'g+»^5+'L') 

Dieser  Änsdruck  stellt  eine  harmonische  Funktion  dar,  wie  es  sein  muß; 
die  Größen  A,  (3,,  TS  ,  IS,  lassen  sich  sonach  durch  zwei  willkürliche 
Funktionen  4>  und  %  ausdrücken.  Falls  nun  diese  Fmiktionen  sich  so 
bestimmen  lassen,  dafi  die  Randbedingungen  erftillt  sind,  so  sind  A  und 
(i3„  W  ,  hJ  gefunden.  Diese  Methode  haben  C.  Borchardt*)  und 
V.  Cerruti*)  erfolgreich  auf  das  Problem  der  Kugel  augewendet. 

1)  Tgl.  Lamb,  Hydrodynamiea  (Cambridge  ISee),  p.  62S — bse. 

2)  Berlin  MonatOier.,  ISIS. 

B)  Camptet  renchts  de  l'Association  FraniaiH  powr  ravantement  de  Science, 
1886,  und  Rom  Aee.  Lincei  Send.  (Ser.  4),  t  S  (1886). 
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Eine  andere  Methode')  geht  aus  von  der  Bemerkmig,  daß  (in  der 
Bazeichnmigs weise  von  §  132)  %  —  i\,  Uj  —  trj,  «7,  ^  u,,  daß  mithin  die 
Oberfifichenspannmig  X,'*'  sieb  aasdrttelEen  laBt  in  der  Form 

wo  I,  m,  n  fOr  cos  (x,  v\  cos  ^,  p),  cos  (e,  v)  getchrieben  ist  Die  OberfiKchen- 
spaimuiigeD  f^'*',  Xj-^  ergeben  sich,  wenn  wir  in  dem  Änsdnioh  fllr  X,^') 
tlbarall  bezüglich  tf  and  w  statt  u  schreiben.  Duaus  folgt,  daJ  (^t'*'> 
X,'*!,  X,'**)  die  Verschiffung  ist,  die  von  gewissen  Doppelkrfiften  hervor- 
gwufen  wird.  Ebenso  stellen  (r,*'),  YJ^*\  r,W)  und  (Zj\  Z^\  Z^^l)  Ver- 
scbiebungssfBteme  dar,  die  fiberall,  auBer  im  Ursprung  von  r,  den  Glei- 
chungen (l)  genflgen.^  Auf  dies  Resultat  gründet  sich  eine  (der  Methode 
von  C.  Neumann')  in  der  Fotentialtheorie  analoge)  Methode  zni  XiOsung 
des  Problems,  wo  die  Oberflächenverschiebangen  gegeben  sind,  mittels  Beihen. 


1)  G.  Laoricella,  Piaa  Ann.  t.  T  (189G),  nnd  Amt.  di  mat.  (Ser.  2),  t.  SS 
(1896),  und  II  Ntiooo  Cimento  (Ser.  4),  t.  9,  10  (1899). 

S)  Dies  Reeoltat  rfihrt  hei  von  C.  Somigliana,  Ann.  di  mat.  (Ser.  S),  t.  17 
(1889). 

8)  Untenudutngen  über  daa  logarilhmwAe  und  Sewioneehe  Potential,  Leipdg, 
1877.    Vgl  PoiDcu^,  loc.  ctl.  p.  866. 
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Kapitel  XI. 

Das  Clleiehgevieht  einer  elastlselieii  Kn^l  and  rerwuidte 
Probleme. 


§  171.  Id  dieBem  Kapitel  soll  in  einer  Keihe  von  Beispielen  die 
Reihenmethode  (§  158)  auf  daa  Problem  der  Integiation  der  Gtei* 
chungen  des  Gleichgewicbts  eines  isotropen  elastiBchen  festen  Körpers 
angewendet  werden.  Von  allen  Problemen,  die  mittels  dieser  Methode 
gelöst  worden  sind,  bat  daa  der  Kugel  am  meisten  die  Aufinerksun- 
keit  anf  sich  gezogen.  Wir  werden  bei  Behandlung  dieses  Pfoblems 
dem  Verfahren  Ton  Lord  KeUin')  fo^en,  die  auf  cartesische  Koordi- 
naten bezogenen  Oleichungen  beibehalten,  statt  auf  Polarkoordinaten 
za  transformieren,  nnd  die  von  ihm  g^^ebeae  Lösung  des  Problems 
entwickeln.  Die  Xxisung  drückt  sich  aus  mittels  unendlicher  Reihen, 
deren  Glieder  Kugelflächenfiinktionen  enthalten.  Wir  beginnen  mit 
der  Äu&tellung  einer  allgemeinen  Form  der  Lösung,  in  der  solche 
Funktionen  auftreten. 

§  172.  LÖBuig  in  Eiigelfuiiktionen  von  positlvam  Qrade. 
Es  handelt  sich  um  die  Lösung  der  Gleichongen 

■wo 

Bedingung  ist,  daß  u,  v,  w  in  der  Umgebung  des  Ursprungspunktes 
keine  Singularitäten  besitzen. 

Da  A  eine  harmonische  Funktion,  so  können  wir  A  als  eine 
Summe  Ton  Kugelfunktionen  ron  positirem  Grad  darstellen,  deren 
Anzahl  unendlich  groß  sein  kann.    Es  sei  A_  eine  Kugelfunktion  (sphe- 


1)  Siehe  Einleitung,  FoSnota  Ol.  Ändere  LOnnnges  des  Problems  der  Kugel 
Verden  ia  dieaem  Kapitel  dikiIi  vencliied entlich  zitiert  weiden,  and  ergänzende 
Nachweiae  gibt  R.  Uarcolongo,  Teoria  matemaUea  dello  equilibrio  dei  eorpi 
flatUei  (Mailand  1904),  p.  880,  S81.  ^ ,  , 
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rical  soHd  barmonic)  n*™  Grades,  d,  h.  eine  r&tionale  ganze  homogene 
Funktion  von  x,  y,  z  Tom  Grade  n,  die  der  Laplaceschen  Gleichnog 
genügt;  A  hat  dann  die  Form 

wo  die  Summation  auf  die  verechiedenen  Werte  von  n  geht  Wir 
greifen  ein  Glied  A„  ans  der  Reihe  heraus  und  bemerken,  daß  c^Jox 
eine  £ugelfunktion  vom  Grade  '» —  1  ist  und  daß,  wenn  r  den  Ab- 
stand des  Punbtea  {x,  y,  n)  vom  Urepmng  bedeutet, 

V.(^?'t-.)-2(2„+l)*,^^. 

Wir  erkennen,  daß 

l  +  li         r'        cA„ 

partikuläre  Integrale  der  Gleichungen  (1)  darstellen  und  daß  wir  all- 
gemeinere Integrale  erhalten,  wenn  wir  zu  diesen  Ausdrücken  be- 
liebige in  der  Umgebung  des  Ursprungs  der  Laplaceschen  Gleichung 
genügende  Funktionen  addieren,  vorausgeeetzt  daß  die  Qesamtau»- 
dräcke  tär  u,  .  .  .  den  richtigen  Wert  für  A  liefern.  Demgemäß 
int^rieren  sich  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  in  der  Form 

worin  U„,  V„,  W^  Kugelfunktionen  vom  Grade  n,  vorausgesetzt  daß 
diese  Funktionen  der  Gleichung  genflgen 

Führen  wir  die  Bezeichnung 

*----2V- +  -£/-■  +  -//  tö) 

ein,  so  stellt  ^,  eine  Kugelfunktion  n'""  Grades  dar,  und  Gleichung  (4) 
verlangt,  daß  A„  und  ^,  durch  folgende  Gleichung  verknflpft  sind: 

Die  harmonische  Funktion  A„  erscheint  somit  au^edrttckt  durch 
die  Hilfsfunktionen  f^+i,  . . .;  die  Integrale  (3)  selbst  stellen  sich  als 
Summen  homogener  Funktionen  nf*°  Grades  in  der  Form  dar 
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wo   ü^,   F_,   W^    Kogelfimkldoiieii   «*"   Grades,    JM,    die    durch    die 
Gkichnng 

aiugedrtlckte   Konstante    und   i>„_i    eine   EogelfQiiktion    vom   Chrade 
n—  1,  die  Bich  durch  die  äleichung  bestimmt 

Wir  bemerken,  daB  die  Gletchongen  (7)  auch  dann  eine  Lösung  der 
Gleichgewichtsgleichungeu  liefern,  wenn  n  negativ  ist;  eine  derartige  Lösimg 
ist  aber  natürlich  nur  in  Bereichen  gültig,  die  den  Urspmng  nicht  enthatten. 
Wir  setzen  z.  B.  k  —  —  1  und 

U^-0,     F, -0,     W,  -  V 

Wir  erhalten  dann  die  in  §  181  diskutierte  Lösung. 

§  173.  Die  £d{^  bei  gegebenen  Oberfläohenveraohiehnngen. 

In  eiaem  beliebigen  räumlichen  Bereich,  der  den  Eoordinaten- 
an&ng  enthält,  stellen  die  Gleichungen  (7)  ein  Integralaystem  der 
Oleichungen  des  Gleichgewichts  eines  isotropen  festen  Körpers  dar, 
der  Ton  der  Wirkung  von  Masaenkräften  frei  ist.  Wir  köoneo  das- 
selbe geliehenen  Bedingungen  an  der  Oberfläche  einer  Kugel  vom 
Badius  a  anpassen.  Wenn  die  OberSächenverschiebangen  vorge- 
schrieben sind,  so  dflrfen  wir  annehmen,  daß  die  gegebenen  Werte 
von  u,  V,  w  auf  r  ~a  sich  als  Summen  von  Eugelflächenfunktionen 
«*"  Grades  in  folgender  Form  darstellen  lassen: 

(«,  V,  m;),..„=^{^„  if„  C,).  (10) 

r"A^,  r'B^,  r"C„  sind  dann  gegebene  Eugelfanktionen  vom  Grade  «. 
Wir  greifen  nun  aus  (7)  die  Glieder  heraus,   die  Eugelflächen- 
fnnktionen  «*•"  Grades  enthalten.     Wir  erkennen,  daß  für  f  —  a  fol- 
gende Gleichungen  bestehen: 


„- A  —  ^„+ia^-  ='^-  +  u^, 


,B„  =  ~M,,,a'^-^J-^-'  +  V, 


-C^ 3f,^.,a»^-+'  +  W^. 


(11) 


Die  rechten  und  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  stellen  nun 
aber  Eugelfunktionen  n""  Grades  dar,  die  an  der  Oberfläche  r  =  a 
bezüglich  einander  gleich  sind.    Hieraus  folgt,  daß  sie  ^r  alle  Werte  , 
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von  Xy  y,  8  emaillier  gleich  sind.  DenuMch  kCnnen  wir  die  Glei- 
chungen (11)  benntzea,  um  U^,  V^,  W^  in  A^,  B„,  C,  Huazudrflcken. 
Zu  dieeem  Zwecke  differeatiieren  wir  die  liukeu  und  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  (11)  bezüglich  nach  x,  y,  e  und  aiunmieren. 
unter  Benutzung  der  Gleichung  (9)  finden  wir  die  Gleichung 

Damit  sind  die  Funktionen  ^,  sämtlich  in  den  entsprechenden 
A,j  B^,  C^  ausgedruckt,  und  ü^,  . . .  sind  dann  durch  die  Gleichung 
gegeben 


U„-^Ä,  +  M^^,i 


»^JLt, 


usw. 


Die  Integrale  (7)  lassen  sich  nunmehr  in  der  Form  schreiben 

worin 
und 

Die  Gleichungen  (13)  drücken  die  Verschiebung  in  einem  b»- 
liebigen  Punkt  durch  die  vorgeschriebenen  Verschiebungen  an  der 
Oberfiäche  der  Eugel  aus. 

§  174.  Verallgemelnenmg  der  vorstehenden  Lösung. 

1)  Die  Ausdrücke  (7)  stolleu  allgemeine  Integrale  der  Gleichgewichts- 
gleichungeu  dar,  die  ab  Summen  homogener  Funktioneu  you  x,  y,  e  von 
Terschiedenem  ganzzahligen  6rade  geordnet  sind.  Greifen  wir  einige  der 
Glieder  niederer  Ordnung  heraas  und  versehen  sie  mit  unbeetiinmten 
Koeffizienten,  so  können  wir  fttr  eine  Anzahl  spezieller  Probleme  Lösungen 
erhalten.  Nach  diesem  Ver&hren  ist  die  Verschiebung,  die  in  einem 
Ellipsoid  durch  Rotation  um  eine  Achse  hervorgerufen  wird,  gefunden 
worden.') 

2)  Lassen  wir  die  Glieder  von  der  Form  A„{r/ay'  auf  der  retditen 
Seite  der  Gleichungen  (13)  weg,  so  gelangen  wir  zu  einer  Verschiebung, 

1)  C.  Chree,  Quart.  J.  of  Matii.  vol.  33  (18S8J.  Chres  hat  die  Methode  in 
dieser  und  in  einer  örOheren  Äbhandlnng  in  denelbea  Zeitschrift,  vol.  22  (1886), 
noch  »nf  eine  Reihe  andeier  Probleme  angewendet. 
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die  durcli  die  Glei<^tmg  ansgedrflckt  ist 

(".■'.»)-(»'-'-*)(Ä.|,'s)*-.-  (") 

Um  diese  VeFechiebang  zu  ethaJt«n,  ist  eine  gewisse  U&sseob-aft  erforder- 
lich; letztere  l&ßt  sich,  wie  wir  zeigen  können,  ans  einem  Potential  vom 
Betrage 

ableiten,  und  die  entsprechende  Dilatation  ist  —  2(n  -^  1)^,^^'  Wir  be- 
merken, daB,  falls  il  und  fi  sich  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

(«-|-l)A+(3«  +  4)fi  =  0  (15) 

verknilpfen  ließen,  die  Engel  ohne  Massenkräfte  in  dem  durch  (14)  an- 
gezeigten Verschiebangszustand  gehalten  werden  könnte;  an  der  Oberfl&che 
wflrde  dann  die  Verschiebung  null  sein.  Dies  Ergebnis  widerspricht  augen- 
scheinlich dem  Theorem  von  §  118;  bei  ganzzahligem  positiven  n  ist  es 
aber  auch  unm&glich,  daB  l  imd  (i  durch  eine  Oleiehung  von  der  Form 
(15)  verknüpft  sind,  da  dann  die  Verzerrungsenergie-Funktion  nicht  ftlr 
alle  Werte  der  Verzerrungen  positiv  sein  würde. 

3)  Die  eben  erhaltenen  Besultate  haben  folgende  Verallgemeinerung 
nahe  gelegt^):  (l  -|-  (i)/t*  werde  mit  t  bezeichnet.  Die  Gleichgewi chts- 
gleichnngen  haben  dann  die  Form 


*  Sx 


+  V'u- 


Wir  wollen  annehmen,  daß  jeder  vorgegebenen  Oberfltlche  eine  Zahlen- 
folge ti,  T|,  - . .  von  der  Beschaffenheit  entspricht,  daB  das  System  der 
Gleichungen  vom  Typus 

Lösungen  besitzt,  die  an  der  Oberfläche  verschwinden.  Wir  setzen 
cUi/cx  +  dV^/dy  +  cWt/dz  "  ^t-  Dann  ist  £k^  eine  harmonische 
Punktion,  und  es  läßt  sich  zeigen,  daB  für  k'  +  k 

^[ffA^i^ydxdyde  -  0,  (16) 

wo  die  Integration  sich  auf  den  von  der  Oberfläche  begrenzten  Raum  er- 
streckt Demnach  kCniLen  wir  annehmen,  daß  die  harmonischen  Fnnk- 
tionea  A^^  so  beschaffen  sind,  daß  eine  wlllkfirÜche  harmonische  Funktion 
innerhalb  der  gegebenen  Begrenzung  sich  in  eine  Beihe  von  Funktionen 
Aj  mit  konstanten  Koeffizienten  entwickeln  läßt;  genau  wie  dies  mit  den 
Funktionen  if,^i  der  Fall  ist,  wenn  die  Oberfläche  eine  Kugel  ist. 

l)  E.  und  F.  Coaaerat,  Paris  0.  fi.,  i.  126  (1888),  138  (1901).  Die  hier  an- 
gegebene YerallgBUieinening  hängt  zuB&mmen  mit  Arbeiten  über  das  Problem 
der  Engel  von  E.  Almansi,  Born  Ace.  Lineei  Send.  (Ser.  B),  t.  6  (189T)  nnd  Aber 
die  Ornndgletchungen  von  G.  Lanricella,  Ann.  di  mal.  (Sor.  2),  t.  28  (18961  nnd 
n  Nutyvo  Cimento  (Sor.  4),  t  9,  10  (1889).  .^ 
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Setzt  maa  die  ExisteDz  der  Fimktioiien  U^,  .  .  .  nnd  der  entsprechenden 
Zahlen  t^  voraus,  so  hat  man  folgende  Methode  zur  LSsnng  der  Gleich- 
gewichtsgleichungea  bei  vorgeschriebenen  OberÜElcheüTerscbiebaugen:  Die 
Funktionen  u^,  Vg,  Wg  seien  so  bestimmt,  daß  sie  innerhalb  der  gegebenen 
B^renzung  harmonisch  sind  und  an  der  Oberfläche  die  Werte  der  ge- 
gebenen Verschiebungskomponenten  annehmen.  Die  Fnnktion  Ug  würde  z.  B. 

VI  r" 
das  Analogen   zu    ^   "T-^«  '"^  ^^U^  der  Kugel  bilden.     Aus  Ug,  v^,  jfg 

berechne  man  die  dni'cb  die  Gleichung 

^       äx    '    Sj/    '     ce 

bestimmte  bannonisobe  Funktion  ^.  Man  setze  dann  u,  v,  ic  im 
Innern  des  Körpers  in  der  Form  an 

(»,  „,  „)  -  K, .., «.)  -.2f^('^" ''"  '*'')•     (") 

wo  die  A^  Konstanten  bedeuten.  Es  läfit  sich  leicht  zeigen,  dafi  obige 
Ausdrücke  die  Gleicbgewichtabedingungen  erfüllen,  falls 

Die  konjugierte  Eigenschaft  (16)  der  Funktionen  ^^  gibt  die  Möglich- 
keit, die  Konstanten  A,^  durch  folgende  Formel  auszudrücken; 

Aj'ff{£^ty  dx  dy  dz  -fffi^  Ai  dx  dy  dz,  (18) 

wo  die  Integrationen  sich  auf  den  vom  K9rper  erfüllten  Baum  erstrecken. 
Das  Problem  ist  daher  gelSst,  wenn  die  Punktionen  üj,,  . . .,  die  die  vor- 
ausgesetzten Eigenschaften  besitzen,  gefanden  sind.') 

§  175.  Die  Engel  bei  gegebenen  Oberfläcbenspannimgen. 
Wenn  die  Oberäächenspannungeii  vorgeschriebea  Bind,  so  dürfen 
wir  annehmen,  daß  die  Spannungen   X^,  ¥^,  Z^  auf  r— o  sieb  als 
Summen   von   Eugeläacbenfonktioneii    verachiedenen    Grades    in    der 
Form 

(X,,  Y^,  ZX..  -^iK,  y.,  2J  (19) 

ausdrücken  lassen,  so  daß  ^X,,  f^Y„,  f^^.  g^ebene  Kugelfunktionen 
«*™  Grades  darstellen.  Nun  drücken  sich  X^,  ...  in  den  Verzerrunga- 
komponenten  durch  Formeln  vom  Typus 

lezeigt,  wi( 
liu  EUipsoii 
:,  Joe.  cit.  p 
),  18910- 
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1)  E.  uuil  F.  Cosderat,  Paria  C.  B.,  t.  iSfi  (1898),  haben  gezeigt,  wie  «ich 
die  fraglichen  Funktionen  beBtimmeu ,  wenn  die  Oberfläche  ein  EUipsoid  iat. 
Einzelne  Lösungen  für  dae  EUipBoid  sind  gegeben  von  C.  Chree,  bc.  ci't.  p.  SSS, 
und  von  D.  EdwudeB,  (fuart.  J.  of  Math.  vok.  26  und  27  (18SS,  18910- 
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aus,  und  diese  aind  gleichwertig  mit  den  Formeln  vom  Typus 

^i--lA  +  |f  +  r*-S-«,  (20) 

worin 

t  =  ux  +  vy  +  WZ,  (21) 

sodaß  £/r  die  radiale  Yerscbiebaogskomponente. 

Wir  haben  nun  X,,  . . .  mittels  der  Formelo  vom  Typus  (20) 
aus  der  durch  die  Gleichungen  (7)  dar^stellten  Verschiebung  zu  be- 
rechnen. Wir  wissen  bereits,  daß  diese  Verschiebung  sich  durch 
Formeln  fönender  Art  ausdrücken  läßt: 

Wir  gehen  dazu  Aber,  X,,  Y^,  2,  aus  diesen  Formeln  zu  be- 
rechnen. Wir  werden  schUeßlich  finden,  daß  A^,  B^,  C„  sich  durch 
X„,  Y„,  Z„  auBdrÜcken  lassen.  Sind  diese  ÄusdrOcke  gefunden,  so 
ist  das  Problem  gelöst. 

Wir  haben  zuniichst 

Die   Glieder    von    der    Form   xA^r'/a"    sind   Produkte    von    Kugel- 
funktionen; mit  Hilfe  der  Identitäten  vom  Typus 

können   wir   sie   in   Summen   von   Termen,   die   eine   einzige   Kugel- 
flächenfunktion enthalten,  transformieren. 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  die  Gleichung 

(«4.  +  jB.  +  ,C.)  ^  -  ^^  j  (v._,  -  '',l*[  *— .)l      (24) 

hierin    ist  tt>^_^  durch   Gleichung  (12)   gegeben,    und  *_n_s   ist  eine 
Kugelfnnktion  vom  Grade  —  («  +  2),  die  durch  die  Gleichung 


definiert  ist. 

Somit  haben  wir 


♦,- 


+  M,^,a'{n  +  !)*.„  -  M,r'{„  -  !)*._,];  (26) 
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der  anter  dem  Summeo zeichen  stehende  Aasdrack  ist  homc^en   rom 
Grade  n  +  l,  und  wir  erhalten 

dabei  haben  wir  zur  Transformation  von  a;ii'„_,  eine  der  Formel  (23) 
ähnliche  Identität  benutzt. 
AnderereeitB  haben  wir 

mithin 

Ebenso  haben  wir 

i-:-.-2[(»-i)i^.^-+»'^../:"---"^.':'i^]i-  m 

Wir  können  nun  in  dem  Äoedruck  rechter  Hand  in  Gleichung 
(20)  die  Glieder  n'™  Grades  heraoBheben;  es  sind  dies 

Der    Koeffizient    von    r^c^^_i  /  cx    in    diesem     Ausdruck     ist 

-•2(n-2)3f,  der  von  r»"  +  ^^   H""!)   ist 
_  lfm  +  2)  — (idl  — S) 

Bezeichnen  wir  also  diesen  Koeftizieiiten   mit  — E^,  so  erhalten  wir 
für  die  Glieder  w'*"  Grades  folgenden  Ausdruck: 

(11-  1)^„  ~  +  '>nM„^^a'-  ^"/'  -  2(m  -  2) M„r* -'''gj ' 
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Äua  der  Summe  aller  Glieder  des  Ansdrucka  fOr  rX^/ji  heben 
wir  diejenigen  hersns,  welche  Eugelfiächenfunktionen  n*™  Grades  ent- 
halten. Der  Wert  der  Summe  dieser  Terme  an  der  Oberfläche  r  =  a 
muß  gleich  dem  Werte  von  f"X„/a''~V  "^  ^^^  Oberfläche  sein.  Dem- 
nach erhalten  wir  die  Gleichung 

Dieselbe  gilt  zunächst  an  der  Oberääche  r  —  a.  Da  aber  beide  Seiten 
dieser  Gleichung  Kugelfunktionen  n*™  Grades  sind,  so  gilt  die  Glei- 
chung in  allen  Punkten.  Zwei  entsprechende  Gleichungen  ei^ben 
sich,  wenn  wir  in  obiger  Gleichung  A„  nacheinander  durch  B^  und 
C^,  ebenso  X^  nacheinander  durch  Y^  und  Z^,  endlich  flix  nach- 
einander durch  c/cy  und  c/cz  ersetzen. 

Um  die  Formeln  zu  erhalten,  welche  A^,  .  . .  durch  S^,  .  . .  aus- 
drücken, fahren  wir  zwei  Kugelfunktionen  ^„_i  und  «ft.^.j  durch 
die  Gleichui^en  ein 

.-..-Ä(::;;x.)+Ä(::;;n)+Ä(:":^)')''" 

Wir  differentiieren  dann  die  rechten  und  linken  Seiten  der  Gleichungen 
vom  Tjpus  (33)  bezüglich  nach  x,  y,  z  und  addieren  die  so  erhaltenen 
Ausdrücke.     Wir  bekommen  die  Gleichung 

[(«-1)-|-H(2»-H)£'„!(['„_,  ="  y„_i,  (35) 

Andererseits  multiplizieren  wir  die  rechten  und  linken  Seiten  der 
Gleichungen  bezüglich  mit  x,  y,  s  imd  addieren.  Wir  erhalten  dann 
die  Gleichung 

z«*-..,  -  ;;i>-._,.  (36) 

Die  Gleichungen  (35)  und  (36)  drücken  ^„„^  und  *_„_)  als  Pro- 
dukte von  ^^_x  und  <P_,„j  und  gewissen  konstanten  Faktoren  aus. 
Substituieren  wir  in  die  Gleichungen  vom  Typus  (33),  so  erhaltun 
wir  j4„  B^,  C„  ausgedrückt  in  X„,   Y„,  Z„.     Damit  ist  das  Problem 

gelnst. 
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§  176.  Bedingongeii,  denen  die  vorgesolirielMnen  Oberfl&elien- 
spanoimgen  genäsen  mOssen. 

Die  vorgeschriebenen  OberflächenspanntiDgen  müssen  natflrlich  die  Be- 
dingungen befriedigen,  die  fOr  das  Gleichgewicht  eines  starren  Efirpers 
beatehen.  Diese  Bedingungen  zeigen  uiiimtt«lbar,  daß  in  den  Entwick- 
limgen  ^X,,  2!Y^,  2JZ^  konstant«  Glieder  nicht  auftreten  können.  Femer 
zeigen  sie,  daB  für  Glieder  wie  X^,  Fj,  Z,  nicht  willkürliche  Eugel- 
Mchenfnnktionen  ersten  Grades  angesetzt  werden  dürfen.  In  der  Tat 
1  drei  Gleichungen  von  folgender  Form  bestehen 


ff{yEZ„  -  eZY^  dS  -  0, 


wo  die  Integration  über  die  OberflSche  der  Kugel  erstreckt  i«t.    Schreiben 
wir  diese  Gleichung  in  der  Form 


//(' 


'2i--y 


und  transformieren  sie  mit  Hilfe  gewisser  IdentitSt«n  vom  Typus  (23), 
80  finden  wir  die  Gleichung 

//2[a|(''^.)-Ä(''^.)]^« 

Der  Integrand  des  zweiten  Integrals  ist  tüx  beliebiges  ganzzahliges 
n  das  Produkt  einer  Potenz  von  r  (—  a)  and  einer  EugelSocbenfanktion; 
das  Integral  verschwindet  daher,  und  dasselbe  gilt  für  das  erste  Integral 
auBer  im  Falle  n  '=  1,     In  diesem  Falle  müssen  drei  Gleichungen  wie 

A(,Z.)-^(.F.) 

bestehen,  und  diese  Gleichungen  zeigen,  daß  rX,,  rT^,  rZ^  die  bezüglich 
nach  X,  y,  s  genommenen  partiellen  Differentlalquotienten  einer  homogenen 
quadratischen  Funktion  dieser  Variabeln  sind.  Xj*',  .  .  .  seien  die  Span- 
nungskomponenten, die  den  OherQächenspannungen  X,,  ...  entsprechen. 
Wir  haben  dann  drei  Gleichungen  vom  Typus 

rX,  —  a;X,<*)  +  yXj,«^'  +  cX/^'. 

Es  ergibt  sich  daraus,  daß  X^'^',  .  .  .  Konstanten  sind;  die  entsprechende 
Lösung  der  Gleichgewi chtsgleichungen  stellt  die  Verschiebung  in  der  Kugel 
dar,  wenn  daa  Material  sich  im  Zustande  ulächfSrmiger  Spannunff  befindet. 

§  177.  Normal  zor  Oberfläche  wirkende  Spannungen. 

Wirkt  in  jedem  Punkt  der  Oberfläche  bloB  Zug  oder  Druck,  so  künnen 
wir  die  Normalspannung  durch  eine  Summe  von  Kugelfunktionen  in  der 
Form  2R.  ausdrücken  und  haben  dann  an  der  Oberfläche 
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rZ,~.^^B„     rY,.,2^J<.,     rl^^-'^i"-- 

Nun   liefert   die   erste   dieser   Gleichongen   ftlr  rX^   auf  r  —  a   die 
Formel 

^  - -J-^ ilTFi  [«'Ä  (tti«.«)  -  JiirfT Ä  (V.«.t.)] ■ 

Die  rechte  Seite  dieser  Oleicbung  mufi  daher  gleich  der  linken  Seite  TOn 
Gleichung  (S3),  d.  h.  gleich 

-ij-ViÄ(-?^*— .)] 

sein.    —  Indem  wir   ähnlich   wie  irtlher  verfehren,  finden  wir  die  beiden 
Gleichungen 

K«  +  l)  +  {»  +  2) (2»  +  5) «„,] t.„  -  ^"^l^-V^  ii)'*'  "^' 


ond 


-^  &)'""*-. -fi"' 


2n+l\aJ  ■'-n-i       2ti+a\aJ  ii     ' 

die  A,  B  und  C  sind  dann  leicht  zn  ermitteln.  Im  Falle,  wo  ^Ü,  flieh 
anf  ein  einziges  Glied  it,^.i  rednüert,  haben  die  einzigen  A,  die  TOr- 
kommen,  die  SufGxe  n  und  n  -]-  2,  und  es  ISBt  sich  zeigen,  daß 

^"'  ,.(!»  + »)[(M-T)+"("  +  S)(2"+6)£.,.,]Läi  (fit"' "''■♦Vj,..'- 

und  entsprechende  Ansdrflcke  gelten  fOr  die  £  nnd  G. 

%  178.  LöBimg  in  Kngelfnnktionea  von  negativem  ftrade. 

Wenn  der  vom  Körper  erfOltte  Raum  von  zwei  konzentrischen  Kugeln 
begrenzt  wird'),  so  kann  man  genau  wie  in  §  172  dadurch,  daß  man 
außer  den  Kugelfonktionen*  von  positivem  Grade  solche  von  nega- 
tivem Grade  einfährt,  Lösungen  erbalten.  Um  den  Gebrauch  von  Kugel- 
funktiones  negativen  Grades  zu  erläutern,  nehmen  wir  den  Fall, 
wo  eine  kugelförmige  HOhlung  in  einer  unbegrenzt  ausgedehnten  Uasse 
sich  befindet.    Benutzen  wir  wie  Araber  zur  Berechnung  der  Kugelfunktionen 

1)  Lord  Kelvins  LOsnng  bezieht  sieb  auf  deu  Fall  einer  von  zwei  konzen- 
taiacben  Kugeln  begnnzten  Schale  und  umfaßt  die  Lesung  dieses  Paragraphen 
sowohl  wie  die  von  g§  112,  ITS,  176. 
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von  ganzrahligem  positiven  Grade  «  die  Zeichen  ü^,  Y^,  W^,  so  käimea 
wir  eine  Lösung  der  QleichgewichtsgleichuDgen  in  folgender  Form  hin- 
schreiben: 

und 


T{n-j-2)l  +  (3n  +  6)^ 
Die   Fanhtion   i|J„^i   ist  eine   Eogelfunktion   vom   Grade   m-|-1,   und   die 
aus  obigem  Äosdruck  für  die  Verschiebimg  berechnete  Dilatation  ist  dorch 
die  Formel  gegeben 

^  ^ 2(2n_+ S)(i ^   jKm^  _ 

i  +  fi        "  r'*"+' 
Setzen  wir  eine  Summe  partikularer  Lösongen  von  obigem  Tjpus  an,   so 
erbalten   wir  eine  Lösung,   die  bestimmten  Bedingungen  fOr  die  Verschie- 
bnng    oder  Spannung    an    der   OberMohe    einer  Höhlung  r  ^~  a    angepaBt 
werden  kann. 

Bin  interessantes  Beispiel  liefert  ein  Körper,  in  dem  Schubverzeming 
herrscht.^)  Li  großer  Elntfemung  von  der  Höhlung  sei  die  Verschiebang 
gegeben  durch  die  Gleichung 

(«,  .,  «.)  -  {.y,  0,  0), 

WO  s  konstant.  Ist  non  die  Höhlung  spannungsfrei,  so  ist  die  Versohie- 
bung,  wie  sich  zeigen  l&fit,  in  einem  beliebigen  Punkte  gegeben  dnrcb 
Gleichungen  Ton  der  Form 

wo  Ä,  B,  C  Konstanten;  9^  A,  B,  13  ergeben  sich  folgende  Wette: 

Wir  können  den  Wert  der  Schub  Verzerrung  ., 1"  ^  '  berechnen.  Es  er- 
gibt sich,  daB  er  im  Punkte  a:  =  0,  y  —  0,  r  '^  a  gleich  -gT^^ii"''  ^  'ä*- 
Das  Hesultat  zeigt,  daß  der  Schub  in  der  Nabe  der  Höhlung  fast  doppelt 

n  Siehe  Fhil.  Mag.  (Ser.  6),  vol.  83  {18B21.  p.  77. 
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so  groS  sein  wird  wie  in  grSflerer  Entfernung.  Das  Vorbandensein  einer 
kngelfOrmigen  Blase  kann  somit  die  Festigkeit  eines  durch  Schubkraft« 
beanspTUchteji  Körpers  ernstlich  gefährden.'} 

§  179.  Eng«!,  anf  deren  Innerea  Sräfte  wirken.    Fartikoläre  Lösnng. 

Wenn  die  Kugel  von  Massenkräften  beansprucht  wird,  so  suchen 
wir  zuiuchfit  eine  partikuläre  Lösung  der  Geichgewichtagleicliangen 
vom  Typos 

(-1  +  ^)11  +  ;*  V»«  +  (.X-0; 

kombinieren  wir  dann  diese  Lösung  mit  der  in  (13)  gegebenen,  so 
erhalten  wir  für  die  Verechiebimgen  Ausdrücke,  die  kinreichend  allge- 
mein Bind,  um  spesiellen  Bedinguagea  fdr  die  VerBcbiebnng  oder 
Spannung  au  der  Oberfläche  der  Kugel  angepaßt  werden  zn  können. 
Ist  die  Massenkraft  (X,  Y,  Z)  der  Gradient  eines  Potentials  V,  das 
der  Laplaceschen  Gleichung  genflgt,  so  kann  das  partikuläre  Int^ral 
in  einfacher  Form  erhalten  werdeu;  denn  V  läßt  sich  innerhalb  der 
-Kugel  als  Summe  von  Kugelfunktionen  positiven  Grades  ausdrücken. 
Es  sei  F=^F„,  wo  V^  eine  derartige  Kugelf unktion;  wir  betrachten 
die  Oleichungeo  vom  Typos 

('  +  '')|i  +  cV'«  +  /^'-0-  (87) 

Partikuläre  Integrale  dieser  Gleichungen  gewinnen  wir,  wenn  wir 
setzen 

d<t>  3*  a* 

cx'  cy '  cz  ' 

falls 

(-1  +  2^)7"«  +  p  K,  -  0; 

als  partikuläre  Integrale  der  Gleichungen  vom  Typus  (37)  können  wir 
demnach  folgende  Ausdrücke  ansetzen 

Haben  wir  die  Befriedigung  spezieller  Randbedingungen  an  der 
Oberfläche  der  Kugel  im  Auge,  so  berechnen  wir  die  der  obigen 
Lösung  entsprechende  Spannung  (X^,  Y^,  Z^  mit  Hilfe  der  Formeln 
vom  Typus  (20).  Für  die  Radialverschiebung  g/r  finden  wir  die 
Formel 
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fOr  die  DUatatioD  A  die  Formel 

Hieraus  erhalten  wir  för  X^  die  Formel 

'^ ?— riiF  4-  f    "  +  '■    I        i—lAfJFll- 

mittels  der  Identität  (23)  reduziert  sich  dieselbe  auf  die  Form 


rX, t      rl  +  (»i  +  lli»  .^F, 


(!n+l)(2»  + 


^'--ÄCA)]-   ('») 


Die  Formeln  {^  Y^  uad  ^^  ergeben  sich,  wenn  man  auf  der  rechten 
Seite  TOD  (39)  8/Sx  der  Reihe  nach  dur^  B/dy  und  d/de  ersetzt. 

§  180.  Nur  dnioli  Maasenkififte  deformierte  Engel 
Wenn  die  Oberfläche  Bpannongsfrei  ist,  so  erhidteo  wir  die  Ver- 
schiebung, indem  wir  die  rechten  Selten  der  Gleichungen  (131  und 
(38)  addieren,  nachdem  wir  die  in  dea  ersteren  auftretenden  Funktionen 
Ä^, ...  in  der  Weise  durch  F_, . , .  ausgedruckt  haben,  daß  die 
Summe  der  durch  (33)  und  (39)  gegebenen  Werte  von  rX^/n  Ter- 
schwindet.  Wir  lassen  das  Potential  ^F,  aus  einem  einzigen  Glied 
^H  +  ii  '^o  "  ^  ^>  bestehen  und  haben  dtüm  drei  Gleichungen  vom 
Typus 

-  »TTFi  äxC>iI'*— ■)] 


1  +  ai.L  (i» 

_M!»  +  5)  +  2|'(»+J)j.+.  8_('J'.«\1.       /401 
^  (2»  +  S)(2n  +  l)|.     "^         S«l,,>.t>;j'        '■"'•' 

dieselben   gelten  an  der  Oberfläche  der  Kugel  und  demnach,  einer 
schon  mehrfach  benutzten  Schlufiweise  zufolge,  überalL 

Wir  bemerken,  daß  für  iukompresaibles  Material,  bei  dem  der  Bruch 
fi/l  ^  0,  die  durch  (38)  ausgedrückten  partikulären  Integrale  veiscbnindea, 
die  ihnen  entsprechenden  OhertläcbenspannuDgen  dagegen  nicht.  Die 
rechte   Seite  von  (39)  gebt  in  der  Tat  über  in 
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Die  GleichuDgen,  durch  die  sich  A^, . . .  in  diesem  Fall  bestimmen, 
sind  mit  den  in  §  177  erhaltenen  identisch,  nur  daB  in  letzteren 
(r/o)"+*B,^j  dnrch  pF,^!  zu  ersetzen  ist.  Es  folgt  daran«,  daQ  die 
Verachiebnng,  welche  in  einer  intompressiblen  Engel  von  Uaaaenkr&ften, 
die  sich  aus  einem  Potential  V^^i  ableiten,  hervorgerufen  wird,  überein- 
stimmt mit  deijenigen,  flib  von  rein  normaler  OberflBchenspannung  vom 
Betr^e  ^y^^j^a''**jr"*'^  YieTttAui}) 

Kebren  vir  zu  dem  allgemeiDen  Fall  zurfick,  ao  finden  wir,  wie 
iu  §  177,  daß  von  den  V-  wnd  <t>-FunktioDeD  nur  ^„.^  und  ^.„„i 
and  von  den  ^l-Funktionen  nur  Ä^  und  .4_^j  vorkommen.  Ähnlicli 
wie  froher  erhalten  wir  die  Gleichungen 

[(«  +  1)  4-  (n  +  2)(2n  +  5)£„^.,]*-,^i 

"i  +  äp  (3«  +  8)*.  («  +  '*)  »^.  +  i- 

%  hat  auf  r  —  a  den  Wert 

da  V,+i  nnd  4»_„_,  Vielfache  von  K„^i  sind,  so  ist  die  Badialver^ 
Schiebung  an  der  Oberfläche  der  Kugel  ein  VieifiMjhes  von  r.^.i/r"*' 
und  zwar,  wie  sich  dnrch  eine  kleine  Rechnung  ergibt,  gleich 

"l^^^+i/'-r  +  '^  +  l  (2n  +  8)l  +  (8«  +  8)y ,      , 

fi        \r}  in     (Sn* 4-  8n  +  9)  1  +  (an'  +  an  +  6) (. ■        *-     -' 

Ebenso  kdnnen  wir  zeigen,  daß  die  Radlaiverschiebung  im  Ab- 
stand r  vom  Mittelpunkt  gleich 

'•P'^t  +  i  «  +_1  r  (an  +  8)l  +  (2n  +  2)ft 

p  2h     Uan'  +  8»-i-9)l  +  (2n'-f6n4-9),. 

+         ,..        i«+lJ(2„'  +  8n-|-9)l  +  {2«'  +  a«  +  6)J-         t*<l 

ist.  Da  die  Radialverschiebung  stets  mit  f^^i  proportional  ist,  so 
werden  alle  mit  der  Oberfläche  konzentrischen  KugeLSächen  zu  har- 
monischen Sphäi-oiden  von  demselben  Typus  verzerrt-,  diese  Sphäroide 
sind  aber  nicht  einander  ähnlich.  Im  Falle  n  —  1  nehmen  die  EUlip- 
tizitäten  *)  aller  Hauptschnitte  von  außen  her  nach  dem  Mittel- 
punkt hin  zu,  und  zwar  ist  das  Verhältnis  der  Extremwerte  gleich 
(6^-1- 4^):  (8^  +  6^).') 


1)  Chcee,  Gamhridgt  Phil  Soe.  Trans.,  vol.  14  (1869). 

S)  Die  Elliptizitat  einer  Ellipae   ist  das  YerhältniB   der  Differenz   zwischen 
du  groBen  und  kletaea  Ächie  znr  ^ofien  Aehse. 
8)  Kelvin  und  Tsit,  Nat.  Phil,  Teil  II,  p.  438. 


Digiti; 


cbv  Cookie 


300    ^-  Qu  öletcbgewicht  einer  elastiBcbea  £ngd  und  verwandte  Probleme. 

§  181.  QnvitiereiLde  inkompresaible  EBgeL 
Das  Hauptinteresse,  das  sich  an  die  Probleme  der  in  §  179  be- 
trachteten Art  knQpft,  entspringt  aus  der  Hiöglichkett,  die  Lösungen 
auf  die  Untersnchung  von  Problemen,  die  sieh  auf  die  Erde  beziehen, 
anzuwenden.  Unter  diese  Probleme  fällt  die  Frage  nach  der  Ab- 
hängigkeit der  Elliptizität  der  Erdfigur  von  der  täglichen  Umdrehung 
und  die  Frage  nach  dem  Einfluß  der  störenden  Anziehungskräfte  von 
Sonne  und  Mond.  Bei  allen  derartigen  Anwendungen  erhebt  sich  die 
Schwierigkeit,  von  der  bereits  in  §  75  die  Rede  war:  daß  nämlich 
auch  bei  Außerachtlassung  der  Wirkungen  der  Umdrehung  und  der 
störenden  Eiüfte  die  Erde  sich  in  einem  Zustand  der  Spannung  be- 
findet und  daß  die  innere  Spannung  viel  zu  groß  ist,  um  die  direkte 
Anwendung  der  mathematischen  Theorie  der  dem  Überh^erungsgesetz 
gehorchenden  kleinen  Verzerrungen  zuzulassen/)  Eine  Möglichkeit, 
diese  Schwierigkeit  zu  vermeiden,  besteht  darin,  daß  man  das  Material, 
aus  dem  die  Erde  aufgebaut  ist,  als  hom<^n  und  inkompressibel  be- 
handelt 

Wenn  die  homogene  inkompressible  Kugel  unter  der  wechsel- 
seitigen Gravitation  ihrer  Teile  sich  in  Ruhe  befindet,  so  kann  man 
annehmen,  daß  der  in  ihr  bestehende  Spannungszustand  von  der  Katur 
des  hydrostatischen  Drucks  ist^;  ist  p^  der  Betrag  dieses  Drucks  im 
Abstand  r  vom  Hittelpunkt,  so  lautet  die  Bedingung  des  Gleich- 
gewichts 

'^Pj'or=-gQr/a,  (43) 

wo  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  an  der  Oberfläche  r=~a.    Da 
pg  an  dieser  Oberfläche  verschwindet,  so  folgt 

J'o^i^eC«*-'^)/»-  (44) 

Wird  die  Kugel  durch  äußere  Kräfte  verzerrt,  so  können  wir 
den  Yerzerrungszustand  vom  Anfangszuetand  als  „unverzerrtem"  Zu- 
stand ans  messen  und  annehmen,  daß  die  Verzerrung  in  einem  be- 
liebigen Punkt  mit  einer  zusätzhchen  Spannung,  die  sich  über  die 
Anfangsspannung  p,,  Überlagert,  verkoSpft  ist.  Ferner  können  wir 
annehmen,  daß  die  Komponenten  der  zusätzlichen  Spannung  mit  der 
Verzerrung  durch  Gleichungen  von  der  gewöhnlichen  Form  ver- 
bunden sind: 

hierin  gehen  wir  zur  Grenze  über,   indem   wir  X   im  Vergleich  zu  (i 

1)  Auf  diese  Schwierigkeit  hat  Cbree,  PAi'J.  Mag.  (8er.  6),  vol.  3S  (18&1], 
hingewiesen. 

3)  Tgl.  J.  Larmor,  „On  the  period  of  the  Earth's  free  Eulerian  precesBion", 
Cambridge  JAiV.  Soe.  Proc.,  vol.  9  (1898),  insbesondere  g  IS. 
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sehr  groß  und  A  im  Vergleich  zur  größten  linearen  Dehnimg  sehr 
klein  annehmen  nnd  zwar  so,  daß  XA  von  derselbeii  Gr&ßenordunng 
ist  wie  /ic^,, . . .    Wir  setzen 

lim  XA  =  ~  p, 

dann  ist  pa+  p  der  mittlere  Druck  an  irgend  einer  Stelle  des  Körpers 
im  verzerrten  Zustand. 

V  sei  das  Potential  der  störenden  Kräfte.  Die  Gleiehgewichts- 
gleichungen  sind  von  der  Form 

-/;  (-  P.  +  XJ  +  -  J  +  -,;  -  SP  i  +  s  11  -  0. 

Die  Glieder,  welche  —  pg  ^^^  ~9Q  enthalten,  zerstören  sich  gegen- 
seitig, und  obige  Gleichung  nimmt  die  Form  an 

Die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  der  homogenen  inkompres- 
siblen  Kugel,  die  von  dem  durch  (44)  ausgedrückten  Änfangsspannnngs- 
znstand  aus  durch  äußere  Kräfte  deformiert  wird,  haben  dieselbe 
Form  wie  die  gewöhnlichen  Gleichungen  des  Gleichgewichts  einer 
Kugel,  auf  die  störende  Erüfte  einwirken,  nur  daß  in  letzteren  Glei- 
chungen AA  durch  ~p  zu  ersetzen  und  fiA  zu  Ternachlässigen  isL 
Das  Vorhandenseiu  der  Anfangsapanuung  pg  hat  auf  diese  Gleichungen 
keinen  Einfluß,  wohl  aber  auf  die  speziellen  Bedingungen,  die  an  der 
Oberfläche  gelten.  Diese  Bedingungen  gehen  dahin,  daß  die  defor- 
mierte  Oberfläche  epanoungsfrei  ist.  Die  Gleichung  der  deformierten 
Oberfläche  sei  r  ^  a  +  tS,  wo  g  eine  kleine  Konstante  und  S  eine 
Funktion  des  Orte  auf  der  Kugel  r  =  a.  Die  „Abweichung"  bS  muß 
so  beschaffen  sein,  daß  das  Volumen  ungeändert  bleibt.  Wir  wollen 
die  auf  die  Fläche  r  =a  +  iS  wirkende  Spannung  (X^,  7^,  ZJ)  be- 
rechnen, f,  m',  n'  seien  die  Richtungskoainus  der  nach  außen  gerich- 
teten Normalen  dieser  Fläche.     Dann  ist 

X^  =  riX^~p,)  +  m'X^  +  n'X.. 

In  den  Termen  X^,  X  ,  X,,  die  in  den  Verzerrungskomponenten 
linear  aiud,  können  wir  V,  m',  n  dnrch  x/a,  yja,  z/a  ersetzen,  denn 
die  wahren  Werte  unteracbeidea  sich  von  diesen  Werten  om  Größen 
von  der  Ordnung  «;  dagegen  müssen  wir  den  Wert  des  Gliedes  —  l'p^ 
an  der  Oberfläche  r  —  a  -\-  sS  bis  auf  die  Ordnung  £  genau  berechnen. 
Das  ist  leicht  geschehen,  da  p^  auf  r  '^  a  verschwindet  und 
deshalb    auf    r  =  a-\-tS     gleich     eSl.-i  bezw.     —  —  ggtS 

gesetzt  werden  kann.    Vernachlässigen  wir  «*,  so  können  wir  schreiben 
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Somit  läßt  sich  die  Bedingung,  daß  X,  tm  der  Oberfläche  r  •=  a  -^  eS 
verschwindet,  folgendermaßen  schreiben 

{XX..  +  ^9^^S  =  Q.  (46) 

Die  Bedingungen  dafür,  daß  Y^,  Z,  an  der  Oberfläche  verschwinden, 
lassen  sich  in  ähnlicher  Form  aosdrücken,  nnd  das  Resultat  läßt  sich 
in  dem  Satz  aussprechen:  Man  kann  die  Anfangsspannong  durch  die 
Annahme  in  Rechnung  ziehen,  daß  die  „mittlere"  Kugel,  statt  span- 
nungsfrei zu  sein,  mit  einem  Druck  belastet  ist,  der  ^eich  dem  Ge- 
wicht (pro  Flächeneinheit)  der  Materialmenge  ist,  die  man  auf  ihr 
anhäufen  muß,  um  die  „Abweichung"  hervorzubringen.') 

§  182.  Deformation  einer  gTavitierenden  Inkompreaslblen  Eugel  durcli 
äußere  Kräfte. 

Die  störenden  äußeren  Kräfte  mögen  ein  Potential  besitzen,  das 
der  Laplaceschen  Gleichung  genQgt;  iunerhalb  der  Kugel  sei  dies 
Potential  als  Summe  von  Kugelfunktionen  positiven  Grodee  in  der 
Form  ^  TT,  aasgsdrückt.  Die  Oberfiäche  der  Kugel  werde  defor- 
miert, und  die  Höhe  der  Abweichung  drücke  sich  als  Summe  Ton 
Kugelflächenfan ktionen  in  der  Form  ^e,S,  aus,  wo  e,  eine  kleine 
Größe,  die  höchstens  von  der  Größenordnung  der  Abweichung  ist.  Die 
von  der  Abweichung  ausgehende  Anziehungskraft  stellt  eine  auf  die 
Teilchen  innerhalb  der  Kugel  wirkende  Massenkraft  dar;  in  den 
Punkten  im  Innern  der  Kugel  besitzt  diese  Kraft  ein  Potential  vom 
Betr^e 

4*rp».5'(ä» +!)-'(.('■/«)■«., 

WO  y  die  Gravitationskonstante.  Drücken  wir,  wie  in  §  179,  das 
Potential  aller  störenden  Kräfte  in  der  Form  ^'  V^  aus,  so  haben  wir 


worin  ^xyQa  durch  den  gleichwertigen  Ausdruck  3</  ersetzt  ist. 

Die  Verschiebung  im  Innern  der  Kugel  drückt  sich  aus  durch 
Formeln  vom  Typus 

,,  = K    _    P V  ^  ('r'FI 

2(2« +  3)  i+aj.  ^  a«'-       "- 

1)  Dies  Resultat  wird  oft  beweisloa  «Dgenommen.  Augeo  schein  lieh  findet  sich 
in  ihm  implicite  jedenfalls  irgend  ein  derartiges  Argument,  wie  es  im  Text  be- 
nutzt wurde. 
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wo^,,...niibekaiiiiteKiigelfiächeiifiiiiktioDeii  bedeuten  uod  Jlf,  and  ^„_, 
sich  mittels  der  Gleichungen  (9)  und  (13)  aoedrQcken.  Um  die  voUstÄn- 
dige  Losnng  zu  erhalten,  müssen  wir  die  Funktionen  Ä^,  B^,  C^,  S^ 
in  den  bekannten  Funktionen  W^, . . .  ausdrücken.  Im  Laufe  der 
Rechnung  können  wir  gewisse  Yerein&chungen  anbringen,  die  aus 
der  Annahme  folgen,  daß  das  Material  inkompresaibel  ist.  An  der 
Oberfläche  r  =  a  haben  wir  zweierlei  Randbedii^ngen.  In  erster 
Linie  besteht  die  kinematische  Bedingung,  daß  die  radiale  Verschie- 
bnag an  der  Oberdäche  tibereinstimmt  mit  dem  Ausdruck,  den  wir 
mit  ^E„S^  bezeichneten,  und  zweitens  die  Bedingung,  daß  die  aus 
den  Verschiebungen  vom  Typus  (47)  berechnete  Oberöächenspannung 
gleichwertig  ist  mit  einem  Druck,  der  dem  Gewicht  der  Abweichung 
gleichkommt. 

Die  kinematische  Bedingung  drückt  sich  aus  durch  die  Gleichung 

+^i^TK-.-:r::>-.-.)-2'AS- 

Greifen  wir  aus  dieser  Gleichung  die  Glieder  hersus,  welche  Engel- 
flächenfonktionen  von  der  Ordnung  »  +  1  enthalten,  nad  föhren  die 
aas  der  Inkompressibilitätsbedingnng  folgende  Yerein&chung  ein,  so 
erhalten  wir  die  Gleichung 

e.  +  i-S,^,  *^l\  =  -5-^nr  V.+,  -  ~— -L-+,*-,-»  ■  (48) 

Die  Spaminng  an  der  Oberfläche  drückt  sich  durch  Gleichongen 
Ton  fo^^dem  Typus  aus: 


■2[> 


^i'^J>       (M  — lV2n-(-ir 


(«-l)(2n+l)' 

dieselben  ergeben  sich,  wenn  wir  die  Ausdrücke  in  (33)  und  (39) 
mit  Hilfe  der  Inkompressibilitätsbedingnng  vereiniachen.  Die  zu  (48) 
hinzutretenden  Obe^ächenbedingungen  erhalten  wir,  wenn  wir  die 
rechte  Seite  von  (49)  gleich  —  ß~^99X^„S,  setzen.  Wir  finden  so 
die  Gleichung 
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-i^Ä(7^*-.)]-».      («>) 

die  an  der  Oberääche  r  =  a  besteht.  Greifen  wir  ans  dieffer  Glei- 
chung die  Glieder  heraus,  welche  Kugelflächenfunktionen  nten  Grades 
enthalten,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

(!«  +  8)1.  !■  +  S  '■♦'  ai  V,»  +  i  ""V 

Öln"-i)^    Vn-l    •-■   „—i'lx{    ,-     j 

_,^'    1    «3ti  ,  A ''J"!  a /T'.-.\ 

(.2(1  +  3      aar      ■*■  p  2n  — 1  äxVr'"-'/ 

-ij-V.Ä(-;M' *—.)-"■  (^') 

Hierin  ist  die  linke  Seite  eine  Kugelfunktion  nten  Grades.  Da  diese 
harmonische  Funktion  an  der  Oberfläche  r  ^a  yerachwindet,  so  ver- 
schwindet sie  für  alle  Werte  Yon  x,  y,  x.  Zwei  entsprechende  Glei- 
chungen ergeben  sich  aus  der  Betrachtung  der  Spannungen  in  der  y- 
und  in  der  r-Richtung. 

Wir  difFerentiieren  die  linken  Seiten  der  drei  Gleichungen  rom 
Typus  (51)  bezQgUch  nach  x,  y,  z  und  addieren  die  entstehenden 
Ausdrücke,     Wir  erhalten  so  die  Gleichung 


j,(.2(;n-_2)n[2«+l) 


Diese    Gleichung   gilt    für   alle  Werte  von  «.     Ersetzen  wir  «  durch 
n  -j-  2,  so  geht  sie  über  in 
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+  --H^--   *.«-0-      (62) 


«  +  1 

MultipliziereQ  wir  andererseits  die  Unken  Seiten  der  drei  Glei- 
dinngen  vom  Typus  (51)  bezOglicli  mit  x,  y,  e  nnd  addieren,  so  er^ 
lialten  inr  die  Gleichung 


ygg'  2n(n+l)  _        r'+    p  pa*    «+^ 


W'.* 


(2»  +  S)'   •.*l„.tl".  +  l  ,.    !„  +  J 

-i^il^«  *-.-.-<>  (53) 

Aus  den  Gleicliangea  (48),  (Ö2),  (53)  beBtimmeu  sidi  iS,^,, 
%+ii  *-.n^i»  auagedrückt  durch  W^,+i.  Somit  sind  alle  Funktionen 
S,  i),  <t>  mit  Terecbiedenen  Suffixen  bestimmt,  und  die  Gleichnngen 
Tom  TypuB  (51)  liefern  die  Punktionen  ^,  •  ■ .  Wenn  das  Potential 
der  äuBereo  Kräfte  sich  auf  ein  einziges  Qlied,  W^^^,  reduziert,  so 
kommen  von  den  if»- und 0-Fnnttionen  nur*,^,  und  *_,_j  imd  Tonden 
S-Funktionen  nur  5,^^  vor.  Die  Gleichnngen  vom  Typus  (5X)  zeigen 
dann,  daß  ron  den  Funktionen  A^, . . .,  diejenigen  vorkommen,  die 
den  Index  n  oder  n  +  2  haben.  Das  Kesultat,  daß  S^^^  ein  Tiel- 
feches  von  W^^^  ist,  kann  man  in  derselben  Weise  deuten,  wie  das 
entsprechende  in  §  180  vermerkte  Resultat. 

§  183.  Nahezn  kugelfBnnlger  gravitierender  Efirper. 

Der  Fall  eines  nahezu  kugelförmigen  Körpers  läßt  sich  durch  vor- 
stehende Entwicklung  miterledigen.  Die  die  Spannung  betreffenden  Obei^ 
flach  enbedingungen  drücken  aioh  auch  hier  durch  Gleichungen  vom  Typus 
(50)  ans,  dagegen  ist  die  durch  (46)  ausgedrückte  kinematäscfae  Be- 
dingung nicht  mehr  gQItig.  Hat  die  Gleichung  der  Oberfl&che  die 
Form  f"  "=  a  +  «n  +  iÄ^^i,  so  ergeben  sich  die  Werte  von  ^„^i  und 
'''-■-ji  wenn  wir  in  den  Gleichungen  (52)  und  (53)  null  statt  TT^+i 
einsetzen;  die  harmonischen  Funktionen  Ä^  nnd  A^^^  usw.  bestimmen 
sich  ans  den  Gleichungen  vom  Typus  (41),  wenn  dann  die  W  gestrichen 


G.  H.  Darwin  hat  derartige  Entwicklungen,  ohne  die  Beschränkung 
auf  inkompressiblea  Material,  angewendet  auf  das  Problem  der  Bestim- 
mung der  Spannungen,  die  im  Innern  der  Erde  durch  das  Gewicht  der 
Kontinente  hervorgerufen  werden.^)  Abgesehen  von  der  Schwierigkeit 
betr.  die  Anfangsspannung  in  einem  gravitierenden  Körper  von  der  Gröfie 
der   Erde   —  einer   Schwierigkeit,    die    wir  anscheinend    nicht   umgehen 

1)  I%il.  T^artt.  Soy.  Soc.,  voL  178  (18SS).  Eine  kritiache  üntetsnchnng 
der  DarwiMchen  Resultate  gab  Chree,  Cairtbridgt  J%tJ.  Soe.  Tran».,  voL  14  (1S89> 
und  Fhä.  Mag.  (Ser.  6),  vol.  SS  (1891). 
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können,  ahne  das  Haterial  als  inkompressibel  zu  behandeln  —  liegt  bei 
der  Anwendung  unserer  Entwicklungen  auf  kompreseible  gravitierende 
Körper  noch  eine  andere  Schwierigkeit  vor.  Bei  diesen  Entwicklungen 
wird  die  Anziehungskraft,  die  von  dar  Abweichung  an  der  Oberflfiehe 
herrührt,  in  B«chnung  gezogen,  die  Ungleichheiten  der  inneren  Ansiebungs- 
kriifte  dagegen,  die  aas  den  Änderungen  der  Dichte  im  Erdinnem  ent- 
springen, TämachlKssigen  wir;  diese  Ungleichheiten  der  Anziehungskraft 
sind  jedoch  von  derselben  GröBenordnung  wie  die  von  der  Oberfl&chen- 
ftbweichung  herrührende  Anziehung,  Um  dies  zu  erl&utem,  genügt  es,  den 
Fall  zu  betrachten,  wo  im  Anfangszustand  gleichmäßige  Dichte  pg  herrscht 
Im  Terzerrt«n  Zustand  drückt  sich  die  Dichte  in  den  Verzerrungen  bis 
zur  ersten  Ordnung  genau  durch  pg  (l  —  A)  aus.  Die  Kusenkraft  hat, 
wenn  von  der  Anziehimg  der  Oberflächen  ab  weichung  und  anderen  störenden 
Kräften  abgesehen  wird,  pro  Masseneinheit  die  Komponenten  gxja,  gy/a, 
gx/a.  Somit  müßten  die  Ausdrücke  für  gX,  ...  in  den  Gleichgewichts- 
gleicfaungen  Glieder  wie  —  gif^xa~^{l  —  ^)  enthalten;  die  Glieder  vom 
Typus  —  g^gX^/a  sind  aber  von  derselben  Ordnung  wie  die  von  den 
Oberflächenab weich  ungen  ausgehenden  Anziehungskr&fte.') 


g  184.  Rotierende  Eogel. 
Von  den  Erdproblem«n  smd  am  intereBsaatesten  das  Problem 
der  EUiptizität  der  Erdfigur  infolge  der  täglichen  Umdrehung  nnd 
das  der  Gezeitendeformation,  die  von  der  Anziefanngskraft  der  Sonne 
imd  des  Mondes  herrührt.  Der  Einfluß  der  Rotation  laBt  sieb  dar- 
stellen als  Wirkung  einer  Massenkraft  von  der  Größe  a*  (x,  y,  0),  wo 
o  die  Winkelgeschwindigkeit;  dieee  Kraft  besitzt  ein  Potential  vom 
Betrage  \  so*  {x*  +  y').  Dasselbe  kann  als  Summe  zweier  Glieder  ge- 
schrieben werden: 

das  erste  Glied,  das  ^eich  ^a^r^  ist,  gibt  Anlaß  zu  einer  Badial- 
kraft  \(o'r.  Dies  Glied  läßt  sich  in  den  Term  — f^^r/a  von  Gleichnng 
(43)  einbegreifen,  wenn  ^(l  — ^"— )  für  g  gesetzt  wird.  Da  im 
falle  der  Erde  m*a/g  ein  kleiner  Bruch,  nämlich  ungefähr  gleich 
^  ist,  Bo  können  wir  fUr  den  gegenwärtigen  Zweck  diese  Änderung 
von  g  außer  acht  lasssen.  Das  Glied  ^  ^a*(2z*  —  x' —  y^)  ist,  in 
Polarkoordinaten  ausgedrückt,  gleich  —  ^  ro*r*  (^  cos*  $  —  \),  sodaS  es  r* 
und  eine  Kugeläächenfunktion  zweiten  Grades  als  Faktoren  enthält. 
Wir  können  die  Wirkung  der  Rotation  aus  den  Resultaten  von  §  182 
dadurch  bestimmen,  daß  wir  n^^l  setzen  und  obigen  Ausdruck 
-  5  roV  (I  cos*  Ö  —  I)  für  TT,  einführen. 

1)  Siehe  eine  Abhandlung  von  J.  H.  Jeans,  Fhil.  Tram.  Bog.  Soc.  (Ser.  A), 
vol.  201  (1903J. 
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Ffir  rt  -*  1  lauten  die  Gleichungen  (52)  und  (53) 

unä  Gleichung  (48)  lautet 

Die  Höhe  der  Abweichung  ergibt  sich  daraus  in  der  Form 

€,S.  -  t-^^/fl  +  '•  -M  ■  ■  (64) 

Hieraus  folgt,  daß  die  Abweichung  fQr  eine  feste  inkompreasible 
Kugel  ron  der  Steifigkeit  fi  kleiner  ist  als  fQr  eine  Kugel,  die  von 
einer  inkompressiblen  FlilsBigkeit  gebildet  wird,  und  zwar  im  Yer- 
hältnis  1 : 1  +  -|  —— .  Falls  die  Kugel  dieselbe  Größe  und  Hasse  be- 
sitzt  wie  die  Erde,  so  ist  dies  Terhältnis  nahezu  gleich  -^^  wenn  die 
Steifigkeit  gleich  der  des  StaHs  ist,  und  nahezu  gleich  f,  wenn  die 
Steifigkeit  gleich  der  des  Glases  ist. 

Die  EUiptizität  der  Erdfigur  ist  etwa  gleich  -^..  Die  EÜiptizi- 
tat ')  eines  nahezu  kugelförmigen  Splüroids  von  der  Größe  und  Masse 
der  Erde,  das  aus  einer  homogenen  inkompressiblen  Fltlssigkeit 
besteht  and  sich  mit  gleichmäßiger  Geschwindigkeit  in  24  Stunden 
einmal  am  sieh  selbst  dreht,  ist  ungefähr  gleich  j^.  Die  EUiptizität, 
die  sich  ergeben  würde,  wenn  die  homogene  inkompressible  Flüssig- 
keit durch  inkompressibles  festes  Material  von  der  Steifigkeit  des 
Glases  oder  gar  des  Stahls  ersetzt  wird,  fällt  zu  klein  aus-,  im  Falle 
des  Glases  würde  sie  etwa  ^  betragen.  Das  Ergebnis,  daß  ein  fester 
Körper  ron  beträchtlicher  Steifigkeit  unter  der  vereinten  Wirkung 
der  Rotation  ilnd  der  eigenen  Gravitation  eine  der  Umdrehungsgeschwin- 
digkeit entsprechende  platt-sphäroidische  Gestalt  annimmt,  ist  nicht 
ohne  Bedeutung.  Es  ist  jedoch  schwierig,  auf  obige  Zahlenergebuisee 
eine  Sclützong  der  Steifigkeit  der  Erde  zu  stützen,  weQ  die  Defor- 
mation einer  Kugel  durtJi  Rotation  in  hohem  Grade  von  der  Hetero- 
genilät  des  Materials  beeinfinßt  wird.  Bei  der  Erde  ist  die  durch- 
schnittliche Dichte  der  Oberflächenkruste  halb  so  groß  wie  die  mittlere 
Erddichte.  Bei  einem  inkompressiblen  festen  Körper,  der  etwa  in 
Kugebchalen  von  gleicher  Dichte  geschichtet  ist,  bat,  wie  leicht  zu 

1)  Eine  Gleichung  von  der  Form 
■teilt,  wenn  c  klein  ist,  ein  nahezu  kngelßJimiges  Sph&roid  von  der  EUiptizitKt 
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erkennen  ist,  verminderte  Diclite  in  den  äußeren  Schichten  eine 
Steuerung  der  von  der  Rotation  herrflhrenden  Elliptizität  der  Fignr 
zur  Folge.')  In  unseren  Gleichungen  haben  wir  die  Dichte  alfi  gleich- 
mäßig angenommen;  wir  können  jedoch  durch  ein  grobee  Näherongs- 
verfahren  auch  veränderliche  Dichte  in  Rechnung  ziehen,  indem  wir 
bemerken,  daß  das  Gewicht  der  Oberflächenabweichung  und  ihr  Potential 
auf  innere  Punkte  der  mittleren  Dichte  der  Obertiächenschicht  pro- 
portional sein  muß.  Diese  Dichte  sei  g'.  Nach  unserem  Näherunge- 
veriähren  würden  wir  in  den  ersten  beiden  Reihen  von  (50)  (>'  fOr 
Q   schreiben.     Das   Resultat   wQrde   sein,    daß   wir   im    Nenner    der 


hätten.  Wäre  g'  '^^Q,  so  wOrden  die  vorhin  erhaltenen  Zahlen  -J- 
und  ^  für  Stahl  und  Glas  bezüglich  gleich  |  und  gleich  ^  werden; 
demnach  würde,  falls  wir  ans  auf  die  benutzte  grobe  Annäherung 
verlassen  können,  die  Elliptizität  der  Figur  gesteigert  sein. 


§  185.  SeEeitendefonnatlon.    Gezeitenwirksame  Steifigkeit  der  Erde. 

Die  die  Gezeiten  hervorbringenden  störenden  Kräfte  besitzen 
gleich&lls  ein  Potential,  das  durch  eine  Eugelfnnktion  zweiten 
Grades  dai^stellt  ist.  Das  Potential  des  Mondes  auf  einen  Pnnkt 
im  Innern  der  Erde  läßt  sich  in  eine  Reihe  von  Kugelfunkiionen 
positiven  Grades  entwickeln.  Den  Gliedern  erster  Ordnung  ent- 
sprechen die  Kräfte,  die  die  relative  Bahnbew^ping  der  beiden 
Körper  bestimmen,  und  den  Gliedern  höherer  Ordnung  entsprechen 
die  Ki'äfte,  die  relative  Verrttckungen  im  Innern  der  Erde  hervor- 
bringen. In  Analogie  zn  der  Gezeitenbewegong  des  Meeres  relativ 
zum  Land  können  wir  diese  Verschiebungen  „Gezeiten"  nennen. 
Das  wichtigste  Glied  im  Störungspotential  ist  das  Glied  zweiten 
Grades;  dasselbe  läßt  sich  schreiben:  (Myr*/!)')  (j|- cos'ö  —  ^), 
wo  M  die  Mondmasse,  D  die  Entfernung  zwischen  den  Mittelpunkten 
von  Erde  und  Mond,  y  die  Gravitationskonstante  bezeichnet  mtd  die 
Achse  Ö  —  0  in  die  Verbindungslinie  der  Hittelpunkte  fällt.*)  Dies 
ist  das  auf  die  Zentrallinie  bezogene  „Gezeitenpotential".  Beziehen 
wir  es  auf  Achsen,   die   mit   der  Erde   fest  verbanden  sind,  so  stellt 

1)  Dies  Resultat  fand  Chree,  Uta.  Mag.  (Ser.  6),  voL  32  (1S91),  p.  24». 
Bei  einer  FUlgtigkeit  kann  Terminderte  Dichte  in  den  HuBereu  Schichten  Ver- 
ringerung der  von  der  Rotation  herrührenden  Elliptizität  der  Figur  zur  Folge 
haben.  Beim  Laplaceechen  „(xeaetz  der  Dichte  im  Erdinnem"  werden  Druck 
und  Dichte  als  dorch  ein  bestinuntes  Gesetz  verknüpft  angenommen  und  die 
Dichte  der  heterogenen  FlQsBigkeit  eo  gewählt,  daß  dieselbe  Elliptizit&t  wie  bei 
der  Erde  herauB  kommt.    Siehe  Kelvin  und  Tait,  Naf.  Fhil,  Teil  II.  p.  40S. 

2)  Siehe  G.  H.  Darwin»  Artikel  „Tidea"  in  Enet/.  Brjt.,  9.  Aufl. 
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es  sich  als  eine  Summe  von  Engelfnnktioiieii  zweiten  Orades  dar 
wobei  die  Koeffizienten  periodische  Funktionen  der  Zeit  sind.  Ent- 
sprecheade  Sätze  gelten  bezüglich  der  Anziehung  der  Sonne.  Jedem 
Qliede  des  „Gezeitenpotentials"  entspricht  eine  Deformation  der  mitt- 
leren MeeresoberMche  zn  "'"p"'  harmonischen  Sphäroid  zweiter  Ord.- 
nung,  und  jede  dieser  Deformationen  hei£t  eine  „Qezeit".  Es  gibt 
tägliche  und  halbtägliche  Gezeiten,  die  von  der  -Umdrehung  der  Erde 
abhängen,  halbmonatliche  und  monatliche  Gezeiten,  die  von  der  Be- 
wegung des  Mondes  in  seiner  Bahn  abhängen,  jährliche  und  halb- 
jährliche Gezeiten,  die  ron  der  Bewegung  der  Erde  in  ihrer  Bahn 
abhängen  und  eine  neunzehnjährliche  Geseit,  die  von  periodischen 
Schwankungen  in  der  Mondbahn,  wie  sie  durch  den  Umlauf  der 
I^otenpunkte  in  der  Ekliptik  gekennzeichnet  sind,  abhängen. 

Die  Abweichung,  die  ein  Glied  des  Gezeitenpotentials  an  der 
Oberfiäche  einer  homogenen  inkompressiblen  flOssigen  Kugel  von  der 
Größe  und  Masse  der  Erde  oder  an  der  Oberfläche  eines  Ozeans,  der 
einen  Tollkontmen  starren  kugelförmigen  Kern  bedeckt,  herYormfen 
wQrde,  heißt  die  „wahre  Gleichgewichtshöhe"  der  entsprechenden  Oe- 
zeit.  Ans  den  in  §  184  gegebenen  Resultaten  erkennen  wir,  daß  die 
TOn  den  gleichen  Kräften  herrfihrenden  Abweichungen  an  der  Ober- 
fläche einer  homogenen  inkompressiblen  festen  Kugel  von  der  Größe 
und  Hasse  der  Erde  und  der  Steifigkeit  des  Stahls  etwa  \-  der 
wahren  Gleichgewicbtshöhe  der  Gezeiten  betreten  würden.  Sie  würden 
etwa  I  dieser  Höhe  betn^en,  wenn  die  Steifigkeit  gleich  der  des 
Glases  wäre.  Daraus  folgt,  daß  die  Höhe  der  Meere^ezeiten,  wie  sie 
durch  daa  Steigen  und  Fallen  des  Meeres  im  Verhältnis  zum  Land 
gemessen  wird,  infolge  der  elastischen  Nachgiebigkeit  des  festen 
Kerns  sich  auf  etwa  ^  bezw.  f  der  wahren  GleichgewiohtshÖhe  redu- 
zieren wtlrde,  je  nachdem  die  Steifigkeit  gleich  der  des  Stahls  oder 
der  des  Glases  ist. 

Mit  dem  Namen  „gezeitenwirksame  Steifigkeit  der  Erde"  hat 
Lord  Kelvin')  die  Steifigkeit  bezeichnet,  die  einer  homogenen  inkom- 
pressiblen Kugel  von  der  Größe  und  Masse  der  Erde  beigelegt  werden 
müßte,  damit  die  Gezeiten  in  einem  sie  bedeckenden,  mit  dem  wirk- 
lich vorhandenen  Ozean  kongruenten  Meere  dieselbe  Höhe  besäßen 
wie  die  beobachteten  Meeresgezeiten.  Wenn  die  Gezeiten  dem  Gteich- 
gewicbtsgesetz  folgten,  so  könnte  die  fn^liche  Steifigkeit  durch  Be- 
obachtung der  tatsächlichen  Gezeiten  and  Berechnung  der  wahren 
Gleicbgewichtshöhe  bestimmt  werden.  Nun  lehrt  die  dynamische 
Theorie   der   ozeanischen  Gezeiten  auf  einem  starren  Een^,  daß  bei 

1)  ßii  W.  Thomson,  Pfcfl.  Tratu.  Boy.  Soc.,  voL  163  (1888)  und  Math,  and 
JFfty».  Pipers,  vol.  3,  p.  317. 

2)  a.  H.  Darwin,  Froc.  Boy.  Soc.,  vol.  11  (1886),  p.  337.  Yg).  Lamb,  Hydro- 
dynamid,  Eap.  TIU. 
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verschwindender  Reibnng  keine  Gezeit  dem  Gleichgewicht^i^eeetz 
folgen  vQrde;  selbst  im  F&Ue  sehr  langer  Perioden  würde  die 
Höhe  der  Gezeiten  aof  Meeren  von  einer  Tiefe,  wie  sie  tataächlich 
vorkommt,  kleiner  sein  als  die  halbe  Gleiehgewichtshöhe.  Die  vom 
Meeresbett  herrührende  Reibimg  wdrde  eine  Gezeit  dem  Gleich- 
gewichtegesetz nmso  inniger  anzupassen  suchen,  je  länger  die  Periode. 
Wir  müssen  uns  daher  auf  die  Betrachtung  von  Gezeiten  von  langer 
Periode  beschränken.  Von  diesen  sind  die  jährlichen  und  halbjähr- 
lichen fi^zlich  verdeckt  durch  die  Schwankungen  des  Meeresspi^els, 
die  vom  Schmelzen  des  Eises  in  den  Polargegenden  herrühren.  Die 
neunzehnjährliche  Gezeit  ist  zu  unbedeatend,  um  mit  Sicherheit  fest- 
gestellt werden  zu  können.  Aus  Beobachtungen  der  halbmonatlichen 
Gezeiten,  die  im  Indischen  Ozean  ^)  angestellt  wurden,  ging  hervor, 
daft  die  Höhe  dieser  Gezeiten  fast  zwei  Drittel  der  wahren  Gleich- 
gewichtshöhe beträgt.  Wenn  die  hidbmonatliche  Gezeit  dem  Gleich- 
gewichtsgesetze folgte,  so  würden  wir  daraus  schließen  können,  daß 
die  gezeitenwirksame  Steifigkeit  der  Erde  ungefähr  gleich  der  Steifig- 
keit des  Stahls  ist.  Wahrscheinlich  ist  aber  die  Reibung  des  Meeres- 
bettes nicht  groß  genug,  um  die  Anwendung  der  Gleichgewichtstheorie 
auf  die  halbmonatlichen  Gezeiten  zu  gestatten. 

Die  Tatsache,  daß  es  überhaupt  beobachtbare  Gezeiten  gibt^  und 
die  oben  enrähnten  Ei^ebnisse  bezfiglicb  der  halbmonatlichen  Qe- 
zeiten  im  Indischen  Ozean  betrachtet  Lord  Kelvin  als  Widerlegung 
der  geologischen  Hypothese,  daß  die  Erde  aus  einem  fiüesigen  Kern 
und  einer  verhältnismäßig  dünnen  festen  Kruste  besteht;  aus  dem  ge- 
nannten und  anderen  davon  unabhängigen  GrUnden  verficht  er  die 
Auffassung,  daß  die  Erde  hauptsächlich  aus  festem  Material  von 
hohem  Steifigkeitsgrade  besteht.  Aus  den  Gezeitenerscheinui^n  er- 
gibt sich  allerdings  kein  völlig  zwingender  Beweis  für  die  Richtig- 
keit dieser  Anschauung.*) 

g  186.  Ebene  Verzernuig  in  einem  EreisEylinder.') 

Ähnliche  Methoden,  wie  sie  in  §  173  und  §  175  benutzt  wurden, 
lassen  sidi  auf  Probleme  ebener  Verzerrung  in  einem  Kreiszylinder 
anwenden.  Führen  wir  in  der  {x,  y)-Ebene  die  Polarkoordinaten  r,  6 
ein,  so  besitzen  wir  in  den  Ausdrücken  vom  Typus  r"(«,  cos  bö  -f-  ß^  sin  n8), 
wo  o,  und  ß^  Konstanten,  ebene  ganze  harmonische  Funktionen,  and 

1)  Kelvin  und  Tait,   Nat.  f?iil.,   Teil  II,   p.  412— 4S0   (Beitrag   von    O.  H. 

2)  Von  einem  anderen  Standjiunkt  hat  J.  Larmor,  loc.  dt  p.  SOG,  die 
Frage  erörtert . 

3)  Vgl.  Kelvin  und  Tait,  Kat.  Phil.,  Teil  U,  p.  298—800.  Das  Problem 
des  ebenen  Si>aDnungBzUEtandeg  norde  gelOet  von  Clebech,  Ehetitität,  §  4.% 
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die  hierin  Raftreteodeii  Koefäzieateii  von  r"  sind  das  Analogoo  zu 
den  Kugelflächenfunfctionen.  Das  Änalogon  zur  Ldsung  (IS),  %  173, 
ist,  wie  sich  zeigen  läßt, 

(».<o  -  2K-  o + ^m^s'i^c^-  '^').  (^^) 

worin  A^  und  S^  Funktionen  vom  Typus  ß_  cosnö  + /J^  sinnff  und 
die  Funktionen  ifr  ebene  harmonische  Funktionen  bedeuten,  die  durch 
Gleichungen  von  der  Form 

*,..-ä(^^) +/,(£.::)        (60) 

auagedrilckt  sind. 

Die  Gleichungen  (55)  würden  die  Verschiebung  in  einem  Kreis- 
zjlinder  liefern,  die  von  gegebenen  Verschiebungen  der  Montelääche 
herrühren,  wenn  die  Spannungen,  die  diese  Verschiebungen  aufrecht 
halten,  so  gewählt  sind,  da&  keine  longitudinale  Verschiebung  eintritt. 

Wenn  die  an  der  Oberfläche  angreifenden  Spannungen  gegeben 
sind,  80  können  wir  die  zor  x-  nnd  ^-Achse  parallelen  Komponenten 
der  auf  die  Fläche  r  —  a  wirkenden  Spannimgen  in  der  Form  ^X, 
und  ^Y^  ansetzen,  wo  die  Funktionen  X^,  Y^  wiederum  vom 
Typus  «^  coswfl  +  ^,  sin  MÖ  sind.  In  Analogie  zu  (25)  schreiben 
wir 

und  fahren  die  Funktionen  W^^^^  und  9_^_^  durch  fönende  Glei- 
chungen ein: 


(58) 


Diese  Funktionen  sind  sämtlich  ebene  harmonische  Funktionen 
Ton  dem  durch  den  Index  angezeigten  Grad.  Die  Oberflächenspan- 
nungen lassen  sich  aus  den  Gleichungen  (5ö)  berechnen.  Wir  er- 
balten zwei  Gleichungen  vom  Typus 

(«  -  \)A,^„  -  --^^--^j--  (-  +  ^^  ^-^)  »--.^(^-^„.ij 

-Y,/.(V*--)-7.^^'    ('") 
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-"-1       2n(»     -"-1'  / 

und  somit  lassen  sich  Ä^,  B^  durch  X^,  Y^  aasdrUcken. 
Wir  betrachten  folgende  Beispiele^): 
1}  X,  —  ocos2(9,  Y„  =  0.    In  diesem  Falle  finden  wir 

2)  X^  =  acoa2&,    Y^^  a  am26.     In  diesem  Falle  finden  wir 

3)  X,  —  B  cos  i&,  r,  —  0.     In  diesem  Falle  finden  wir 


"-^lrf7('"-!'")  +  (''  +  »"-«")l- 


§  187.  Anwendougeii  kniminliiilffer  EoordinateiL 

Es  soll  hier  noch  Aber  einige  üntersacbangen,  die  an  die  in  krumm- 
linigen Koordinaten  ausgedrQckten  Gleichgewicbtsgleicbuugen  ankntlpfen, 
kurz  berichtet  werden. 

a)  Fdnrhoordinaten.  Die  älteste,  von  Lama  gegebene  LOsuug  das 
Problems  der  Kugel  und  der  Kugelschale  war  durch  Anwendung  der  in  Polar- 
koordinaten ausgedrückten  Gleichungen  mittels  Reibenent  Wicklungen  erbalten.') 
Dieselben  Gleichungen  benutzte  spBter  C.W.  Borchardt'},  der  eine  in  be- 
stimmten IntegraleB  ausgedrückte  Lösung  des  Kugelproblems  lieferte,  und 
gleichfalls  C.  Cbree*),  der  die  Methode  auch  auf  Probleme  annähernd 
kugelförmiger  Körper  ausdehnte^),  wobei  er  die  Lösungen  in  Form  von 
KeiheDentwicklnugen  erhielt.  Die  Lösungen  in  Reihenentwicklungen  setzen 
sich  zusammen  aus  Kugelfunktionen  (V^,  die  in  Polarkoordinaten  aus- 
gedrückt sind,  und  verwandten  Panktionen  (Ü),  die  den  Gleichungen  von 
der  Form  V*ü—  V„  genügen. 

b)  Zylindrische  Koordinaten.  Lösungen  in  Form  von  Reihenentwick- 
lungen*} ergeben  sich  aus  der  Bemerkung,  dafi,  wenn  J^  der  Besselschen 

1)  Ton  den  LOanngen  in  diesen  apesiellen  Fällen  werden  wir  ap&ter  0«- 
braucfa  machen  (E&p.  XVI). 

Ü)  J.  de  Math.  (LiouvilleJ,  t.  18  (1664).  Siehe  auch  Lefons  »ur  les  eoordo- 
ndea  eurviliffnts,  Paria  1859. 

5)  Berliner  MonaUberichte,  1878. 

4)  Cambridge  J'hil.  Soe.   li-ana.,  vol.  11  (1889). 

6)  Amer.  J.  of  Math.,  vol.  16  (1894). 

6)  L.  Pochhammer,  J.  f.  Math.  tCrelle),  Bd.  81  (1876'i,  p.  88,  und  C.  Chree, 
dmhridge  Fhil.  Soc.  Tratu.,  vol  14  ti889). 
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Fanktion  von  der  Ordnung  h,  e***'"* /^(Ar)  eine  LOsung  der  Laplace- 
sehen  Gleichong  ist,  Ifan  kann  leiclit  geeignet«  Darstellungen  für  die 
Verschiebungen  w^,  u«,  u,  ableiten.  Der  F^,  daß  w«  verschwindet  nnd 
u^  and  u,  von  Q  unabhängig  sind,  wird  uns  sogleich  besofatöigen  (§  188). 
Im  Falle  der  ebene»  Yenermng,  wo  ti,  verschwindet  und  u^  und  u»  von 
z  unabhfin^g  sind,  kann  man  von  der  Spannungsfiinktion  (vgL  §  114 
oben)  Gebrauch  machen.  Die  allgemeine  Form  dieser  Funktion,  aus- 
gedrQckt  als  eine  nach  dem  Sinus  und  Kosinus  der  Vielfachen  von  6  fort- 
schreitende Beihe,  ist  von  J.  H.  Michell'}  aufgestellt  worden. 

c)  Ebene  Verzerrung  m  meht-kreisßrmigen  ZgUndem.  Werden  cUe 
RSnder  von  Kurven  der  Schar  a  =•  const  gebildet  und  ist  a  der  reelle 
Teil  einer  Funktion  der  komplexen  Variabeln  x  +  ty,  so  wissen  wir  aus 
§  144,  daß  die  Dilatation  A  und  die  Drehung  ^  In  der  Weise  von  x 
nnd  y  abh&ngen,  dafi  (l  -f-  2^)  A  +  i2fi(3  eine  Funktion  von  3;  +  iy  und 
mithin  auch  von  a  -{-  iß  ist,  wo  ß  die  zu  a  konjugierte  Fanktion.  Das 
elastische  feste  Medium  sei  z.  B.  nach  innen  von  einem  elliptischen  Zylinder 
begrenzt     Wir  setzen 

i  —  »y  =  c  eoah  (a  +  iß), 

sodaB  die  Kurven  a  =  conat.  konfokale  Ellipsen  sind  und  2  c  der  Ab- 
stand der  beiden  Brennpunkte  ist.  Die  geeignete  Darstellimg  für  A  and 
(7'ist  dann  durch  die  Gleichung  gegeben 

(i  +  2(i)  A  +  iZtiVS  -^e-""  (^^  cos  nß-i-B^än  nß). 

Bezeichnen  wir  mit  h  den  absoluten  Betrag  der  komplexen  GrOfie 
d(u  +  iß)/d(x  +  ij/),  so  sind  die  Yerschiebnngea  u^  und  ttg  mit  A  imd 
tgr  durch  die  Gleichungen  verkntlpft 


Im  Falle  elliptischer   Zylinder  lassen  sich  u^/'h  und  u^/h  ziemlich  leicht 
durch  Beihenentwicklongen  nach  cos  nß  und  sin  nß  ausdrOcken. 

Beispielsweise  nehmen  wir  den  Fall,  daß  ein  elliptischer  Zylinder 
mit  den  Halbachsen  a  nnd  b  um  die  Linie  der  Mittelpunkte  seiner  Nonnal- 
schnitte  durch  einen  kleinen  Winkel  0  gedreht  wird.*)  In  diesem  Falle 
l&St  sich  zeigen,  dafl  die  außerhalb  des  Zylinders  hervorgerufene  Verschie- 
bung sich  durch  die  Gleichnngen  ausdrflckt 


«»*+i(«+»)'*e?^«-)ii|i;:a£ 


-1-6^1  +  8^" 


1)  London  Math.  Soe.  Proc.,  voL  81  (IWO),  p.  100.    fVgl.  A.  Timpe,  Zeüad». 
MaOi.  üiy».,  Bd.  6S  (IMG).] 

2)  Dae  Problem  wurde  von  B.  B.  Webb  gestellt.     Ein  anderes  Yerfabmi 
zur  Gowinoung  der  LOenng  gibt  D.  EdvardM,  Quart.  J.  of  Math.,  vol.  26  (1898), 
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d)  Umdrehungskörper.  Bedeuten  v,  $,  s  zylindrische  Koordinaten 
und  köiiaeu  wir  a  und  jS  als  konjugierte  Funktionen  von  e  und  r  so 
bestimmen,  doB  eine  Gleichung  von  der  Form  a  —  const.  die  Meridian- 
kurre  der  Oberfläche  eines  gegebenen  EOTpera  darstellt,  so  transformieren 
wir  die  Laplacesche  Gleichung  V*F  =  0  auf  die  Form 


a  /  aF\ 


wo  J  den  absoluten  Betrag  von  d(e  -i-  ir)/d(a  -{-  iß)  bedeutet  Können 
wir  dann  LSsungen  dieser  Gleichung  finden  fflr  den  Fall,  daß  V  von  $ 
unabhängig  oder  mit  sin  nO  oder  cos  nO  proportional  ist,  so  können  wir 
die  Dilatation  und  die  Drehung  durch  Beibenent Wicklungen  aosdrflcken. 
Wangerin'}  hat  gezeigt,  wie  sich  aus  diesen  Lösungen  Ausdrücke  fär  die 
Verschiebungen  ableiten  lassen.  Für  zahlreiche  ümdrehungskörper,  u.  a. 
für  Ellipsoid,  Kegel  und  Biug,  sind  die  geeigneten  Lösungen  der  obigeo 
Gleichung  bekannt. 


§  18S.  AclisensyiiimetTisohe  Verzemmg  in  einem  UmdrelinngskÖTpeT. 

Wenn  ein  Umdrehungekörper  eine  symmetrische  Verzerrung  er- 
leidet, sodftß  in  allen  durch  die  Umdrehungsaclise  gelegten  Ebenen 
dieselbe  Verschiebung  herrscht,  so  können  wir  alle  Gröfien,  die  vor- 
kommen, darcb  eine  einzige  Funktion  ausdrücken  und  die  Gleichungen 
des  Gleichgewichts  des  nur  durch  OberAächenspaminngen  verzerrten 
Körpers  auf  eine  einzige  partielle  Differentialgleichung  zurflckfUhren. 
Bedeuten  r,  6,  z  Zylinderkoordinaten,  so  haben  die  Spannungs- 
gleichungen  des  Gleichgewichts  die  Form 

f+-^  +  -~~-^'    l'  +  l'+P-»-  («51) 

Bezeichnen  wir  die  Verschiebungen  in  den  Richtungen  von  r  und  z 
mit  U,  w  und  nehmen  an,  daß  senkrecht  zur  Acheenebene  keine  Ver- 
schiebung eintritt,  so  lauten  die  Ausdrucke  für  die  Verzerrungs- 
komponenten 

Wir  setzen  zunächst,  ähnlich  wie  in  der  Theorie  der  ebenen  Ver- 
zerrung, 

rz  =  —  --  -^^  • 
drei 

1)  Archiv  f.  Math,  (Grvnert),  vol.  66  (187S).  Die  Theorie  ist  von  P.  Jaeriech, 
J.  f.  Math.  (Grelle),  Bd.  104  (1889,i,  weiter  entwickelt  worden.  Für  6m  Om- 
drehungsellipBOid  mit  gegebenen  OberflficheiiTerBchiebungen  hat  0.  Tedoue,  Born 
Aec.  Lincei  Bend.  (Sei.  5),  t.  14  1.1905)  die  LßBong  mittels  Hphilroidischer  har- 
monischer  Funktionen  gegeben. 
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Die  zweite  der  Gleiohimgeii  (61)  liefert  dann 
^      3»*   ,    1  80 

eine  willtürliche  Fiuktion  von  r  braucht  nicht  MnzugefS^  zu  werden,  da 
sie  in  0  hineingezogen  werden  kann.  Wir  bemerken,  daö  *rr~  ä~  f^*««)' 
und  schreiben  die  entsprechende  Gleichong,  ansgedrfickt  in  Spaminngs- 
komponenten,  hin/n&mlich: 

7i-~9f6-(srz  —  ^{{ß~a7r-<i7e)r); 
bieraas  erhalten  wir  die  Gleichung 

(1  +  .)  fr-fe)  -r^iß-  ,?,  -  ,T,). 
Wir  fOhreu  eine  neue  Funktion  B  durch  die  Gleichung 

ein;  die  erste  der  Gleichungen  C61)  läßt  sich  dann  schreiben 

(1  +  ff)  1^  +  ^  (ee  ~  tfi^  -  ff«)  =  0, 

und  wir  können  setzen 

fe  -  oV**  —  R, 

wo  V*  die  Operation  d'/dr*  +  r~^8/8r  +  8*/de*  bezeichnet,  da  Ab- 
hängigkeit Ton  6  nicht  besteht.  Eine  willkflrliche  Funktion  von  e  braucht 
nicht  hinzugefügt  zu  werden,  weil  jede  derartige  Funktion  in  <]>  hinein- 
gezogen werden  kann.  Alle  Spannungskompouenten  sind  nunmehr  durch 
zwei  Funktionen  <1>  und  R  ausgedrflckt.  Die  Summe  S  der  Haupt- 
Spannungen  dröckt  sich  durch  <1>  mittels  der  Gleichung 

aus,  und  da  S  eine  harmonische  Funktion,  so  haben  wir  V*4>  —  0. 

Die  Funktionen  4>  und  R  sind  nicht  unabhElDgig  voneinander.  Um 
die  zwischen  ihnen  bestehenden  Beziehungen  zu  erhalten,  können  wir 
folgendermaßen  verfehrsn:  Die  Gleichung  U/r  —  e^^  l&Bt  sich  schreiben 

U ^  r{$d  -  a^  —  <i7i)jE, 
oder 

U (l  +  e)rR/E; 

die    Gleichung    re  —  fif^,  läßt  sich  dann  schreiben 


dtp B  (1  -f  b)  a'*  ,  i-h»  9^ 

dr  ~       ~     E       drh  ^     E     ''  di 
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Ferner  läßt  sich  die  Gleichung  e„  —  [pa  —  arr  —  a6G)/E  folgendermafien 
schreiben 

Die  Gleicbnngen  filr  dmjor  und  owjSB  Bind  miteinandor  Tertifiglicb,  fftllB 
fahren  wir  eine  neue  Funktion  Sl  mittels  der  Gleichung 


ein,  so  haben  wir 


wo  wie  vorhin  eine  willkürliche   Funktion    von   x   nicht  hinzugefügt  za 
werden  br&ucht. 

Die  Spannungskomponenten   sind  nanmehr  durch   die   Funktionen  <)> 
und  Sl,   die   durch   die   zuletzt  hingescdiriebene  Gleichung   verknüpft  sind, 
ausgedrückt-     Die    Gleichungen    f&r   cw jir    und    cw /de    gehen    bei    Ein-    . 
fOhrung  von  Sl  Ober  in 

8 10        1^+«    S_  (BSl  _  d<t>\       ^  _  1  +f  _£_  /9^  _  ^\ 
dr"     E     dr\dr        dz}'      dz  ~  ~  E     dx  \dt        8i)' 

Wir  kGnnen   daher  Ü  und  w  durch  Sl   und  <t>  mittels  folgender  Formeln 
ausdrucken: 

1+a  (da       St>\  l  +  ffrSü       30-1 

^  E     \St  '^  dri'      ^  E     Idz         cej' 

Aus  diesen  Formeln  geht  hervor,  daß  Sl  eine  harmonische  Funktion  ist, 
denn  wir  haben  gleichzeitig 


=  ^t^[(l_2ff)V»*-'7»a] 


Hieraus    folgt,     daß     die    Funktion    Sl    au&er    der    Gleichung     d'Sl/d^ 
-=  (1  —  ij)7'4>  auch  der  Gleichung  V»il  —  0  genügt. 

Statt  die  beiden  Funktionen  <t>  und  il .  zu  benutzen,  können  wir  die 
Spannungskomponenten  durch  eine  einzige  Funktion  ausdrückeo.  Zu  diesem 
Zweck  führen  wir  eine  neue  Funktion  tf  durch  die  Gleichung  i(f  —  4>  +  A 
ein.    Wir  haben  dann 


■  dr 
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ebenso 

äS_,V't-||*,    S-(2-.)VV-|^- 

Die  ewte  der  Gleicfaungen  (61)  gestattet  ans,  ohne  weiteres  rz  durch 
eine  Fnaktion  j  auszadrflcken,  wobei  ifj  — ;r^'  Wir  lassen  daher  alle 
Hilfefonktionen  beiseite  und  behalten  nur  j  bei. 

In  Übereinstimmung  mit  den  obigen  Ausführungen  nehmen  wir  an 

"-rA'^'^-'i'']'  »'"-iA'^^-TrrV 

"-H-K^- ")''«- Dl-  (Sä) 

Die  erste  der  Oleichungen  (61)  liefert  dann 

r.r,--r.3»;V,  +  rp+»^;-|||,  (64) 

und  die  zweite  wird  durch  diesen  Wert  tod  re  befriedigt,  falls 

V'j-O.  (65) 

Die   Spannungskomponenten    sind    nunmehr   durch   oine   einzige 
Fimktiou  %  ausgedrückt,  die  der  Gleichung  (65)  genügt^) 

Die  entsprechenden  Verschiebungen  ergeben  sich  leitdit  aus  den 
Beziehungen  zwischen  Spannung  und  Verzerrung  in  der  Form 


ü=- 


""^^h'  «'"^4"|a-2«)v»,+|;j+||f).  (66) 


§  189.  AolisensTiumetTlsohe  Verzemmg  in  einem  Zylinder. 

Handelt  es  sich  um  einen  Ereiszylinder,  dessen  End&toben  zur 
Achse  senkrecht  sind,  so  hat  die  Funktion  %  auf  dem  Zylindermantel 
r  •=  a  und  auf  den  beiden  ebenen  Grundflächen  x  =  const.  gewissen 
Bedingungen  zu  gültigen.  Außerdem  muß  sie  die  Gleichung  (65)  be- 
friedigen. Lösungen  dieser  Gleichung,  die  von  r  und  e  abhängen, 
können  nach  Terschiedenen  Methoden  gefunden  werden. 

Die  Gleichung  wird  befriedigt  von  jeder  einfachen  Eugelfunktion, 
d,  h.  von  jeder  Funktion  von  der  Form  (r*  +  ä*)""*"!  j,  j,(r*-|- ?*)~^i 
uiLd  ebenfalLs  von  dem  Produkt  aus  einer  derart^en  Funktion  und 


1)  Eine  Methode,  alle  GrCBen  dorcb  eine  einzige  Fnnklion  auaxndrQcken, 
die  einer  von  (66)  Terachiedenen  partiellen  DiSeientialgleichnng  vierter  Ordnung 
genügt,  ist  entwickelt  von  J.  H.  Michell,  London  Math.  Soe.  Proc.,  Tol.  81  (1900), 
p.  111—146. 
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(r'  -\-  z*).  Alle  diese  FunktioDen  smd  rationale  ganze  Funktionen  von 
,  r  und  e  und  enthalten  nur  gerade  Potenzen  von  r.  Multipliziert  mau 
diese  Funktionen  je  mit  einer  beliebigen  Konstanten,  so  stellt  die 
■  Summe  der  80  erhaltenen  Ausdrficke  eine  mögliebe  Form  £Qr  r  dar. 
Der  Gleichung  (65)  genügt  auch  jede  harmonische  Funktion  von 
der  Form  e±*'J^(A;r),  wo  h  irgend  eine  reelle  oder  imaginäre  Kon- 
stante; Ji,{_x)  bezeichnet  die  Beseelsche  Funktion  von  der  Ordnung 
null.  Ferner  genUgt  ihr  irgend  eine  Funktion  von  der  Form 
ci'Vg— J(,(Arr),  denn  wir  haben 

Ist  k  imaginär,  so  können   wir  diese  Lösung  in  der  Form  schreiben 
Jf,  (»xr)  {A  coa  xz  +  Bsin  xd) 

+  ir  ~  Ja  (ixr){CiiOBxg  +  D  Bin  xe),  (67) 

worin  »  reell  und  Ä,  B,  G,  D  reelle  Konstanten.  Irgend  eine  Summe 
von  derartigen  Ausdrücken  mit  Terschiedenen  Werten  von  x  und  ver- 
schiedenen Konstanten   A,  B,  C,  D    stellt   eine   mögliche  Form   för 

Die  Formeln  für  die  Verschiebungen  U,  to,  die  sich  nach  einem 
dieser  Verfahren  ergeben  würden,  sind  von  C.  Chree*)  auf  anderem 
Wege  erhalten  worden.  Von  L.N.G.  Filon*)  sind  sie  auf  das  Problem 
eines  Zylinders  angewendet  worden,  der  zwischen  zwei  seine  Grund- 
öächen  berührenden  Ebenen  gepreßt  ist.  Von  den  Xiösungen,  die 
rational  und  ganz  in  s  und  r  sind,  nimmt  er  diejenigen,  die  nach 
obigem  Verfahren  sich  et^ben  würden,  wenn  für  x  eine  Summe  an- 
gesetzt wird,  die  keine  Glieder  von  höherem  als  dem  siebenten  Grade 
und  nnr  angerade  Potenzen  von  e  enthält.  Von  den  Lösungen,  die 
sich  ei^ben  würdoo,  wenn  %  als  Keihe  von  Tennen  Tom  Typns  (67) 
angesetzt  wird,  nimmt  er  diejenigen,  die  für  x  >=  nn/c  resultieren, 
wo  n  eine  ganze  Zahl  und  2c  die  Länge  des  Zylinders,  und  läfit  die 
Kosinusglieder  weg.  Er  findet,  daß  diese  Lösungen  hinreichend  all- 
gemein sind,  um  folgenden  Bedingungen  gent^en  zu  können: 

1}  der  Zylindermantel  r  ~  a  ist  spannunge&ei; 

2)  die  End^chen  bleiben  eben,  d.  h.  tc  =  const.  iüx  ?  ■='  ±  c; 

3)  der  umfang  der  Endflächen  erweitert  sich  nicht,  d.  h.  Z7=— 0 
fdr  r  =  a,  e  —  ±  c; 

4)  die  Endflächen  erfahren  einen  g^ebenen  resultierenden  Druck. 

1)  Cambridge  Pkü.  Soc.  Tran».,  voL  14  (1889),  p.  260. 

2)  Fhü.  Tram.  Soy.  Soc.  (Ser.  A),  toL  198  (1902).  Filon  gibt  in  daoelben  ' 
ALbandlung  LOnuigen  füi  andere  Pcobleme  der  acbeenBjmmetriBcben  Verzeirung 
in  einem  Zylinder. 
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Er  zeigt  auch,  wie  eich  eine  £oTrektioQ  anbrii^^  läßt,  weou  an 
Stelleder  Bedingung  3)  aagenommen  wird,  daß  die  EndfiÜclien  sich 
um  einen  gegebenen  Betrag  erweitern.  Die  Resultate  werden  zur 
Erklänmg  gewisser  Unstimmigkeiten  bei  der  Berechnung  der  Festig- 
keit ron  kurzen,  auf  Zerquetschung  beanspruchten  Zylindern  heran- 
gezog^i;  die  Widerspräche  rühren  von  der  Verwendung  verschiedener 
Arten  von  ProbeblScken  her;  ebenso  wird  erklärt,  warum  bei  Zylindern 
(oder  Kugeln),  die  zwischeo  parallele  Ebenen  gepreßt  werden,  zuweilen 
annähernd  kegelförmige  Stücke  an  den  vom  Druck  beanspruchten 
Stellen  herausgequetscht  werden. 
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Kapitel  XII. 
Sehwin^ngen  Ton  Kugeln  nud  Zrllndem. 

§  190.  In  diesem  Kapitel  werden  wir  die  in  §  126  auseinander- 
gesetzte Methode  zur  Lösung  des  Problems  der  freien  Schwingungen 
eines  festen  Körpers  an  Beispielen  erläutern.  Die  freien  Schwingungen 
einer  isotropen  elastischen  Kugel  sind  von  verschiedenen  Autoren 
im  einzelnen  untersucht  worden.')  Wir  werden  bei  der  Behaudlung 
dieses  Problems  der  Methode  von  Lamb  folgen  und  Über  einige  seiner 
Resultate  berichten. 

Ffihrt  jedes  Teilchen  eines  Körpers  eine  einfache  harmonische 
Bewegung  TOn  der  Periode  2n;/p  aus,  so  drückt  sich  die  Verschiebung 
durch  Formeln  von  folgendem  Typus  aus: 

u  —'AucoB(j>t  +  e),  V  =-Äv'co3(pt  +  e),  tc  —  .4M''eoB(p/+  i),  (1) 
WO  «',  v',  w'  Funktionen  von  x,  y,  i  und  A  eine  willkürliche  kleine 
Konstante,  die  die  Amplitude  der  Schwingung  darstellt.  Wenn  der 
Körper  frei  schwingt,  so  lassen  sich  die  Bewegnngsgleichungen  und 
Kandbedingungen  nur  befriedigen,  wenn  p  eine  Wurzel  der  „Frequenzen- 
gleichung" ist  und  u',  v',  w'  ^^ormalfonktionen"  sind.  Im  allgemeinen 
werden  wir  die  Akzente  an  u',  v',  w'  weglassen  und  diese  Größen  als 
Yerschiebungskomponenten  behandeln.  Wir  können  dann  jederzeit 
den  Amplitudenfaktor  ^  und  den  Zeitfaktor  coB(j)t  +  $)  wieder  ein- 
setzen, um  die  vollständigen  Ausdrücke  für  die  Versc^ebungen  zu 
erhalten. 

Die  öleichuDgen  der  kleinen  Bewegung  des  Körpers  lauten 

1)  Eb  Bei  verwiesen  auf  P.  JaeriBcb,  J.  f.  Math.  (Cräk),  Bd.  88  (1680); 
H.  Lamb,  Ländern  Math.  Soc.  Froe.,  vol.  18  (1882);  C.  Chwe,  Cambridge  FhO. 
Soe.  Trana^  vol.  14  (1889). 
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Wenn  u,v,w  mit  ooa(pt+  e)  proportional  sind,  so  erhalten  wir  die 
Oleichungen 

<■'■ + rt  (It  •  t  ■  'D + '•'■  («.  ••'  «>) + <"■'  (''•  "•  -o)  -  »■  (^) 

Differentiieren  wir  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  bezaglich 
nach  X,  y,  e  and  addieren,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung,  die  sich 
schreiben  Utßt 

(V»  +  Ä»)A-0,  (5) 

wo 

;,'-^V/(j  +  2rt.  (6) 

Schreiben  wir  andererseits 

X  *=-p*QJ(i,  (7) 

80  nehmen  die  Gleichungen  (4)  die  Form  an 

(v.+«^(„,.,»)-(i-;5ßt,^^/3t)- 

Wir  wollen  annehmen,  daß  ö.  als  Lösung  der  Gleichung  (5)  bestimmt 
ist,  dann  ist  eine  Lösung  (u,,v,,?{'j)  der  zuletzt  hingeschriebenen 
Gleichungen  gegeben  durch 

und  eine  vollständigere  Lösung  erhalten  wir,  wenn  wir  zu  diesen 
Werten  von  «1,  fj,  u.\  die  er^nzeuden  Lösungen  (m,,  u,,  m',)  des 
Oleichungssystemes 

(V»  +  X»)  M,  -  0,     (V»  +  X*)  v^  =  0,     (V  -f-  Ä»)  jf,  "  0,        (8) 

hinzufügen.  Wenn  diese  Funktionen  bestimmt  sind,  läßt  sich  die 
Yerschiebnng  in  folgender  Form  schreiben: 

(m,  V,w)=-Ä  ((*i  +  M,,     «,  +  V,,     U\  +  «■,)  COS  (pt  -{-  £).  (10) 

§  191.  Lösimg  mittels  Eugelfanktlonen. 

Eine  Lösung  der  Gleichung  (7*  +  h*)  Ä  =  0  erbalten  wir,  wenn 
wir  annehmen,  daß  A  von  der  Form  f(r)  S„  ist,  wo  r'  =  3^  +  y*  +  e' 
und  S^  eine  Kngelßächenfunktion  nten  Grades.  Wir  wollen  M^  statt 
/■(r)  schreiben.  Dann  ist  rB^  eine  Lösung  der  Riccatischen  Glei- 
chung 

(/;.+'.'-"'"/")MJ-». 

deren  vollständige  LÖBung  sich  in  folgender  Form  ansdrdckeD  läßt 

-""•■""•'■'"'  Di,Sc.,  Google 
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nnter  A^  und  B^  willkürliche  Eonatanten  verstanden.  Die  Funktion 
r"S,  ist  eine  Kugelfonktion  w*™  Grades.  Weim  der  Bereich,  inner- 
halb dessen  A  zu  bestimmen  ist,  den  Ursprangsponkt  enthält,  sodaB 
die  Fnnktion  A  in  der  Umgebung  des  Ursprungs  keine  Singularitäten 
besitzt,  setzen  wir  Für  A  die  Formel  an 

^~^a,t,ihr),  (U) 

wo  d,  eine  Kugelfnnktion  von  positiTem  Grade  n  nnd  ^,  die  durch 
folgende  Gleichung  bestimmte  Funktion: 

Die  Sommation  geht  auf  die  verschiedenen  Werte  Ton  tt. 
Die  Funktion  ^„(x)  l&ßt  sich  als  Potenzreihe  darstellen 

t.W—  irB76..T(2n"-ri)  {^~!(2^8)  +  2-4-{2n  +  8)(2«+"5)  f'   ^^^^ 

dieselbe  konvergiert  fDr  alle  endlichen  Werte  von  x,  ist  also  eine  „ganze 
Funktion".  Sie  l&St  sich  durch  eine  BeBselsche  Funktion  mittels  folgender 
Formel  ausdrücken; 

»,  W  -  (-)H1^2"«>=-'"*'J.hW  (") 

Sie  genügt  der  Differentialgleichung 

(/:.+-^-'\+ "/.+')  *.«-»■       w) 

Die  Funktionen  ^^  mit  aufeinander  folgenden  Werten  des  Index  n  sind 
durch  die  Gleichungen  verknüpft 

^— rf^  -  =«''C.(a^)  =  ~V«-,(^)-(2n-l)*._,(a:).       (16) 
Die  durch  die  Gleichung 

-.w=(i/j("r-) 

bestimmte  Funktion  ?P^  (j),  die  im  Urspnujg  einen  Pol  von  der  Ord- 
nung 2 «  +  1  besitzt  und  durch  eine  Besselsche  Funktion  von  der  Ord- 
nung —  {«  +  i)  ausgedrückt  werden  kann,  genügt  den  Gleichungen  (15) 
und  (16). 

lo  gleicher  Weise  lassen  sich  Lösungen  der  Gleichungen  (8) 
und  (9],  die  in  der  Umgebung  des  Ursprungs  singularitätenfrei  sind, 
in  folgender  Form  ausdrücken: 

«,  =  ü,^,{xr),   r,  =  V„t„(xr),    w,  =  TK.*.(xr|,  (17) 

wo  (/'„,  V^,  W^  Kugelfunktiooen  «"''  Grades;  vorausgesetzt  ist,  daß 
diese  Funktionen  so  miteinander  verknüpft  sind,  daß 


cy 


-  0.  (9-) 
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Eine  Möglichkeit^  dieser  Gleicbung   zu    genflgen,    besteht   darin,    U^, 
y„  W^  in  folgender  Form  anzunehmen: 


F,- 

W,-x 

8z. 
»8,' 

(18) 

>  X,  eine 

Kugelfunktion 

»"■  Srnde»! 

denn  för 

dieie 

Ausdrücke 

It 

8 ».     dr. 

8  TT, 

0    md    xV. 

+  »''.+ 

»JF.. 

-0. 

Eine  zweite  Möglichkeit,  der  Gleichung  (9')  zu  genügen,  ergibt  sich 
aue  der  Bemerkung,  daß  curl(u,,  v,,  w,)  denselben  Gleichungen  (8) 
und  (9)  genügt  wie  (u,,v,,tC|)  selbst.  Nehmen  wir  an,  ^H,v't,wft^ 
seien  durch  die  Gleichungen 

/    -     ,     /^         ,    \(  ^t.       Sr.       H^       2z,       3z,       3z,\ 
(u,,t^,«.,')-^.(«'-)^y-97-'a7'  'di-^ji'  ^■^-yji) 

gegeben,  so  erhalten  wir  Formeln  folgender  Art: 

%'  -  'y  -  "«'.'("■)('■  ' r,  -  ä)  -  ("  +  l)*.('"-)  a|. 

WO  i>^(xr)  die  Ableitung  ä^„{xr)jd(ttr)  bedeutet.  Mittels  der  Iden- 
tität 

und  der  Relationen  zwischen  den  Funktionen  ^  mit  aufeinander  fol- 
genden Indexwerten  geht  obige  Formel  in  folgende  über: 

3w,'       dn,'        n+l    ,        /     \^2.  n        ,        ,     \    t  »■  +  »  3  /  2«    \ 

-37-  -  -äJ-  -  ä^'^-i  (''^)  3x  -  -2n  + 1  '^"+1  ("'■) "''■'"''a.l^^^.j' 

in  der  jedes  Glied  von  der  Form  U^iii^{xr)  ist.  Genau  so  lassen  sich 
die  anderen  Komponenten  von  curl  (uj,  v,',  w,')  bilden. 

Bezeichnen  also  Xn  ""'^  *^a-t-i  ^^^'  beliebige  Kugelfunktionen 
von  der  durch  den  Index  angezeigten  Ordnung,  so  erhalten  wir 
Losungen  der  Gleichungen  (8)  und  (9)  in  folgender  Form: 

-  ;;+^w.(''0'<v-^ A(*->_v).  (20) 

Die  entsprechenden  Ausdrücke  für  r,  und  w,  ergeben  sich  hieraus 
durch  zyklische  Vertauschung  der  Buchstaben  x,  y,  z. 


324  ^^-  Schwingou^n  von  Kugeln  and  Zjlindeiii. 

§  192.  AnfeteUnug  der  Raadbodingungeii  für  «ine  sdiwingende 
Engel. 

Wir  haben  diese  Entwicklungeu  nuamelii  auf  das  Problem  der 
freien  SchwingangeD  einer  festen  Kngel  anzuwenden.  Zu  diesem 
Zweck  müssen  wir  die  Spannung  berechnen,  die  auf  die  Oberfläche 
einer  Engel  mit  dem  Ursprung  als  Mittelpunkt  wirkt.  Die  Eompo- 
nenten  X^,  T,,  Z,  dieser  Spannung  drOcken  sich  wie  in  §  175  dnrch 
Formeln  vom  Typus 

'-^--■J-»A  +  j^(«a^  +  .jf  +  «.«)+r|^-«.  (21) 

^ns.    In   dieser  Formel   hat  A  die  in   (11)  angegebene  Form,  d.  h. 
^o^i>^{hr),  und  a,v,w  haben  folgende  Form 


Wir  finden 

-■i>.*.{")"''-*'aU;.-.:'.)].  °"'-  (2-') 

ttX  +  V!f  +  WZ 

—  {.-at  +  .S'(»+>)l«'.('"-)  +  «''"*.t.("'-)l».+. 

oder 

uT  +  vy  +  we 

-  2'[ -»■  1  «♦.('"■)  +  *•■*■'('"■)  1 ». 

-(«+l)C2»  +  3)».,.,(«r)»„,J.     (23) 
Diese  Formel  liefert  uns  die  RadialTerschiebimg 
{ux  +  «y  +  we)lr. 

um  die  typischen  Ausdrücke,  aus  denen  x^,  ,  (mi +«y +  «)«), 
r^  —usichzusammensetzen^zubilden,  werden  wirständigenGebrancliTou 
Identitäten  wie  (19)  und  von  den  durch  die  ^Funktionen  befriedigten 
Gleichungen  machen.  Wir  werden  nacheinander  die  Anteil^  die  die 
verschiedenen  harmoniBchen  Funktionen  Bi„,^„,Xn  2"  jedem  der  obigen 
Ausdrücke  liefern,  erhalten. 

Die  Funktion  a)„  liefert  zu  a;A  die  Terme 

..'+.»-('-)M-:-^-"/.(-AOl.      p*) 

und  die  Funktionen  0^,  j;^  tragen  nichts  zu  xö.  bei. 

Die  Funktion  a„  liefert  zu  c{ux  +  vy  ■\"WZ}'rx  den  Anteil 
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-irl("*.(*>-) +  *'•*'.  (»oi-j": 

d«)rselbe  reduziert  sich  auf 

-■*.-  ((»-, -irr)  *.('"•)  +  !»;-■  '"Mi'r)]  '-^ 

-  |*.(*')  +  =^*;C*'-))^a^(,,r:v)-  (26) 

Die  Funktion  (t>^  liefert  za  d(ttx  +  ey  +  UJej/Sx  die  Glieder 
-  «  {(2»  +  l)<f.(xr)  +  «r^K.r))  '*^ 
+  ».*-.(,r)r-+'^(-^*^,).  (26) 

Die  Fnnktioa  %»  tr^  nichts  sni  diesem  Ausdruck  bei. 
Die  Funktion  a„  liefert  zu  u  den  Anteil 

-f,-l^i-»r*l(*r).— /j(-i^)    ,         (27) 
ZU  r  ö **  liefert  sie  die  Glieder. 

-"i;-[(*.('"-)+r„>T»'-*--(*')ra' 
-^»Vi*'-*-(*'-)''"'Ä(7^)] 

die  sich  reduzieren  auf 

-  V  [|(»  -  2)  -  1^1  *.(*•■)  + ^*'-*-- C')  ]fe 

-  (*.(»')+i,*V.(»r))^j^(-^).  (28) 
Die  Funktion  <\>^  liefert  zu  rfu/dr  —  u  die  Glieder 

-  r"-i«'  l»*.*.(")  +  «'■*i«(«'-)l  '■■"•Ä(-^)-     W 
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Zu  demselben  Ausdruck  ttSgt  die  Funktion  x^  die  Glieder  bei 

I («  -  1)  *. («r)  +  «r*i  («r))  (»'/,■  -  «  3'^) .  (30) 

Die  foUständigen  Ausdrücke  Air  die  Spannungen  X^,  Y^,  Z, 
lassen  sieb  nunmehr  gemäß  {21)  hinscbreibea,  und  wir  kSnnen  die 
Bedingungen  dafQr  aufstellen,  daß  diese  Spannungen  an  der  Ober- 
Säcbe  einer  Kugel  vom  Radius  r  =  a  verschwinden;  sie  lauten 

wo  p„r  Om  ^iD^ii)''.)  KoDBtanten  bedeuten.  Die  Werte  dieser  Eod- 
stanten  geben  aus  den  obigen  Entwicklungen  hervor.  Schreiben  wir 
x'/h'  —  2  fflr  ü/ft  und  benutzen  die  von  den  tff-Funktionen  befriedigten 
Qleichungea,  so  erbalten  wir  fOr  die  Eonatanten  folgende  Ausdrücke: 

P«  ~  ("  —  1)  ^m  {*«)  +  *"*'"  (*'*)) 

»"  -  (S^TTD-A^  («*«V„(Aa)  +  2(n  -  l),l',_,(Äa)}, 

*-  -  -  rr+-t  { V  *"  (*°)  +  ~ht-  *'-  f*»)  1-  (32) 

c„  =•  x*o*((',  (xo)  +  2  (»  —  1)  ((f„_,  (xo) 

< -«',4:1  !*.(«»)+ -",t-' ♦•(«»>)• 

Eb  treten  noch  zwei  Gleichungen  vom  Typus  (31)  hinzu,  die  aus 
der  hingeschriebenen  durch  zyklische  Yertauschung  der  Buchstaben 
X,  y,  0  eibalten  werden.  Diese  Grleichungen  gelten  an  der  Oberfläche  r  —  a. 

§  193.  InkompreBslbleB  Material. 

Im  Falle  inkompressiblen  Materials  haben  wir  A  —  0  zu  nehmen 
und  JlA  dnrcb  —  TT  zu  ersetzen,  wo  TT  einen  endlicben  Druck  bezeichnet. 
Die  BewegungsgleichuDgen  haben  die  Oestalt 


+  ^v» 


wobei  ()wßx  +  dvßy-\-twj(z-^Q.   Wir  erkennen  ohne  weiteres,  daSTT  eine 
hannonisohe  Funktion  sein  muß,  nnd  wir  können  setzen 

TT  =  —  f*^o>B' 
wo  m^    eine    Kugelfunktion  n'™  Grades.     Sind  u.v.w    eiafache  harmoni- 
sche Funktionen  von  i  mit  der  Periode  'iWlp,  so  haben    die  Bewegnngs- 
gleiohungen  die  Gestalt 

(V  +  K»)«-p-'ön/ca;-0; 
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ihre  Integrale  lassen  sich  in  folgender  Form  schreiben 

1    ^3(0 

" T'^-ä^  +  ««' 

wo  Uj  durch  (20)  gegeben  ist.     Die  Formel  fiir  rXj^i  geht  über  in 

rXr  xT\    ,     d  f        ,  ,        \  ,      du 

-^ -  +  S^(**^  +  vi'  +  «")+r^  -  «; 

0)^  liefert  znr  rechten  Seite  den  Anteil 

/     r»      _  2(«  -1)\  9".  _   r'-^'    3  /    <»,   \ 

während  0,  nnd  j,  dieselben  Glieder  wie  früher  beitragen.  Die  Annahme 
der   Inkompressibiliiät    des   Ifsterials   £uft  also   datanf  binaos,    a,   mit 

- — ^—r i — -   und   b„   mit  ~  ^ — -y--  zu  vertausoben,   wBhrend  die 

fibrigen  Koeffizienten   auf  der  linken  Seite  von  (31)  ungeändert  bleibeo. 

§  194.  FrequenzenglelelLiuigeii  f&r  die  schwingende  En^L 
Die  linken  SeiteD  der  Oleichungen  vom  Typus  (31)  sind  Summen 
von  Kugelfunktionen  positiTen  Grades,  und  sie  verschwinden  an  der 
Oberfläche  r  ^  a.  Es  folgt  hieraus,  daß  sie  überall  verschwinden. 
Differenttieren  wir  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  bezüglich 
nach  X,  y,  e  und  addieren,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

&.07„  +  rf.*,  -  0.  (33) 

Multiphzieren  wir  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  vom  Typus  (31) 
bezOglicb  mit  x,  y,  z  und  addieren  die  entstehenden  Ausdrücke,  so  er- 
halten wir,  wenn  wir  noch  mittels  (33)  vereinfachen, 

«-"»»  4-  c,*«  —  0.  (34) 

Die  Gleichungen  vom  Typus  (31)  zeigen  dann,  daß  wir  haben 

Hieraus  folgt,  daß  die  Schwingungen  in  zwei  Klassen  zerfallen. 
Bei  der  ersten  Klasse  verschwinden  <o„  und  <t>„,  und  die  Schwingungs- 
zahl bestimmt  sich  durch  die  Gleichung 

P,  =  0,  (35) 

wo  p„  durch  die  erste  der  Gleichungen  (32)  gegeben  ist.  Bei  der 
zweiten  Klasse  verschwindet  j^,  und  die  Frequenz  berechnet  sich  nus 
der  Gleichung 

a^d^  —  b„e„  -  0,  (36) 

wo  o„,  b_,  c„,  d,  durch  (32)  gegeben  sind.  Bei  den  Schwingungen 
dieser  Klasse  sind  to,  und  (t>„  miteinander  durch  die  kompatiblen 
Gleichungen  (33)  und  (34)  verknüpft. 
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§  195.   Sehwlngimgeii  der  ersten  Klasse.^) 

Handelt  es  aicfa  um  eine  Schwingung  der  ersten  Klasse,  so  ist  die 
Verschiebung  von  der  Form 

(w,  u,  H-)  =  J  cos  {pt  +  e)  ^„  (xr) 

wo  »*  — p'e/ft;  die  möglichen  Werte  von  p  bestimmen  sich  durch  die 
(ileichung 

(m  -  1)  ^„i»a)  +  »aic;  (na)  -  0.  (38) 

Die  Dilatation  verschwindet.  Die  radiale  Verschiebung  verschwindet  eben- 
falle, sodaB  die  Verschiebung  in  jedem  Punkte  senkrecht  eu  dem  vom 
Kagelmittelpunkt  aus  gezogenen  Radius  gerichtet  ist.  Auch  ist  sie  Bank- 
recht zur  Normalen  der  durch  den  Punkt  gehenden  Fläche  aus  der  Schar 
)F_^  —  const.  Die  Eugelflächen,  die  durch  die  Gleichung  ^^(xf)  — 0  be- 
stimmt sind,  stellen  „KnotenHAcbea"  dar,  d.  h.  die'  Verschiebung  ver- 
schwindet  auf  ihnen.  Die  Eugelflfichen,  die  durch  die  Gleichung  be- 
stimmt sind 

wo  X  eine  Wurzel  von  (38),  stellen  „Gegenknotenfl&chen"  dar,  d.  h.  es 
wirkt  auf  sie  keine  Spanntuig.  Sind  Xj,  Xg,  .  .  .  die  der  Gleichung  (38) 
genügenden  Werte  von  x  in  steigender  Folge,  so  haben  die  Gegenknoten- 
fläcben,  die  der  Schwingung  von  der  Frequenz  (2ff)~^y^/p  x,  entsprechen, 
die  Radien  «jb/x,,  Xjb/x,,  ...,  x,_,a/x,. 

Ist  «  =  1 ,  so  haben  wir  Ihrehschtvingimgen})  Wählen  wir  als 
£-Achse  die  Achse  der  Kagelfunktion  %^,  so  ist  die  Verschiebung 

(m,  v.vi)-Ä  cos  {pt  +  «)  ti  (>"■)  (y,  -  ^,  0), 
sodafi  jede  mit  der  Oberflftche  konzentrische  Kugel  sich  um  di«  ^-Achse 
durch     einen     klünen     Winkel     dreht,     d«     nüt     tf,  (xr),     d,    h.     mit 
(xr)~*co8xr  —  (xr)*"*  sinxr  proportional  ist.     Die  möglichen  Werte  von 
X  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  i^^  (xa)  '—  0  oder 

tgx«-3x«/(3-x»o>). 
Die  kleinsten  Wuneln  dieser  Gleichung  sind 

~  —  1,8346;  2,8950;  3,9225;  4,9385;  5,9489;  6,9563;  .  .  . 

Die  Zahl  n/tta  ist  das  Verhältnis  der  Schwingungspeiiode  su  der  Zeit,  die 
eine    Schiebungawelle    braucht'),    nm    eine    Strecke    von    der    LBnge    des 

1)  Die  in  diesem  und  in  den  folgenden  Panigraphea  gegebenen  Reanltate 
verdankt  man  H.  Lamb,  loc.  eit.  p.  820. 

2)  Schwingnngsarten,  die  den  Brehgchwinguagen  der  Engel  analog  sind, 
gibt  es  bei  jedem  UmdrehnngekOrper,  wie  P.  Jaerisch,  J,  f,  Math.  (Grelle),  Bd.  104 
(1S99),  gezeigt  hat. 

3)  Die  GeBch windigkeit  der  Schiebung*wellen  iit  (ji/oy'.    Siehe  Eap.  XIH. 
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Kugel  darchmeBsers  zu  dnrcheüeD.     Die  Knotenflacliea  sind  durch  die  Glei- 
chung tgtr—  kr  gegeben,  deren  Wurzeln  sind 

"-  —  1,4303;  2,4690;  3,4709;  4,4774;  5,4818;  6,4844;... 


§  196.    SebwlnpnDgen  der  zweiten  Klasse. 

Wenn  es  sich  um  eine  Schwingung  der  zweiten  Klasse  handelt,  so 
drallen  sich  die  Verschiebungskomponenten  dnrch  Gleichungen  von  fol- 
gendem Typus  aus 

u-AmBipt  +  t)^-—  {^.Q'^)  +  y~fi¥n(hr)]  g°- 

--f,^,,,(«O^V-^^(^)].  (39) 

Die  Frequenzgleichung  (36)  kann  numerisch  nur  gelOst  werden, 
wenn  das  YerbBltnis  x/H  bekannt  ist.  Wir  wollen  in  erster  Linie  in- 
kompressibles  Material,  fiär  welches  A/x  —  0 ,  und  der  Poissonschen  Be- 
dingung (l  —  ji)  genügendes  Material,  für  welches  x/h  ^  yZ,   betrachten. 

Sadiaie  Sdiwtngttngm. 

Wenn  n  =  0  ist,  haben  wir  radiale  Schwingungen.  Die  Normal- 
funktionen  haben  die  Form 

und  die  Frequenzengleichung  ist  frp  —  0  oder 

*»(*«)  +  -*a*  Ao*o'(Aa)  -  0,  (41) 

d.h. 

Natflrlicb  gibt  es  keine  Badialschwingungen,  wenn  das  Material  iskom- 
pressihel  ist.     Wenn  k'/A*  ^^  3 ,    so    sind    die  sechs  kleinsten  Wurzeln  der 

Frequenzengleicbung  gegeben  durch 

^-0,8160;  1,9285;  2,9359;  3,9658;  4,9728;  5,9774. 

Die  Zahl  a/ha  ist  das  TerhSltnis  der  Schwingnngsperiode  zu  der  Zeit, 
die  eine  Dilatationswelle  braucht'),  um  eine  Strecke  von  der  L&nge  des 
Kugeldnrclunessers  zu  durchlaufen. 

1)  Die  Geschwindigkeit  der  DilktationB wellen  ist  y(T4-  ^  f )  '?■  Siehe 
Kap.  Zm. 
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Sphäroidale  Schivingwtgen. 

Ist  n  ^  3  und  sind  u,  und  4>,  einfache  Kugelfnnktäoiieu,  so  erh&Iten 
wir  Schwingungen,  die  wir  als  sphäroidale  Schwingungen  bezeichnen  kSnnan: 
die  Kngel  deformiert  sich  zu  einem  ümdrehungsellipsoid,  d&s,  je  nach  der 
Schwingungsphase,  abwechselnd  abgeplattete  und  verlängerte  Fonn  hat. 
Sohtringnngen  dieser  Art  würden  etwa  von  Ki'äften  herrühren  können, 
die  eine  geeignete  Periode  und  denselben  Typus  besitzen  wie  die  bei  Ge- 
zeiten wirkenden  störenden  KrBfte.  Es  ergibt  sich,  daS  die  kleinst«  Wurzel 
der  Freqnenzeogleichimg  fBr  freie  Scbwingungen  dieser  Art  durch 
xa/n  =  0,846  gegeben  ist,  f&Us  das  Material  inkompressibel  ist,  und  durch 
xa/n  ~  0,640,  falls  das  UateriaJ  der  Poissonschen  Bedingung  genfigi  Bei 
einer  Kugel  von  der  GrfiBe  und  Masse  der  Erde,  die  als  inkompressibei 
und  so  steif  wie  Stahl  angenommen  wird,  beträgt  die  Periode  der  lang- 
lamsten  freien  Scbwingnng  von  der  hier  beschriebenen  Art  ungef&^ 
66  Minuten. 

§  197.  Weitere  üntersnoliiuigeD  über  die  Sohwlng^gen  von  Kn^ln. 
Die  Schwingungen  einer  Engel,  an  welcher  Oberflächenspannungen 
angreifen,  die  mit  einfachen  harmonischen  Funktionen  der  Zeit  proportional 
sind,  sind  tod  Chree^)  untersucht  worden.  Die  freien  Schwingungen 
einer  von  konzentrischen  Kugeln  begrenzten  Schale  hat  Lamb*)  behandelt 
und  zwar  mit  besonderer  Berücksichtigung  des  Falles,  daß  die  Schale 
dünn  ist.  Den  Einfluß  der  Schwere  auf  die  freien  Schwingungen  einer 
inkompressiblen  Kugel  hat  Bromwich^)  betrachtet.  Er  fand  insbesondere 
daß  die  Periode  der  ,^phäroidalen"  Schwingungen  einer  Kugel  von  der 
GrSße  und  Masse  der  Erde  und  der  Steifigkeit  des  Stahls  durch  die  gegen- 
seitige Anziehung  der  Kugelteilchen  von  66  auf  55  Minuten  Termindert 
wird.  Eine  allgemeinere  Untersuchung  über  den  Einfluß  der  Gravitation 
in  einer  Kugel,  die  nicht  aus  inkompressiblera  Material  besteht,  rührt  her 
von  Jeans.*) 

§  198.   Radiale  Soliwiiignnges  einer  Hohlkogel.') 

Die  radialen  Schwingungen  einer  Kugel  oder  Eugelschale  lassen  sich  sehr 
einfach  untersuchen,  wenn  Folarkoordinaten  eingeführt  werden.  In  der 
Bezeichnung  von  §  98  würden  wir  finden,  daß  die  Radialverschiebung  U 
die  Gleichung  erfQllt 

c'U  ,     'i  dU        2    ^^  ,    ,,^.       ^ 
^>'"  +  T  ~dr f '  U  +  lrh  =-0 

und  daß  die  Badialspannung  rr  auf  eine  Kugel  vom  Radius  r  gleich 

1)  Loc.  CiL  p.  820. 

2)  London  Math.  Soc.  Proe.,  vol.  14  (1883). 

3)  Lo}idon  Math.  Soc.  iVoc.,  vol.  30  (1899). 

4)  Phü.   Trani.  Roy.  Soc.  (Ser.  A),  Tol.  201  (1903). 

5)  Das  Problem  der  radialen  ScbwinguD^u  einer  festen  Kugel  gehOit  zu 
denjenigen,  die  Foisaon  in  seiner  Abhandlung  vom  Jahre  1828  bebandelte.  Siehe 
EinUitaitg,  Fußnote  36. 
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Du  Integral  der  DiSerentialgleichnng  tHr   U  l&flt  sich  schreiben 


-^ 


"--dl.hT)K. 

die  Bedingung  daf&r,  daß  die  Spannung  rr  an  der  Oberfläche  der  Engel 
Tom  Badins  r  verschwindet,  lautet 

[(l  +  2(t)  {(2  — Vr^sinAr-  2Aroo8Ar}  +  21  (Ar  cos  Ar  -  sin  Ar)]-4 

+  [(i  +  2p){(2-AV)cosÄr4-2ÄrsinÄr)  — 2i(ArsinAr  +  coBÄr)]B  — 0. 

Bandelt  es  sich  um  eine  Vollkugel,  ao  haben  wir  B  —  0  zu  astaen,  und 
die  Bedingung  für  das  Verschwiiiden  der  Spannung  auf  r  ^i  a  ist  die 
froher  gefundene  Frequenzengleichung.  Im  Falle  einer  Kngelsohala  ergibt 
«ich  die  Frequenzengleiohung  durch  Elimination  des  Verh&ltnisBeB  A :  B 
aus  den  Bedingungen,  die  das  Tersobwinden  von  rr  auf  r  —  a  und  r  — '  b 
ausdrucken.     Wir  achreiben 

4A*/»*  =  v, 
BodaB  2  A/(i  +  2  ji)  —  3  —  v,  dann  lautet  die  Gleiohnng 
yAa  +  (A'a'  — y}tgAa  _  vhh  +  (A'ö'  —  *)  tg^ö 
(A'a'  — »)  — »-AotgAä  ~  Qi*b*—'v)  —  vh}>ighb' 

In  dem  besonderen  Fall,  daß  die  Eugelschale  sehr  dünn  ist,  l&ßt  sich 
diese  Gleichung  ersetzen  durch 


.h^i^h^  =  **) 


d_  vha  +  (A*o'  —  vjigha 
da  (A»o'  — i')— rAotgÄ. 
oder 

A*o»  sec'  ha  { h*a'  -  v  (3  —  f)  |  —  0. 
Wir  haben  daher 

AnsgedrBcfct  durch  die  Poissonsche  Eonstante  o  ist  die  Periode  gleich 


■t/t  1  — a 
na  1/  -  -  T-T— 


§  199.    Sohwlngimgea  einea  Ereiszjlindera.') 

Wir  wollen  gewisse  Schwin^ungsarten  eines  isotropen  Kreis- 
zylinders, dessen  Mantel  spaDUungsfrei  ist,  untersuchen,  unter  der 
Toraussetznng,  daß  die  Verschiebung  eine  einfache  harmonische  Funk- 
tion Ton  g  sowohl   wie  von  t  ist,   wenn  die  ;£-Achse  mit  der  Achse 


1)  Man  verdankt  die  Theorie  in  Wirklichkeit  L.  Pochhammer,  J.  f.  Malh. 
{OrtUe),  Bd.  Bl  (1376),  p.  S24.  Sie  iet  aber  auch  behandelt  von  C.  Cbree,  ioc. 
ca.  p.  830. 


-cbv  Google 


332 


xn.  Schwingnngen  von  Engeln  nnd  Zylindern. 


des  Zylinders  zusftmmeDfällt.  Schwingungen  dieser  Art  würden  in 
einem  unbegrenzten  Zy^linder  durch  Überlagerung  zweier  Wellenzflge, 
die  in  entg^^ngesetzter  Richtung  den  Zylinder  entlang  laufen,  zu- 
stande kommen.  Besitzt  der  Zylinder  endliche  Länge,  so  wtlrde  sich 
die  Frequenz  der  freien  Schwingung  auB  der  Bedingung  bestimmen, 
daß  die  ebenen  Enddächen  spannungsfrei  sind.  Wir  werden  finden, 
daß  diese  Bedingungen  tou  Schwingungsarten  der  bezeichneten  Art 
im  allgemeinen  nicht  streng  befriedigt  werden,  daß  sie  jedoch,  wenn 
der  ZylinderradiuB  klein  ist  im  Vei^leich  zur  Länge,  annähernd  er- 
fdllt  sind. 

Wir  bedienen  uns  der  auf  Zylinderkoordinaten  r,  6,  g  bezogenen 
Schwingangsgleichungen.     Dieselben  lauten 


'  "ac- 


,,   ,   (,   V  1  0A        n    da        a    da 

■  0-  +  Zc)  7  i(  -  2c  li  +  äc  -g-;-, 


(.j:,"'-(il+2c); 


.('^.)+;a?. 


(42) 


■  r      9r     ■*■  r    59   "•■    d^ 


(43) 


2a      -!-^"--r^      2S1      ?!'-_™i 

sodaß  Wf,  Öle,  13,  der  identischen  Beziehung  genügen 

*■     ar     +  r  Te  +  37  =  "■  t*^J 

Die    Spaonungskomponenten   rr,  r6,  re  rerschwinden  auf  dem 
Zylindermantel  r  —  a-     Sie  drücken  sich  aus  durch 


(46) 


In  Übereinstimmung  mit  dem   oben  Gesagten  nehmen  wir  u,.,  u»,  u, 
in  der  Form  an 

1»^  -  t/e'O-'+p",       ut  =  V^<-r'*P'\      u,  -  tre"i"+i">,         (47) 
worin  ü,   V,  W  Funktionen  TOn  r,  d  bedeuten. 
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§  200.    Drlllaiig88«]iwiiigiiiiSeiL 

Wir  kSnnen  eine  LÖBung  erhalten,  bei  der  {'  ood  11'  ver- 
schwiDden  and  V  von  0  nnabhangig  ist.  Die  erste  and  die  dritt-e 
der  Gleichaitgen  (43)  werden  identisch  befriedigt,  und  die  zweite  von 
diesen  Qleichnngen  geht  Ober  in 

^r  +  -;-|^-J,r+."r-o,  (48) 

wo  x'*  —  j>*e'^  —  y*.  F  ist  somit  vod  der  Form  BJj(x'r),  wo  B 
eine  Konstante  nnd  ■/,  die  Besselsche  Funktion  von  der  Ordnung  eins  be- 
deutet Die  Bedingungen  aof  der  Fläche  r  —  a  siad  befriedigt ,  falls 
X  eine  Wurzel  der  Gleichung 

Eine  Lösung  der  Gleichung  ist  x'  —  0,  und  die  durch  (iS)  gegebene 
entsprechende  Form  voa   V  ist   V  =  Br,  wo  B  eine  Konstante. 

Wir  haben  somit  eine  einfache  harmonische  Wellenbewegung 
vom  Typus 

«^-0,     i(»  =  Bre'l'-'+'"),     M, -0  (49) 

gefunden,  wo  ■^  =  p*Qlii-  Es  handelt  sich  offenbar  um  Torsiona- 
wellen;  dieselben  pflanzen  sich  längs  des  Zylinders  mit  der  Ge- 
schwindigkeit Vft/p  fort.') 

Die  Spannung  auf  einen  Normalschnitt  2  —  const.  verschwindet, 
falls  cttg/de  verschwindet;  demnach  können  in  einem  Kreiszylinder 
von  der  Läi^e  t  freie  Drillungsschwingungen  auftreten,  und  zwar 
drückt  sich  die  Verschiebung  durch  folgende  Formel  aus 

(50) 


■  ("rYf 


wobei  n  eine  ganze  Zahl   bedeutet  und  der  Ursprung  in   der  einen 
Endfläche  angenommen  ist. 

§  201.    L&ngaachwlngnngen. 
Wir  können  eine  Lösung  erhalten,   bei  der   V  verschwindet  und 
U  nnd  W  von  6  unabhängig  sind.     Die  zweite  der  Gleichungen  (42) 
ist  dann  identisch  befriedigt,  und  aus  den  beiden  anderen  linden   wir 

't^Ullf  +  i'-'^-o,  I 


1)  Vgl.  Lord  Rftjleigh,  Theonj  of  Sound,  Kap,  VH. 
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WO 

*"-?■<•/{*+ 2c) -)-',    «•■-!«■(.//•-)■'.  (52) 

Demnach  mflssen  wir  A  and  st«,  als  Funktionen  von  r,  proportional 
mit  JgQtr)  nnd  J,  (x'r)  annelimen.     um  nun  die  Gleichungen 

zu  befriedigen,  mäseen  wir  V  und  W  in  der  Form  ansetzen 


ü-Af^J,  (*-r)  +  CyJ^  (»>), 
H^-^>CJ,(*>)  +  T8*r  l''"'i(«''')), 


(63) 


(54) 


WO  ^  und  C  Xonatanten. 

Die  Spannung  auf  den  ZyliadermaDtel  r=a  rerscbwindet,  wenn 
Ä  und  C  durch  die  Gleichungen  verknüpft  sind 

^[2"  ~l3i-  -  i+ !7  "^«  (*  «)J  +  2c  Cr  -JjV- ^  - 

2^r?^+C(2r'-i^)j,(»'«)-0. 

mimiaieren  wir  das  YerhÖltnis  A:  C,  bo  erhalten  wir  die  Frequenzen- 
gleichuDg. 

Wenn  der  Radius  des  Zylinders  klein  ist,  so  erbalten  wir  einen 
angenäherten  Wert  der  Frequenz,  indem  wir  die  Besselschen  Funk- 
tionen in  Reihen  entwickeln.     Setzen  wir 

J^  (h'a)  -  1  -  i  A'^a»  +  ^  Ä'*a*,     J^  (x'o)  -  x'a  —  i  x'a", 

so  lautet  die  Frequenzen^eichung 

(ö  _  2,.)  .-„  (1  _  •:!•_)[»..  (1  _  I  a'k-)  +  i  ,-«;|-^  (1  -  i„.*'^] 

+  2y^x'  (1-1  a»*'»)  aA''  (1  -  i  a'h")  -  0. 

Wir  erkennen  leicht,  daß  wir  keine  Wellenbewegung  von  dem  in 
Rede  stehenden  Typus  erhalten,  wenn  wir  x'  ->  0  setzen.  Lassen  wir 
den  Faktor  x'a  und  die  Glieder  von  der  Ordnung  a'  w^,  so  ergibt 
sich  der  Wert  von  p,  ausgedrückt  durch  y,  in  erster  Annäherung  zu 

P-rVE/i,  (55) 

WO  E  =  (t  (3A  +  2fi)/(l  +  fi)  der  Youngsche  Modul.  Die  so  be- 
stimmten Wellen  sind  „longitudinal",  und  die  Geschwindigkeit,  mit 
der   sie    sich    ^ngs    des   Zylinders   fortpflanzen,    beträgt    angenähert   , 

1)  Vgl.  Lord  Hayleigh,  Tlieory  of  Sound,  Kap.  VII. 
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Behalten  wir  Glieder  Ton  der  Ordnung  a*  bei,  so  erhalten  wir 
für  die  Oeschwindigkeit  eine  zweite  Annäherung')  in  der  Form 

p-,VErf{l-i«'y"f),  (56) 

WO  0  —  ^  i.!(i,  +  /^)  die  Poissonsche  Komitante. 

Wenn  der  Zylinder  von  zwei  ebenen  Querschnitten  2  ~  0  und 
z  —  I  b^prenzt  wird  und  diese  Querschnitte  spannungsfrei  sind,  so 
verschwinden  es  und  er  auf  jF  —  0  und  z^l.  Als  Werte  ron  ee 
und  gr  ßtr  einen  beliebigen  Querschnitt  ergeben  sich  die  Ausdrücke 

«--[^(pVjqi^  +  2^,-')j.(»>) 

Tr  -  p.i  [2 Ar  ^'l'^  +  C  (2,"  -  ^)  J,  («>)]  «*■+">. 
Wir  können  non  eine  Lösung  Ton  folgender  Form  bekommen 

«,  -  [^."jf  -  +  T  '^••'i  ("'*■)]  '™  ^  ""  (*■'  +  ')'  I 

».  -  [T4.J.(»>)+C.{^-+^')]»»"F'»ä(P.'  +  ')i| 

hierin  ist  die  Zahl  A^  :  0,  aus  den  Bedingungen,  die  auf  r  =•  a  gelten, 
bekannt,  y  ist  dun^  (nx/l)  ersetzt,  und;»,  ist  angenähert  gleich 
(n«jt)yEJQ,  wenn  a  klein  ist  im  Vergleich  zu  l.  Diese  Lösung 
befriedigt  die  Bedingung  ^^  =  0  auf  e  =  0  und  auf  £  —  Z,  sie  genügt 
aber  nicht  der  Bedingung  zr  =  0  auf  diesen  beiden  Flächen.  Da 
jedoch  auf  dem  Mantel  r  =  o  für  alle  Werte  von  a  gr  —  Q  ist,  so 
ist  die  Spannung  zr  in  allen  Punkten  der  Endflächen  ^  =  0  und  e  =  1 
sehr  klein,  wenn  a  klein  ist  im  Vergleich  zu  l. 

Lassen  wir  »,.  den  Faktor  cos  (nxzß)  und  m,  den  Faktor 
—  sin  (nae/l)  enthalten,  während  die  Übrigen  Faktoren  dieselben  sind 
wie  fi-Qher,  so  bekommen  wir  eine  Lösung  des  Problems  der  lÄngs- 
schwingnngen  in  einem  Zylinder,  an  dem  die  Mittelpunkte  beider 
Endflächen  festgehalten  werden. 


(67) 


1)  Das  Beemltat  rührt  ber  von  L.  Focbhammei,  ioc.  dt.  p.  S^ll.  ünabhäugig 
von  ihm  fand  es  C.  Cbree,  Quart.  J.  of  Math.,  vol.  21  (1886),  der  auch  die  Ver- 
allgemeiDeruug  auf  F&lle  gab,  wo  der  NormalBchnitt  des  Zylinderi  nicht  kreia- 
fSrmig  und  das  Material  nicht  ieotrop  ist,  Quart.  J.  of  Math.,  vol.  24  (18901;  in 
dieeeu  Fällen  ist  in  obigem  ÄUBdniclt  (66)  dae  Glied  |ii'y'«'  durch  ^«'y'«'  m 
eraetzen,  wo  s  der  TrägheitsiadiuB  des  Zjlindere,  bezogen  auf  die  Verbindunga- 
linie  der  Schwerpunkte  der  Noimalachnitte. 
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g  202.  Qaersoliwing:angeii.    . 

Sine  andere  interessante  Losung  der  Oleicbungen  (42)  erhalten 
wir,  wenn  wir  u,  und  m,  mit  cos  6  und  u«  mit  sin  $  proportional  an- 
nehmen. Die  Bezeichnung  tod  (47),  §  199,  abändernd  wollen  wir 
schreiben 

«^-  fTcosÖc"''-*'«',         M9-  Vaine^^y-^f'). 

u,^Wcoa0(^<y'*"i,  (68) 

wo   ü,   V,   W  Funktionen  von  r.     Wir  haben  daon 

h  -  cos  ee'l'"'«  (If-  Jry  +  y  +  iyW), 

2o, »in  »£'»■  +  ■")  (^  +  .>F)  , 

2  S,  -  cos  »«' 1' ■  t"  (i  j- 1?  -  ?5^) , 

Aus  den  Gleichungen  (42)  I^önnen  wir  die  Gleichung  bilden 

3!t  +  ±?,^_^^.  +  i,'.A-0,  (60) 

WO  h'*  durch   die   erste   der  Gleichungen  (52)  gegeben   ist;   es  folgt 
daraus,  daß  A  sich  in  folgender  Form  schreiben  läßt 

A  -  -  -^^\-  ÄJ,{h-r)  cos  0^(y'^p'>,  (61) 

wo  A  eine  Konstante. 

Andererseits  können  wir  die  Oleichung  aufstellen 

die  wegen  (45)  Übergeht  in 

^^,-  +  7:  g^-  -  -V  +  «  *S,  =  0,  (62) 

wo  x'*  durch  die  zweite  der  Gleichungen  (52)  gegeben  ist.   Es  folgt 
daraus,  daß  2  ?7,  sich  in  folgender  Form  schreiben  läßt 

2m,  -  x'»CJ,  (xV)  sin  Öe-ii-^pl,  (63) 

wo  C  eine  Eonstante. 

Ebenso  können  wir  die  Gleichung  aufteilen 
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die  wegen  (46)  fibei^ht  in 

In  dieser  Gleichung  list  2SI.  den  in  (63)  g^benen  Wert,  und  es 
folgt  darauB,  daß  2lB^  sich  in  folgender  Form  schrei1>ea  läßt: 

2S,-  [iyC^^^  +  iB^^i^]  sinÖ^t^'+rn,         (65) 

vo  B  eine  Konstante.  Die  Gleichungen,  die  die  Größen  U,  V,  W 
mit  A,  Wff  SI,  yerknüpfen,  lassen  sich   dann  befriedigen,   irenn  wir 

r  ^        T  ar      ' 

Tr=i^yJ,(Ä'r)-!B/»Ji(«V).  ' 

Werden  diese  ÄnsdrQcke  fflr  V,  V,  W  in  (58)  eingesetzt,  so  er- 
balten wir  eine  Lösung  der  Gleichungen  (42).  Da  w^  sin  fl  +  u«  cos  Ö 
für  r  —  0  verschwindet,  so  findet  die  Bew^ung  der  auf  der  Zylinder- 
achae  liegenden  Punkte  in  derjenigen  Ebene  statt,  die  die  nnverzerrte 
Lage  jener  Achse  und  die  Gerade,  von  der  aus  6  gemessen  wird,  ent- 
hält; da  femer  «,  für  f  —  0  verschwindet,  so  geht  die  Bewegung 
dieser  Punkte  senkrecht  znr  Zylinderachse  ror  sich.  Somit  handelt 
es  sich  nm  „Transversal-"  oder  „Biegungsschwingungen". 

Wir  könnten  die  Bedingungen  daiiir  aufstellen,  daß  die  Mantel- 
fläche spannungsfrei  ist.  Diese  Bedingungen  sind  sehr  verwii^elt; 
entwickeln  wir  jedoch  die  Besselachen  Funktionen  in  Reiben,  so  läßt 
sich  zeigen,  daß,  wenn  der  Kadius  a  des  Zylinders  sehr  klein  ist,  die 
GrSfien  j)  und  y  durch  folgende  Naherungsgleichung  verknüpft  sind^): 
p'-JaV  (£/(,),  (67) 

wo  E  der  Youngscbe  Modul.  Dies  ist  die  wohlbekannte  Gleichung 
fQi  die  Frequenz  p/2x  der  Biegongswellen  von  der  Länge  2x/y,  die 
sich  längs  eines  zylindrischen  Stabes  fortpfianzen.  Die  Verhältnisse 
der  Konstanten  A,  B,  G,  die  einem  bestimmten  Werte  von  y  ent- 
sprechen, bestimmen  sich  durch  die  Bedingungen  an  der  zylindrischen 
Oberfläche. 

Wird  der  Zylinder  von  zwei  Normalschnitten  ^  —  0  und  e  =  1 
b^renzt,  so  bezeichnen  wir  die  reelle  positive  vierte  Wurzel  aus 
4p*(f/a'E  mit  m/l.  Wir  können  vier  Lösungsformen  erhalten,  indem 
wir  ftr  iy  in  (52),  (58),  (66)  nach  einander  die  vier  Größen  ±  m/l  vnA 


1)  TgL  Lord  Ba^leigh,  Theorj/  of  Sound,  Kap.  Till. 
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d:  imß  einsetzen.  Demselben  Wert  von  p  wOrden  vier  Systeme  von 
Konstanten  A,  B,  C  entsprechen,  die  Verhältnisse  A:S:C  wttrden 
jedoch  bei  jedem  System  bekannt  sein.  Die  Bedii^ung,  daB  die 
Spannnngskomponenten  ee,  bB  an  den  Enden  des  Zylinders  verschwin- 
den, würde  eine  genügende  Zahl  von  Gleichungen  liefern,  um  die 
Eonstanten  vom  ^jpns  -^i  S,  C  eliminieren  nnd  eine  Glleichting  tüz 
p  erhalten  za  h&nnen.  Die  Bedingung,  daB  die  Spannungskomponente 
sr  Tersdiwindet,  ^t  sich  nicht  streng  befriedigen;  aber  wie  beim 
Problem  der  Längsschwingungen  wird  sie  annähernd  erfttllt,  wom 
der  Zylinder  dtinn  ist. 
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Kapitel  Xm. 
Die  Ansbreltnng  Ton  Wellen  in  elasttsehen  feBt«n  Kedien. 

§  203.  Die  Lösung  der  GleichuogeQ  der  freien  Sdifnngong  eines 
Körpers  toq  gegebener  Form  läßt  Bich  beliebig  gegebenen  An&ngs- 
bedingangen  anpassen,  wenn  die  FrequenzeDgleichimg  gelöst  ist  und 
die  Normalfiinktionen  bestimmt  sind;  auf  diese  Weise  würde  man 
jedoch  schwerlich  ein  deutliches  Bild  von  der  Bewegung  erhalten,  die 
auf  eine  im  Innem  eines  Körpers  entstandene  Örtliche  Störung  folg^ 
wenn  die  Punkte  der  Oberfläche  sämtlich  oder  zum  Teil  sich  in  be- 
triichtlicher  Entfernung  von  der  anfänglich  gestörten  Stelle  befinden. 
Za  Beginn  der  Bewegung  erfahren  die  Teile  des  Körpers  in  der  !Nahe 
der  Oberfläche  keine  Störung,  und  die  Bewegung  ToUzieht  sich  ebenso 
wie  in  einem  unbegrenzt  ausgedehnten  Körper.  Wir  betrachten  dem- 
gemäS  in  einem  nach  allen  (oder  einigen)  Bichtni^en  unbegrenzten 
elastischen  festen  Mediam  Zustände  kleiner  Bewegung,  die  zu  einer 
gewissen  Zeit  auf  einen  begrenzten  Teil  des  Mediums  beschränkt 
sind,  so  zwar,  daß  der  übrige  Teil  des  Mediums  sich  ruhig  im 
spannungslosen  Zustand  befindet.  Wir  beginnen  mit  dem  Fall  eines 
isotropen  Mediums. 

§  304.  DUatatlonswellea  und  SeUehirngswellen. 
Die  Gleichungen  der  Bewegung  des  Mediums  lassen  sich  schreiben 

<■'■  +  f")  (w  W  Til  +  f*^  <"'  "'">"<'  \W  äi"  W-j-  (1) 
Differentiieren  wir  die  linken  und  rechten  Seiten  dieser  drei  Glei- 
chungen bezüglich  nach  x,  y,  e  und  addieren,  so  erhalten  wir  die 
Gleichung 

(l  +  2rtV>/i-,fA  (2) 

Eliminieren  wir  A  aus  den  Gleichungen  (1),  indem  wir  auf  die 
linken  und  rechten  Seiten  die  curl- Operation  anwenden,  so  erhalten 
wir  die  Gleichungen 
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^V»  (ST.,  vs^,  sj  -  f  ^  (ET,,  m^,  m,).  (3) 

Falls  A  veradiwiiidet,  gehen  die  Bew^pmgagleichungen  über  in 

li'^'  («,  «,  w)  -  e  ^  (m,  V,  w).  (4) 

Falls  W^,  W^,  Sf,  Terschwinden,  sodaB  (u,  v,  w)  gleich  dem  (üradieoteD 
einea  Potentials  t>  ist,  können  wir  V'Ö  für  A  setzen  und  haben  dann 

In  diesem  Falle  gehen  die  Bewegong^leichui^^en  fiber  in 

(A  +  2ft)  V*  («,  V,  w)  -  e  ^  (m,  «,  w).  (5) 

Die  Gleichnngen  (2),  (3),  (4),  (5)  sind  Ton  der  Form 

^;|-c-^«;  (6) 

fflr  *  =  A  hat  c*  den  Wert  (l  +  2(a)/p;  für  <t>  —  SJ,,  .  . .  hat  c»  den 
Wert  h/q.  Die  Gleichung  (6)  nennen  wir  die  „charakteristische 
Gleichung". 

Ist  0  täao  Funktion  von  I  und  nur  einer  Koordinat«,  etwa  x,  so 
lautet  die  Gleichung  (6) 

dt'  ^  "^  aar*  ' 
diese  Gleichung  IfiBt  sich  integrieren  in  der  Form 

<i>  ^  f(x  —  et)  +  F{x  +  et)  , 
wo  f  und  F  willkflrliche  Funktionen   bedeuten.     Die  Lösung  stellt  ebene 
Wellen  dar,  die  sich  mit  der  Geschwindigkeit  o  fortpflanzen.     Ist  <t>  eine 
Funktion   ron   t  und   r   allein,   unter  r  den  von  einem  festen  Pnnkt  ans 
gezogenen  Radiusvektor  verstanden,  so  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an 

dt'         r  dr-  ^'    ■' ' 
sie  IKBt  sich  integrieren  in  der  Form 

y(r-.<l       J-(r  +  o.) 
f        ^         r 
Wiederum  stellt  die  Lösung  Wellen    dar,    die    sich    mit  der  Geschwindig- 
keit c    fortpflanzen.      Eine    Funktion   von    der    Form    r~^f(r  —  ct)    stellt 
Eugelwellen  dar,  die  von  einer  Quelle  im  Punkte  r  =  0  auslaufen. 

Wir  erkennen,  daß  Dilatationswellen,  die  nicht  mit  Drehung  ver- 
bunden sind,  sich  mit  der  Geschwindigkeit  {(A  +  2^)/p}'  in  dem 
Medium  ausbreiten  und  daß  Schiebungswellen,  die  mit  Drehung  und 
nicht  mit  Dilatation  verbunden  sind,  sich  mit  der  Geschwindigkeit 
I  (i/Q  I  *  fortpflanzen.     Man   bezeichnet  diese  beiden  Wellmgattoni 
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euweilen  als   „wirbel^ei"  (engl,  „iirotationsl")   bzw.  „dilataüoDS&ei" 
(eogL  f^uivolummal*^.') 

Wenn  ebene  Wellen  Ton  beliebigem  Typus  sich  dnrcb  das  Me- 
dium mit  einer  beliebigen  Gescbirindi^eit  c  fortpflanzen,  so  kSnnen 
wir  tt,  V,  tc  als  Funktionen  tou 

Ix  +  t»y  +  ne  +  et 
ansetzen,  wo  I,  m,  »  die  KicbtungskoBinns  der  Normalen  der  Wellen- 
ebene bedeuten.    Die  Bewegang^leidtangen  ergeben  dann  drei  Glei- 
chungen vom  Typus 

Pc"h"  -  (A  +  ^>  ( (lu"  +  mv"  +  nie")  +  ft  (I»  +  m»  +  »*)  «", 
wo  die  Akzente  Differentiation  der  Funktionen  nach  ihrem  Argu- 
mente bezeichnen.     Eliminieren  wir  u",  ti",  te",  so  erhalten  wir  eine 
Gleichung  far  c,  nSmlicb 

iX  +  2p-fiC^{ji~  pc»)»  -  0;  (7) 

dieselbe  zeigt^  dafi  alle  ebenen  Wellen  mit  einer  der  oben  ermittelten 
Geschwicdigkeiteo  sich  fortpflanzen. 

§  205.  BnregiuiK  *l>w  üiutetlgkeitaflftolie.  Einematisolie  Bedingimgen. 

Wird  in  einem  beschränkten  Teil  eines  elastischen  Mediums  eine 
beliebige  kleine  Störung  herrorgenifen,  so  werden  nach  einiger  Zeit 
die  benachbarten  Teile  in  Bewegung  gesetzt  und  in  Yeizerruogs- 
zustand  geraten.  Der  Teil  des  Mediums,  der  zu  einer  späteren  Zeit 
gestört  ist,  wird  mit  dem  anfänglich  gestörten  nicht  flbereinstimmen. 
Wir  können  annehmen,  daB  der  gestörte  Teil  in  jedem  Augenblick 
Ton  einer  Fläche  i8  begrenzt  ist.  Wenn  das  Medium  isotrop  ist  und 
die  sich  ausbreitende  Störung  mit  Dilatation  und  nicht  mit  Drehung 
verknüpft  ist,  so  bewegt  sich  die  Oberfläche  8,  wie  wir  Termuten 
werden,  normal  zu  sich  selbst  mit  der  Geschwindigkeit  ((J.  -{-  2fi)/^}'; 
ist  sie  mit  Drehung  und  nicht  mit  Dilatation  TerknQpft,  so  wird  die 
Geschwindigkeit  der  Oberfläche  gleich  |f*/p}  sein.  Wir  nehmen 
an,  daß  die  Oberfläche  normal  zu  sich  selbst  mit  der  Geschwindigkeit 
e  sich  bewegt,  und  suchen  die  Bedingungen,  die  auf  der  sich  be- 
wegenden Fläche  erfOUt  sein  mflssen. 

Auf  der  einen  Seite  der  Fläche  S  ist  zur  Zeit  t  das  Medium  ge- 
stört, sodaB  dort  eine  Verschiebung  (u,v,w)  statt  hatj  auf  der  anderen 


1)  Loid  Eeltiii,  FhiL  Mag.  (Ser.  6\  toL  47  (1S99).  Das  ßeinltat,  daS  ea 
in  einem  isottopeu  feirten  EOrper  Ewei  Qattimgen  toh  Wellen  ^t,  die  sich  mit 
Tsnchiedener  Geaobwindigkeit  fortpflanzen,  verdankt  man  Poiuon.  DkB  es  rieh 
nm  wiibelfreie  und  dilatattoiuloBe  Wellen  handelt,  erkannte  znerat  Stokei.  Siehe 
EUnleitong. 
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Seite  besteht  keine  VerachiebBng.  Bie  Geachwindigkeit  c  liabe  die 
Richtung  von  der  erstgenannten  nscli  der  anderen  Seite,  sodaß  die 
Störung  sich  nach  dei^enigen  Teilen  des  Medinins  ausbreitet,  die 
vorher  ungestört  waren.  Die  Yerschiebung  (u,  v,  w)  verhält  sich 
beim  Durchgang  durch  S  notwendig  stetig  und  verschwindet  daher 
auf  der  sich  bewegenden  Fläche.  Die  N^ormale  zu  S,  in  deren  Rich- 
tung c  gemessen  ist,  werde  mit  v  bezeichnet;  s  bedeute  irgend  eine 
in  die  Tangentialebene  fallende  Richtung,  sodaß  s  und  v  zu  einander 
senkrecht  sind.  Da  u  in  jedem  Punkte  von  S  verschwindet,  so  gilt 
die  Gleichung 

1^  cos  {x,  s)  +  1^  cos  0,  s)  +  I"  cos  {z,  s)  -  0 
für  alle  Richtungen  s,  die  der  Gleichung  genügen 

cos  (a:,  8)  cos  (a;,  v)  +  cos  (y,  s)  cos  (y,  v)  +  cos  (z,  s)  cos  (g,  v)  —  0. 
Daraus  folgt,  daß  in  allen  Punkten  von  S 

du/3x_        dujdy  du/ St         du  ,„, 

Andererseits  stellt  m  —  0  eine  Gleichung  dar,  die  auf  der  sich 
bewegenden  Fl&che  S  dauernd  erfQtlt  ist;  sie  muß  bis  zur  ersten  Ord- 
nung in  Öt  befriedigt  sein,  wenn  wir  fUr  x,  y,  e,  t 
x-\-c  cos  (x,v)  st,  y  +  c  cos  (y,v)  St,  a  +  c  cos  {x,v)  St,  t-^  8t 
einsetzen.  Es  fo^  hieraus,  daß  wir  in  jedem  Punkte  von  8  haben 
mflseen 

|^+t(»os(i,.)|S  +  cos(jf,,.)|:+co»(.,»)|^]  -0.      C») 

Kombinieren  wir  die  Gleichungen  (8)  und  (9),  so  finden  wir,  daß 
folgende  Gleichungen  in  allen  Punkten  von  S  be&iedigt  sein  mflssen: 

Ganz  entsprechende  Gleichungen  gelten  fSr  v  und  w  an  Stelle  ron  u. 
In  diesen  Gleichungen  sind  die  Differentialquotienten  von  u, , . .  natdr- 
lich  auf  derjenigen  Seite  von  S  aus  den  Ausdrücken  für  u, . . .  zu 
berechnen,  auf  der  zur  Zeit  t  Störung  herrscht. 

§  206.  Bewe^nng  einer  Unstetigkeltsfläohe.  Dynamische  Bedingnngsii. 
Die  dynamischen  Bedingungen,  die  auf  der  Fläche  S  bestehen, 
ei^ben  sich  aus  der  Betrachtung  der  ImpuUanderungen  einer  dOnnen 
Schicht,  die  in  unmittelbarer  Nähe  von  S  aus  dem  Medium  heraus- 
geschnitten wird.  Wir  grenzen  auf  S  ein  kleines  Flachenstück  SS 
ab  und  betrachten  das  prismatische  Teilchen  des  Mediums,  das  von 
S,  von  den  Normalen  zu  S  am  Rande  von  SS  und  von  einer  FUehe 
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begrenzt  wird,  die  im  Abstand  edt  von  S  parallel  zu  S  gelegen  ist. 
In  dem  kurzen  Zeitabscbnitt  St  gebt  dies  Teilcben  aas  dem  rubenden/ 
uaTerzenten  Zustand  in  einen  der  Yerschiebung  u,  v,  tv  entsprecben- 
den  Zustand  dei  Bewegung  und  Verzerrung  über.  Diese  Änderung 
wird  berrorgebracbt  von  der  Spannung,  die  über  die  Oberfläcbe  des 
Teilchens  resultiert,  d.  b.  Ton  der  auf  SS  wirkenden  Spannung;  die 
Änderung  der  Bewegungsgrdße  ist  gleicb  dem  Zeitintegral  aber  diese 
Spannung.  Die  in  Rede  stehende  Spannung  wirkt  Über  die  zu  v 
normale  Fläche  auf  denjenigen  Teil  des  Mediams,  in  den  v  hinein- 
ragt, sodaß  ihre  Komponenten  pro  Flächeneinheit  gleich  —  X^,  —  F., 
— Z^  sind.  Die  Resultanten  erhalten  wir,  wenn  wir  diese  OrÖBen 
mit  SS  multiplizieren;  die  Impulse  ei^ben  sich  durch  Hinzufügen 
des  Faktors  3  t.     Die  Impulsgleichung  lautet  daher 

»»« •  <"»  (w.  w'  ^)  -  -  (^.  ^.'  •2;)  ««*'; 

hieraoa  erhalten  wir  die  Clleichungen 

»«(H-W.^— (^"^"^.)-  .      (") 

In  diesen  Gleichungen  sind  du/ 8  t, . . .  und  X,, aus  den  Werten 

Ton  u, . . .  auf  deijenigen  Seite  Ton  S,  auf  der  die  Störung  herrscht, 
zu  berechnen.    Die  (Gleichungen  gelten  fttr  alle  Punkte  von  S. 

Wenn  zu  beiden  Seiten  der  Flache  S  Bewegung  und  Verzerrusg 
herrscht,  die  Veischiebungea  jedoch  auf  der  einen  und  der  anderen  Süto 
durch  Terschiedene  Formeln  sich  ausdräckeu,  wollen  wir  dieselben  mit 
(Uj,  V,,  tc^)  und  (uj,  fj,  Wi)  bezeichnen.  In  allen  Punkten  von  8  muß  die 
Verschiebung  die  gleiche  sein,  sei  es,  daß  sie  aas  den  AusdrOcken  fEU- 
Uj , . . .  oder  aus  denjenigen  fOr  Uj , . . .  berechnet  wird.  Wir  können 
zeigen,  daß  die  Werte  der  Differentialquotienten  von  u, ,  ■  ■  ■  auf  B  durch 
Gleichungen  von  folgendem  Typus  Terknfipft  sind; 


die  zwei  entsprechenden  Gleichungen  erhalten  wir,  wenn  wir  u  durch  v 
oder  w  ersetzen.  Bezeichnen  wir  die  aus  iu^,v^,v!^  berechneten  Span- 
nungen mit  Xj^\.-.  und  die  aus  (unVjiiCj)  berechneten  Spannungen 
mit  Xj^^ . . . ,  so  laßt  sich  zeigen,  daß  die  Werte  dieser  GrOßen  und 
von  dUi/dt,...  auf  S  durch  folgende  Gleichungen  miteinander  ver- 
knüpft sind 


\8t        dt^    dt        Zf     dt         dt) 


-  (z,»  —  x}^\  r,'*i  —  y,<>>,  zj-^  —  z,^^). 
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§  207.  WellenjreBcliwiiidigrkeU  In  einem  isotropen  Medinm. 

Bezeidmeo  wir  die  Riclituiigsboainiis  von  v  mit  I,  m,  n,  so  gehen 
die  Gletcbungen  (11)  in  drei  OleidLongen  von  folgendem  Typus  fiber 

+  ("l^+''»l3+("s+'"»l3h         c^) 

die  rechte  Seite  läßt  sich  auch  in  der  Form  Hchreiben 

+,(„!-: +„l^-2i|^).    (13) 

Diese  Gleichungen  gelten  auf  der  Fläche  S,  und  ebendort  haben  wir 
nenn  Gleichnngen  vom  Typus 

du  1,9»  f..^ 

sodsB  z.  B. 

,  Sv  de  J»  dtr 

Setzen  wir  dußx  . . .  ans  (14)  m  (12)  ein,  so  erlialten  wir  die  Qieicliuiig 
«.«■aT-{(l  +  c)P+cl|f+('  +  c)(!>«s +  !»!?)!      Xl-o) 

eliminieren  wir  du/8t,  dv/ci,  cuijdi  aus  dieser  und  den  beiden  ent- 
sprechenden Gleichungen,  so  erhalten  wir  Gleichung  (7),  §  204.  Wie 
aus  (13)  und  den  Gleichungen  vom  Typus  (14)  herrorgeht,  ^t 
Gleichung  (12)  sich  auch  folgendermaßen  schreiben: 

+''»®-i)-      (1«) 

Demnach  haben  wir,  wenn  die  Drehung  verschwindet,  drei  Gleichungen 
von  folgendem  Typus: 

pc'||-(i+2rt(?f|  +  !».|-:  +  i»|S), 

woraus  sich  q<?  =  X  -{-  2ft  ergeben  wQrde;  und  wenn  die  Dilatation 
verschwindet,  haben  wir  drei  Gleichungen  vom  Typus 

»«■  81  -  "  U"  +  "^  8T  - '"  W  - '»  371' 
woraus  sich  (tc*  —  ff  ergeben  würde. 
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Diese  Resultate  zeigen,  daß  die  IJnstetigkeitsSSclie  mit  einer  Oe- 
schwindigkeit  fortschreitet,  die  entweder  {(A  +  2^)/e}'  oder  0*/)p 
beträgt;  ferner  daß  bei  verschwindender  Drehung  die  Geschwindigkeit 
notwendig  gleich  [(X  +  Sfi)/^}  ,  bei  verschwindender  Dilatation  not- 
wendig gleidi  (fi/f)    ist. 

§  208.  WeUengeaehwindigkelt  in  einem  äolotropen  festen  HedioiL 
Die  Gleichung«!  (10)  und  (11)  gelten,  gleichgültig  ob  es  sich 
um  einen  isotropen  ESrper  handelt  oder  nicht.    Erstere  liefern  die 
sechs  Gleichungen 

'.,  —  '^,   V — ("'t+»t)^ 

'„--»4.    e„--(«|+!|),  (17) 

«..--»T.   «., —  {'-;  +  -t)'  I 

wo  die  Punkte*  Differentiation  nach  t  bezeichnen  und  I,  m,  n  tOr 
cos  (x,  v), . . .  geschrieben  ist  Die  Gleichungen  (11)  lassen  si(^  in 
folgender  Form  schreiben: 


-fCU-l- 


-  +  »., 


-+»i 


(18) 


WO    W  die   durch    die  Yerzerrungskompouenten    ansgedrflokte  Yer- 
zerrungaenergie-Funktion  t>edeatet. 

Wir  ftthren  nun  fOr  üfe,  v/e,  w/c  die  Bezeichnung  $,  ij,  £  ein. 
Die  Gleichungen  (17)  definieren  eine  lineare  Substitution,  welche 
e,„  . . .  durch  |,  ij^  £  ausdrückt.  Führen  wir  diese  Substitution  aoE^ 
so  geht  W  in  eine  homogene  quadratische  Funktion  von  |,  ij,  g.  Über. 
Diese  Funktion  bezeichnen  wir  mit  IT.  Wir  bemerken,  daS  «  ,  e,^ 
«y,  Ton  ^  anabhängig  sind  und  daher  folgende  Gleichung  besteht: 
dn  ,  dW  BW  dW 

mtsprechende  Gleichungen  gelten  für  dll/drj  und  dlljdl.    Die  Glei- 
chungen  vom  ^^pns  (18)  lassen  sich  mithin  schreiben 

'■^i-Tf      »«■i-'ä^.       "'t-«-  (") 

Wir  nehinen  nim  an,  J7  sei  durch  die  Gleichung  gegehen 
"-  +  [■l.il'  +  »..l'  +!.{'  +  2»,.<l6  +  2  VtE  +  2i„S>l],    (20) 
dann  zeigen  die  Qleichnngen  (19),  daß  c*  der  Gleichung  genflgt 
»11  -  »O,  ■'ii,  kt 

«1.,  ^.-f«".  »»  -0-  (21) 
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Da  I,  1},  g  mit  e,,, . . .  durch  eine  reelle  lineare  Sobatitution  ver- 
knüpft sind,  Bo  ist  die  homogene  quadiaiische  Funktion  11  notwendig 
positiv,  nnd  Gleichung  (21)  liefert  daher  drei  reelle  positiTa  Werte 
ffir  c*.  Die  Koeffizienten  dieser  Gleichung  häng^i  von  der  Richtung 
(l,  m,  n)  ab.  Demgenüß  gibt  es  drei  reelle  WeUengeschwindigkeiten, 
die  einer  Wellenfortpflanzangarichtung  enteprechen.') 

Die  obige  Untersnchnng  rührt  her  von  E.  B.  Christoffel*),  der  flli 
die  AnfMellimg  der  Funktion  11  folgendsB  Verfahren  angibt:  Die  seoha 
VeiTerrungskompoiieuten  e,„  e  , , . .,  e^^  mögen  mit  z^,  x^,. . .,  x,  be- 
zeichnet werden;  femer  bedeute  c,  die  Form 

c,3!i  +  (^a,  H h  Cj«,, 

wobei  unter  c,,  c^, . . .  keine  ZahlengrSQen  zu  verstehen  sind,  vielmehr  c,* 
durch  c,],  c,c,  da|i}h  c^  usw.  zu  ersetzen  ist,  wenn  Cjj,  q,, . . .  die 
Koeffizienten  in  der  Verzemmgseaergie'Funktion  bedeuten.  Wir  kOnnen 
dann  schreiben 

w-{c,): 

Andererseits  seien  ilj,  Ij,  Ij  durch  die  symbolischen  Gleichungen 

i,  —  Cii  -I-  c,m  -l-CsM,     L,  —  Ctl+  e,m  +  c««,     i,  —  4^  +  c^m  +  c^n 
definiert;  dann  haben  wir 

-  c,  -  i,S  +  i,i)  +  i,f,      W-  (i,|  +  A,^  +  U)V 
die  Koeffizienten  l^,  .■ . .  in  der  Funktion  17  kOnnen  daher  durch  Qnadiieren 
der  Form  liE  +  ijJj  +  A,?  erhalten  werden,  d.  h.  wir  haben 
iii  — Cii'*  +  <i»'n'  +  eK"*  +  2  e„mn  +  2  Ci^nl  +  2Ci,I»t, 

^I  —  fis'*  +  C»"'  +  «48«*  +  ("«  +  Cm)™"  +  (<^U  +  O«'  +  (<1S  +  O'" 

§  209.  Wellenflächen. 
Die  Enveloppe  der  Ebenen 

Jx  +  my  +  ne  =  c,  (22) 

wo  c  die  ^ellenfortpflanzungsgeschnindigkeit  in  der  Richtung  ({,  m,  n), 
ist  die  zu  dem  Hedinm  gehörige  „Wellenfiäche".  Ks  ist  diejenige  Flftche, 
die  nach  Verlauf  der  Zeiteinheit  den  gestörten  Teil  des  Mediums  begrenzt, 
wenn  die  Störung  anfongg  auf  die  unmittelbare  Umgebung  des  Koordi- 
nateuanfangspunktes  beschränkt  ist  Im  Falle  der  Isotropie  ist  c  von  I,  m,  n 
unabhängig  und  dm-ch  Gleicbung  (7)  gegeben;  im  Fälle  der  Aolotropie 
ist  c  eine  Funktion  von  f,  m,  n  and  gegeben  durch  Gleichung  (21).  Im 
allgemeinen  Falle  setzt  sich  die  Wellenfiäche  offenbar  aus  drei  Schalen  zu- 
sammen, die  den  drei  als  Wuj-zeln  von  (21)  sich  ergebenden  Werten  von 
c*  entsprechen.  Im  Falle  der  Isobvpie  fallen  zwei  dieser  Schalen  zusammen, 
und  alle  Schalen  sind  konzentrische  Kugeln. 

1)   Eine  allgemeine  DiakaBaion  der  dzei  Wellengattongen  betreffend  ver- 
weiMn  wir  aaf  Lord  Eelrin,  Baltimore  Lectures,  London  1904. 
a)  Ann.  dt  Mat.  (Ser.  8),  t.  8  (1B77). 
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Green ^)  bemerkte,  daß  im  allgemeinen  Falle  der  A^lotropie  die 
drei  Verschiebungarichtungen,  die  den  drei  möglichen  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten ebener  Wellan  bei  gegebener  WeÜennormole  entsprechen, 
den  Hauptachsen  eines  bestimmten  Ellipsoids  parallel  und  daher  zueinander  senk- 
recht sind.  In  unserer  Bezeichnungsweise  wttrde  das  Ellipsoid  durch  die  Glei- 
chung (All,  A^, . . .,  ii,)(a:,  y,  jr)*=  const.  gegeben  sein.  Er  zeigte,  daß, 
wenn   W  die  Form 

t^(«„  +  '„  +  '..)■  +  ii(<f.  -  4«,,«..) 

+  i»W.  -  4  «..«„)  +  iJf  (d,  -  4e„e„)     (33) 

hat,  die  Wetlenfiäche  sieb  zusammensetzt  aus  einer  Eu^l,  die  der  Aus- 
breitong  von  wirbel&eien  Düatationswellen  entspricht,  iind  der  Fremiel- 
scben  Wellenflücbe,  d.  b.  der  Enveloppe  der  der  Bedingung 

unt«rworfenen  Ebenen  (22).  Die  beiden  Schalen  der  letzt«ren  Flache  entr- 
aprechen  der  Ausbreitung  dilatationsfreier  Schieb ungs wellen.  Die  Form 
(23)  stellt,  wie  Green  fand,  den  allgemeinsten  Ansdruck  für  W  dar,  der 
die  Ausbreitung  von  rein  transversalen  Wellen  gestattet,  d.  h.  solcher 
Wellen,  bei  denen  die  Verschiebung  zur  Wellenflficbe  parallel  ist. 

Der  Greensche  Aasdruck  (23)  für  W  ist  enthalten  in  der  Formel 
(15)  von  §110,  nämlich 

2  IT  -  (ji,  £,  (7,  F,  e,  fl)  (e„,  e^^,  e,,)»  -|-  i^,  +  M^„  +  Jfe5,} 
dieselbe  kennzeichnet  elastische   feste  Medien,   die   drei   zueinander  senk- 
rechte Symmetrie  ebenen  besitzen.     Um  die  Greensche  Formel  zu  erbalten, 
haben  wir  zu  setzen 

A~B  —  C,     F  —  Ä  —  iL,     a  =  Ä-2M,    H—Ä-iN. 
Es   ist   bemerkenswert,   daß   diese   Beziehungen   bei  kubischen  Kristallen 
nicht  erföllt  sind. 

Die  Greensche  Formel  für  die  Terzermngsenergie-Funktion  enthält 
nnr  die  Verzerrungskomponenten;  die  Idee  eines  Mediums,  für  welches 

W=2  {LW^'  +  Mm*  +  Nm^\  (26) 

wurde  von  MacCullagh*)  eingeführt.  Als  WellenflSche  ergibt  sich  die 
Fresnelscbe  WellenHache. 

Lord  Eayleigh*)  hat,  einen  Vorschlag  Rankines  auftiebmend,  die 
Ausbreitung  von  Wellen  in  einem  Medium  nntersncht,  in  dem  die  kineti- 
sche Energie  die  Form  hat 

1)  „On  the  propagation  of  ligbt  in  cryatalliied  media",  Cambridge  Phil. 
8oc.  ZVan«.,  vol.  7  (1889)  ^  Mathemalieal  Papera,  London  ISTl,  p.  293. 

S)  „Äu  eBBS;  towarda  a  dynamioal  'theoij  of  crjstalline  reflexion  and  re- 
fraction",  Dublin,  Tran».  B.  IritA  Aead,,  TOl.  !1  (1889)  —  Coileeteä  Work»  of 
James  Mae  CvMagh,  Dublin  1860,  p.  146. 

8)  „On  Donble  Refraction",  PhiL  Mag.  {8er.  4),  toL  41  (1871)  =  Seientific 
Pa^era,  toI.  1,  Cambridge  1699. 
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iF*Kl^)"+''(w)"+'-©>-^""-     (^«) 

wahrend  die  Verzemuigsenergie-Fiuiktion  die  zu  einem  isotropen  olasti- 
BOhen  Körper  gehörige  Form  besitzt.  Ein  derartiges  Medium  besitzt,  wie 
man  sagt,  „Tragbeits&olotropie".  Ist  das  Uedinm  inkompressibel,  so  ist 
die  Wellenfl&cbe  die  Enveloppe  der  der  Bedingung 

_^ —  +     ."*'       +  ~r^ 0  (27) 

naterworfenen  Ebenen  (22);  sie  ist  die  erste  negative  FußpvinktflKche  der 
Freenelschen  WellenMche  hezflglich  ihres  Mittelpunkts. 

Der  Fall,  daß  die  Energie-Fnnktion  des  Mediiuus  eine  Funktion  des 
Drebungskomponenten  sowohl  wie  der  Verzemingskomponenteu  ist,  also 
durch  eine  homogene  quadratische  Funktion  der  neun  CbSßen  »— ,  ^, 
r.- ,  ■  •  ■  ausgedrtlckt  wird,  ist  von  U.M.  M&cdonald^)  untersucht  worden. 
Die  allgemeinste  Form,  die  angesetzt  werden  darf^  wenu  Tronsversalwellen 
uuabl^ngig  von  Dilatationswellen  sich  ausbreiten  sollen,  fährt,  wie  geieigt 
wird,  fttr  trausversale  Wellen  zur  Fresnelschen  Wellenfiftcbe. 

Der  noch  allgemeinere  Fall,  wo  sowohl  Ti^heits-  wie  elastische 
Äolotropie  besteht,  ist  vou  T,  J.  I'A.  Bromwich^')  untersucht  worden.  Die 
Forderung,  dafi  zwei  von  deu  Wellen  rein  transversal  sein  sollen,  führt 
in  diesem  Falle,  wie  sich  zeigt,  nicht  zu  demselben  Eesultat  wie  die  Forde- 
rung, daß  es  sich  um  reine  DriUungswellen  handelt,  n^rend  diese  beiden 
Forderungen  zu  demselben  Kesultat  fOhren,  wenn  nur  elastische  Äolotropie 
besteht.  Die  WellenflSche  für  die  Drillungswellen  läßt  sich  aus  der  Fres- 
nelschen WeUenfläche  durch  eine  homogene  Verzerrong  ableiten. 

§  210.  Die  dnrch  die  cliarakteriatisolie  ftleioliniiK  bestimmte  Bevejnui?- 
Selbst  im  Falle  eines  isotropen  Körpers  gestaltet  sich  das 
Problem  der  Fortpflanzung  von  Störungen  dorch  den  Körper  ziem- 
lich verwickelt  infolge  des  gleichzeitigen  Auftretens  zweier  Wellen- 
gattungen, die  sieh  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  aasbreiten. 
Wir  werden  gut  tun,  uns  zunächst  auf  die  Betrachtung  von  Wellen 
eines  Typus,  also  wirbelfreier  oder  dilatationsfreier  Wellen,  zu  be- 
schränken. Die  Bewegung  ist  dann  durch  die  charakteristische  Glei- 
chung (6),  §  204,  d.  h.  c'<t>/ct*  -  c*7»<t),  bestimmt 

Diese  Gleichung  wurde  von  Foisson')  in  einer  Form  gelost,  bei 
der  der  Wert  von  <J)  an  irgend  einer  Stelle  und  zu  irgend  einer  Zeit 
durch   die   Anfangswerte   von    <t>    und  ß<i>/dt   ausgedrückt   erscheint. 

1)  London  MaOi.  Soc.  Proe.,  vol.  82  (1900),  p.  811. 

2)  London  Math.  Soe.  Troe.,  vol.  84  (1902),  p.  807.. 

S)  Paria,  Mim.  de  VIniMvt,  t.  S  (1620).  Ein  einfacher  Beweis  wurde  von 
LioQTille,  J.  de  MaÜi.  (LiouviBe),  t.  1  (1666),  gegeben.  Einen  symbolischen  Be- 
weü  liefert  Lord  Bayleigh,  Theorg  of  Sound,  Kap,  XTV. 
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PoissoDS  Resultat  läßt  sich  folgendermaBen  Bassprechen:  M^^d  (t>a 
und  4)^  die  Anfangswerte  von  (t>  und  c^/dt  bezeiclmeii.  Um  eine» 
beliebigen  Punkt  (x,y,  b)  als  Mittelpnulct  werde  eine  £agcd  Tom 
Kadins  et  beschrieben,  und  <t>g  und  (bg  mögen  die  Mittelwerte  von 
0Q  nnd  <t)g  auf  dieser  Kugel  bezeichnen.  Dann  drückt  sich  der  Weit 
von  (t>  im  Punkte  {x,  y,  e)  zur  Zeit  t  durch  folgende  Qleichung  aus : 

»-4  ('»•)  +  '♦•■  (28) 

Ist  die  anfängliche  Störung  auf  den  von  einer  geschlossenen  Flache 
Sff  begrenzten  Bereich  beschränkt,  so  haben  4>g  und  <^«  in  den  Paukten 
innerhalb  £„  von  noll  verschiedene  Werte  und  veischwinden  aufler- 
halb  £^  Wählen  wir  iigend  einen  Punkt  im  Innern  von  £g  oder  auf 
Z'o  als  Mittelpunkt,  so  kSnnen  wir  um  ihn  eine  Kugel  vom  Radius 
et  beschreiben;  die  Störung  zur  Zeit  t  ist  dann  auf  dEis  Aggregat  der 
Punkte  beschränkt,  die  auf  den  Oberflächen  allei'  dieser  Kugeln  liegen. 
Dies  Aggregat  ist  im  allgemeinen  von  einer  Fläche  begrenzt,  die  in 
zwei  Schalen,  eine  innere  und  eine  Suflere,  zerfällt.  Wenn  die  äußere 
Schale  einen  Punkt  des  Mediums  erreicht,  so  werden  die  in  der  un- 
mittelbaren Umgebung  dieses  Punktes  gelegenen  Teilchen  plötzlich 
von  der  kleinen  Yerzerrung  und  der  Geschwindigkeit  erfaßt,  die  die 
Werte  von  *  nnd  c*/2t  mit  sich  bringen;  nachher,  wenn  die  innere 
Schale  auf  den  Punkt  trifft,  kehren  dieselben  Teilchen  des  Mediums 
wieder  zum  ruhenden,  unverzerrten  Zustand  zurück.') 

In  allgemeinerer  Weise  warde  die  charakteristische  Gleichung 
von  Kirchhoff*)  gelöst.  An  Stelle  der  Kugel  nahm  er  eine  beliebige 
Oberfläche  S  und  an  Stelle  der  Anfangswerte  von  0  und  d^jdt  auf 
S  nahm  er  die  Werte  von  <t>  und  der  ersten  Ableitungen  in  den 
Punkten  von  S  zu  gewissen,  dem  Augenblick  t  vorangehenden  Zeit- 
punkten. Bedeutet  Q  einen  Punkt  auf  S  und  r  den  Abstand  des- 
selben vom  Punkte  {x,  y,  g),  so  handelt  es  sich  um  die  Werte  von  <l> 
und  der  ersten  Ableitungen  von  *  im  Punkte  Q  zur  Zeit  *  —  rjc. 
Die  so  definierten  Werte  von  *, . .  .  seien  mit  [<P], . . .  bezeichnet. 
Dann  drückt  sich  der  Wert  von  <t>  im  Punkte  (a;,  y,  e)  zur  Zeit  ( 
durch  folgende  Gleichung  aus: 

wo  V  die  Richtung  der  Normalen  von  S  bedeutet,  die  nach  der  Seite, 
wo  (x,  y,  z)  liegt,  zeigt. 


I)  Tg).  Stokes,   „Djnamical  theot;  of  di&action" ,    Cambridge  Phil.  Soe. 
■ZVan*.,  TOl  9  (1849)  —  Math,  and  Phys.  Papers,  vol.  2,  p.  248. 

8)   Aftn.  Phys.  Chem.  (Wiedemann),  Bd.  1%  (1683).    Siebe  Buch  Eitcbfaoff, 
Foricwmym  übtr  naih.  I^aik,.  Optik,  Leipzig  1891. 
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Die  IKircbhoffscbe  Formel  (29)  ergibt  sieb  sehr  einücb*),  wenn  mao 
t  —  r/c  für  i  in  'P{x,g,  e,  f)  substituiert,  wo  r  jetzt  den  Abstand  des 
Punktes  (x,  ff,  e)  vom  Ursprung  bedeutet.  Bezeichnen  wir  die  Funktion 
0  (i,  y,  e,  ( —  r/c)  mit  ift  {x,  y,  e,  t) ,  so  können  wir  zeigen,  daS  wenn 
<t>  (x,  y,  z,  i)  der  charakteristiBchen  Gleichung  (6)  genOgt,  t^>  folgende  Glei- 
cbnng  be&iedigt: 

Wenn  diese  Gleichung  überall  in  dem  von  einer  geschlossenen  FlBcbe  S 
begrenzten  Bereich,  der  den  Ursprung  nicht  enthält,  besteht,  so  integrieren 
wir  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  Bber  den  betreffenden  Bereich  und 
transformieren  das  Baumintegral  in  ein  Oberfl&chenintegral;  so  erhalten 
wir  die  Gleichung 

JJ  \^    ov  r   Sv       er  8*    dt/ 

Bezeichnen  nun  [<t>}, . . ,  die  Werte  von  *, . , ,  zur  Zeit  t  —  r/c,  so  lautet 
diese  Gleichung 


//{ 


[*]?|:i_±r|?]_i|rr|: 

'-    ■'    Ov  r  LovJ       er  dvLo 


da,  wie  leicht  zu  beweisen, 

^   r^^n  _  i.  ^  r^-5i 

9»  "LarJ     c  Svl'dtj- 

Befindet  sich  der  Ursprung  innerhalb  der  Fläche  S,  so  integrieren  wir 
die  linke  Seite  von  (30)  Aber  den  Raum  zwischen  S  und  einer  kleinen, 
um  den  Ursprung  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kugel  H  und  geben  zur 
Grenze  aber,  indem  wir  den  Radius  von  2  unbegrenzt  abnehmen  lassen. 
Wir  finden  so  für  den  Wert  von  <t>  im  Ursprung  die  Formel  (29),  und 
dieselbe  Formel  liefert  den  Wert  von  0  in  einem  beliebigen  Punkt  und 
in  einem  beliebigen  Augenblick.  Die  Formel  gilt  für  einen  r&umlichen 
Bereich,  der  nach  innen  oder  auBen  von  einer  gesohlosseneu  Flache  S 
begrenzt  wird,  vorausgesetzt  dafi  in  jedem  in  Betracht  kommenden  Augen- 
blick 0  und  die  ersten  Ableitungen  von  <t>  in  allen  Punkten  des  Bereichs 
stetig  und  die  zweiten  Ableitungen  endlich  und  durch  Gleichung  (6)  vei^ 
kntipft  sind.*)  Handelt  es  sich  um  einen  Bereich  außerhalb  S,  so  muß 
<t>  in  unendlicher  Entfernung  mindestens  von  der  Ordnung  r^^  unendlich 
klein  werden.  Diese  Bedingungen  können  wir  so  auadrüoken,  daS  wir  sagen: 
alle  Störungsquellen  liegen  auf  dervon(x,y,  e)  abgewaudten  Seite  der  Flftcbe& 
Die  KirchhoSscbe  Formel  sohlieöt,  wie  sich  zeigen  läflt,  die  PoisBOn- 
sohe  in  sich.')     Sie  iKBt  sich  auch  in  der  Form  schreiben 


1}  Vgl.  Beltrami,  Som,  Aee.  Lincei  Bend.  (Ser.  G),  t.  4  (1696). 

2}  Beztgliob  des  Falles,  wo  man  auBerhalb  S  eine  sidi  bewegende  Un- 
gtetigkeitafläche  hat,  siehe  eine  Abhandlung  des  VerfaaaeiH,  London  Math.  Soe. 
Froc.  (Ser.  2),  vol.  1  (1904),  p.  37, 

3}  Siehe  die  eben  angezogene  Abhandlung. 
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wo  ~-  (-~)  80  zQ  bilden  ist,  daß  erst  t~  rje  für  t  in  (p  eingesetzt  und 
dann  differentiiert  wird,  wie  wenn  r  die  einzige  Terftnderliche  Größe  in  f^j/r 
wSre.  Die  Formel  (31)  stellt  ein  Analogon  zur  Greenschen  Formel  (7),  §156, 
dar.  Sie  UBt  sich  aach  dabin  aussprechen,  daß  der  Wert  von  0  in  ii^end 
einem  Ptmtt«  aufierbalb  einer  geechlosseaen  FlBche  (die  alle  StöruDgs- 
qaellen  in  sich  birgt)  derselbe  ist  wie  deijenige,  der  Yon  einer  bestimmten 
Verteilung  von  Quellen  und  Doppelquellen  auf  der  FUoha  herrflbren 
wfkrde.  Es  laßt  sich,  fitmlit^  wie  in  §  124,  leicht  zeigen,  daß  die  Be- 
wegung innerhalb  oder  außerhalb  S,  wie  sie  von  gegebenen  Aniangs- 
bedingongen  berrährt,  dnrcb  die  Werte  von  <t>  oder  von  o'^ßv  anf  S 
eindeutig  bestimmt  ist.  Der  Satz,  der  durcb  Gleichung  (31)  ansgedrüokt 
ist,  l&ßt  sich  aus  den  Eigenschaften  von  Oberfl&cbenverteilnngen  von 
Quellen  und  Doppelqnellen  und  dem  EiudeuÜgkeitstheorem  ableiten.^) 

§  211.  WUlMrliche  AufaiigBlwdiitgaiigeii. 

Wenn  die  Anfangsbedingungen  nicht  so  bescliaffen  sind,  daß  die 
StSrang  ganz  wirbel^i  oder  dilatationafrei  ist,  so  sind  die  Resultate 
viel  verwickelter.  FUr  die  Komponenten  der  Yerschiebung,  die  an 
irgend  einer  Stelle  und  zu  irgend  einer  Zeit  aus  einer  gegebenen  An&ngs- 
verteilung  der  Verschiebung  und  der  Geschwindigkeit  entspringt,  sind 
Formeln  al^eleitet  worden'),  und  das  Ergebnis  laBt  sich  in  folgender 
Form  aussprechen: 

Es  sei  (ug,  Vg,  w^  die  ÄnfangsTerschiebang,  die,  wie  wir  an- 
nehmen, oberall  in  dem  räumliehen  Bereich  T  gegeben  ist  und  auf 
der  Oberfläche  von  T,  sowie  außerhalb  T  verschwindet,  und  sei 
(üg,  ffg,  w)  die  An&ngsgesch windigkeit,  von  der  wir  ebenfalls  an- 
nehmen, daß  sie  überall  in  T  gegeben  ist  und  außerhalb  T  ver- 
schwindet, a  und  h  mögen  die  Geschwindigkeiten  der  wirbel&eien 
and  der  dilatetiousfreiec  Wellen  bezeichnen.  S^  sei  eine  Kugel  vom 
Radius  at  um  den  Punkt  {x,  y,  i)  als  Mittelpunkt  und  8^  eine  Engel 
vom  Radius  ht  um  denselben  Punkt  als  Mittelpunkt.  V  bezeichne 
denjenigen  Teil  des  von  diesen  beiden  Kugeln  begrenzten  Raumes, 
der  innerhalb  T  liegt,  r  bedeute  den  Abstand  des  Punktes  {x,  y,  e) 
von  einem  Punkte  {x',  i/,  s"),  der  innerhalb  V  oder  auf  den  innerhalb 
I  liegenden  Teilen  von  S^  und  Sj  sich  befindet;  g„  bezeichne  die 
Au&ngs Verschiebung  im  Punkte  (x',  y',  »')  und  q^  die  Anfangsge- 
schwindigkeit an   derselben  Stelle,  beide  auf  den  von  {x,  y,  e)  aus 


1)  Vgl.  J.  Lannor,  London  Matk.  Soc.  Proc.  {3er.  %),  vol.  1  (1904). 

2)  Betr.  LiteratomacliweiBe  siehe  Einleitung,  p.  S2.  Auch  eine  Abhandlung 
des  Yerfassera  in  den  Lwdon  MtUh.  Soc.  Proc.  (Ser.  2),  vol.  1  (1904),  p.  S01, 
wäre  einznaehen.  ^-~.  . 
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gezogenen  HadiusTektor  r  projiziert.  Dann  läßt  sich  die  Verschiebung 
tt  in  (x,  y,  g)  zar  Zeit  t  folgendermaßen  schreiben: 

"  -  ¥fA  "*• + "•>  '^ + ^"' + "•'  S + ('"• + «■•)  Sl  ""^ 

-^(«i.  +  ».  +  '-^)).iS,;  (32) 

entsprechende  Ausdrücke  lassen  sich  für  v  and  w  hinscbreibeD.  Die 
Oberäächenintegr&tionen  sind  über  diejenigen  Teile  Ton  S^  und  S^ 
auszudehnen,  die  innerhalb  T  li^^n. 

Die  Dilatation  und  die  Drehung  lassen  sich  aus  diesen  Formeln 
berechnen,  und  es  laßt  sich  zeigen,  daß  Dilatation  nur  in  Fonn  einer 
Dilatations welle,  die  sich  mit  der  Geschwindigkeit  a  ausbreitet,  and 
Drehung  nur  in  Form  einer  Rotationswelle,  die  sich  mit  der  Ge- 
schwindigkeit h  ausbreitet,  auftritt.  Bedeuten  r^  und  r,  den  grSflten 
und  den  kleinst«n  Abstand  eines  Punktes  0  des  Mediums  von  der 
Oberfläche  T,  so  beginnt  die  Bewegung  in  0  in  dem  Augenblicke 
t  ^  rja,  und  die  Dilatations  welle  endigt  im  Augenblick  t-^rja;  die 
Hotationswelle  beginnt  in  dem  Augenblick  /  —  rjh,  und  die  Bew^ung 
hört  auf  in  dem  Augenblick  ( =  rji.  Wenn  die  Dilatationswelle 
endigt,  beror  die  Rotationswelle  beginnt,  so  hat  die  Bewegung  in 
der  Zwischenzeit  den  Charakter  der  wirbelfreien  Bewegung  in  einer 
inkompressiblen  Flttssigkeit ') ;  in  einer  gewissen  Entfernung  von  7, 
die  groß  ist  gegenüber  den  linearen  Abmessungen  Ton  T,  ist  diese 
Bewegung  Terhältnismäßig  schwach. 

Das  Problem  der  Integration  der  Gleichungen  der  kleinen  Bewegung 
eines  isotropen  elastiechen  Körpers  ist  Gre  genstand  fioBerst  zahlreicher 
Untersnchungen  gewesen.  AuQer  den  bereits  angezogenen  seien  folgende 
angeführt:  V.  Cerruti,  „Sülle  vibraiioni  dei  corpi  elastici  isoti'opi",  Hom, 
Acc.  Lincei,  Mem.  fis.  mat.,  1880;  V.  Volterra,  „Sur  lea  vibrations  des  corps 
älaatiques  isotropes",  Ada  math.,  t.  18  (1894)-,  G.  Lauricella,  „Snlle  eqoa- 
zioni  del  moto  dei  corpi  elastici",  Torino  Mem.  (Ser.  2),  t.  46  (l^ä); 
0.  Tedone,  „Sülle  vibrazioni  dei  corpi  solidi  omogenei  ed  isotropi",  Torino 
Mem.  (Ser.  2),  t.  47  (1897);  J.  Coulon,  „Sur  rintegration  des  equations 
aux  deriTces  partielles  du  second  ordre  par  la  m^thode  des  caracteristiques", 
Paris  (Thdse)  1902.  Auch  Hadamarda  Lehrbuch,  Legons  sur  la  propa- 
galion  des  ondes,  Paria   1903,  mag  zu  Rate  gezogen  werden. 

§  212.  Von  Massenkräften  Lerrülirende  Bewegung. 
Genau  wie  in  §  130  stellen  wir  die  Massenkräfte  in  der  Form 
(X,  7,Z)~  Gradient  von  <D  +  curl  {L,  M,  A) 


I)  Vgl.  StokcB,  loe.  cit. 
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und  die  TerBchiflbaug  iu  der  Form 

(w,  »,  w)  -  Gradient  TOn  *  +  curl  (F,  G,  H) 
dar.     Die  Bew^^üngsgleichungen 

werden  dann  befriedigt,  wenn  <t>,  F,  G,  H  den  Gleichungen 
1^  _  a»  V»*  -  *,        ^  -  h^V^F  =  L,      ... 
genflgen;  pwtikuläre  LÖsongen  lassen  sich  in  der  Form  ausdrücken^) 
*  -  77^  fff~r  *'  {t  -  -j)  äaf  dy'de,     | 


Die  Werte  von  <^,  Z., . . .,  ausgedruckt  durch  X,  Y,  Z,  sind  durch 
die  Gleichungen  (7)  von  g  130  g^eben,  und  die  in  (33)  vorkommen- 
den IntegratioDen  lassen  sich  aus^hren. 

Nehmen  wir  den  Fall  der  Einzelkraft  von  der  Große  x(f)>  ^^ 
im  Ursprung  in  der  Richtung  der  x-Achse  angreift,  so  haben  wir, 
wie  in  §  130, 


r\  1        /,       ♦■  \  SS-^ 


^(^-t)— T^^(^-y) 


wo  R  den  Abstand  des  Punktes  {x',  ^,  e')  vom  Ursprung  bedeutet. 
Wir  wollen  die  Umgehung  des  Punktes  (x,  y,  z)  durch  Kugeln  um 
diesen  Punkt  als  Mittelpunkt  in  danue  Schichten  zerl^en  und  können 
dann  die  lotegratiooen  in  (33)  folgendermaßen  ansetzen: 

wo  dS  ein  Oberflächenelement  der  Eugel  vom  Radius  r  um  {x,  y,  z) 


1)  Vgl.  L.  Lorenz,  J.  f.  Math.  (Crelle),  Bd.  68  (iSfll)  —  Oeupres  Scientifiqaa, 
t.  3  (Copeoliag«!!  1899}  p.  I.  Siehe  aacb  Lord  Bajleigb,  Thtory  of  Soand, 
vol.  S,  8  876. 
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bedeutet.  Nun  isi  fS{dSr*^ld!if)dS  gleich  anll,  weon  der  Ursprung 
üiuerhalb  S  liegt,  und  gleich  A^xi^  {dr^'^ßx),  wenn  der  Ursprung 
außerhalb  S  liegt;  r,  bezeichnet  dabei  den  Abstand  dea  Punktes 
{x,y,x)  Tom  Ursprung.  Im  ersteren  Fall  ist  fo<r,  im  letzteren 
fg  >  r.  Wir  können  daher  die  obere  Grenze  der  Integration  nach  r 
darch  r.  ersetzen  und  finden 


^H- 


Haben  wir  <!>  gefunden,  so  spielt  daa  in  der  Rechnung  auftretende 
r  weiterhin  keine  Rolle  mehr,  wir  können  also  r  statt  r,  schreiben, 
sodaß  r  jetzt  den  Abstand  des  Punktes  {x,  y,  z)  rom  Ursprung  be- 
deutet.    Wir  haben  dann 

dt.  (34) 


^-~  L,r^i'r('-') 


Eb«nso  wfirden  wir  finden 


iif>) 


Die  TOD  der  Eraft  z(t)  heiTOhrende  Yerscliiebung  ist  durch  die  Glei- 
chungen gegeben^): 

-i=i:('-T)l+r.>,>;('-T). 
+  4if  r  fi  Iv  { i" « (' -  v)  -  ii«  (' -  t)  1 


(36; 


I)  Formeln,  die  mit  (S6)  ^^chwertig  nnd,  wurden  erhalten  von  Stokea, 
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§  213.   Weitere  Besnltate,  Intreffend  die  von  HasBenkr&ften 
herr&Iuende  BeTegnng. 

l)  Die  Dilatation  und  die  Drehung  berechnen  eich  ans  (36)  zu 

^--0,     2Z.,-:^^(|,(*-|).  (37) 

2^^-  —  <^,rAh('-r)]-  ) 

3)  Die  Amdrtlcke  (86)  redozieren  sich  anf  (H),  §  ISO,  wenn  %(*) 
durch  eine  Konstante  ersetzt  vird. 

3)  Die  Spannungen,  die  auf  die  Oberfläche  einer  kngelfönnigen 
HShlnsg  wirken  mflssen,  nm  die  durch  (S6)  ausgedräckte  Verschiebung 
aafreoht  zu  eihalten,  und  statisch  gleichwertig  mit  einer  kut  ic-Acbse 
parallelen  Einzelkraft.  Nimmt  der  Radius  der  Höhlung  unbegrenit  ab, 
so  hat  die  Kraft  die  GrOfie  xCO- 

4)  Wie  in  §  132  kOnnea  wir  die  Wirkongen  Terachiedenartiger  Ter- 
zerrungskeme  untersuchen.*)  Im  Falle  eines  „Eompreesionszentranis"  haben 
wir,  unter  Weglassmig  eines  Faktors,  die  Gleichung 

(".«.")-(Ä.Ä./.)lr«('-^)l.  W 

welche  wirbelfreie  Wellen  wnes  wohlbekannten  Typus  darstellen.  Im 
Falle  eines  „Zentrums  einer  Rotation  um  die  e-Achse"  haben  wir,  unter 
Weglassnng  eines  Faktors,  die  Gleichungen 

(".»-)-(Ä.-Ä.'')(t«('-t)1.  W 

welche  dilatationsfreie  Wellen  eines  wohlbekannten  Typus  darstellen. 

5)  Kombimeren  wir  zwei  Eompressionszentren  entgegengesetzten 
Zeichens  in  derselben  Weise,  wie  wir  froher  zwei  Kräfte  miteinander  zu 
einer  ,J)oppelkiaft  ohne  Moment"  kombinierten,  so  erhalteD  wir  wirbel- 
freie Wellen  von  dem  dorch  folgende  Gleichung  ausgedrflckten  Typus: 

:  zwei  Paare  von  Ratationszentren,  die  auf  die  x-  und  die 
y-Aehse  und  zwei  parallele  Achsen  bezogen  sind,  in  derselben  Weise,  wie 
vir  fr&her  zwei  KrElftepaare  miteinander  zu  einem  Rotationszentram  kom- 
binierten, so  erhalten  wir  dilatationsfreie  Wellen  von  folgendem  Typas 

(".-.-)-  (ä5i.  -Ä.  -Ä  -^)  \U{'- »))  ■■  (") 

die  Teischiehung   drtlckt   sich   also  durch  dieselben  Formeln   aus  wie  die 

1)  Eine  mehr  ins  einzelne  gehende  tfnterenchnng  findet  sich  in  meiner  Ab- 
haadlnng,  die  anf  p.  S61  angezogen  wurde. 
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elektische  Kraft  in  dem  einen  Hertzseben  Oszillator  umgebenden  Felde.*) 
Lord  Kelrin^  hat  gezeigt,  daß  wir  durch  Überlagerung  von  LCsnngea 
vom  Typus  (40)  und  (4;l)  die  Wirkung  einer  schwingenden  starren  Kugel 
in  der  Umgebung  des  Ursprungs  ableiten  können. 

6)    Ist    x'.t)    eine    einübe   harmonische   Funktion    der   Zeit,    etw& 
x(t)  ^  A  cospt,  so  finden  vir. 


Jc2(l-Oi«'-y  (■»5f(l- 


I  —  cosj>  U  - 


,'«nf((-^)+i%ü,p((_i)). 


und  die  voUstBnd^en  Ausdrücke  für  die  Wirkungen  der  Erftfte  lassen  sich 
mittels  (36)  hinschreiben.')  In  diesem  Falle  stellt  sich  das  ganie  PhBr 
nomen  als  Ausbreitung  zweier  Züge  einfacher  harmonischer  Wellen  dar, 
und  zwar  sind  die  Öescbwindigkeiten  bezüglich  gleich  a  und  gleich  b;  in 
allgemdneren  F&Uen  jedoch  ist,  wie  die  Formeln  (36)  zeigen,  die  Wirkung, 
die  zur  Zeit  I  in  einem  vom  Angriffspunkt  der  Kraft  um  r  entfernten 
Punkt  hervorgerufen  wird,  nicht  nur  von  der  ÖrOfie  der  Kraft  in  den 
Zeitpunkten  t  —  r/a  und  ( —  r/b  abh&agig,  sondern  auch  von  der  GrOße 
der  Kraft  in  den  dazwischen  liegenden  Zeitpunkten.  Die  Sache  verhält 
sich  so,  wie  wenn  auBer  den  beiden  genau  bestimmten  Wirkungen  (IH- 
latation  und  Drehung),  die  sich  mit  den  Geschwindigkeiten  a  und  b  fort- 
pflanzen, noch  andere  Wirkungen  mit  dazwischen  liegenden  Geschwindig- 
keiten sich  ausbreiteten.^) 

7)  Partikuläre  Integrale  der  Bewegungsgleichungen  für  Massenkrfifte, 
die  einer  einfachen  harmonischen  Funktion  der  Zeit,  ff'*,  proportional 
sind,  lassen  sich  in  folgender  Form  ansdrttcken: 


I)  Hertz,  Awibr^Üung  der  elektrischen  Kraft,  p.  147.  Mit  der  angegebeneu 
Beziehung  beeclAftigt  sich  W.  König,  Ann.  Jftya.  Chem.  (Wiedemann),  Bd.  BT 
(188S)  und  Lord  Rajleigh,  Phü.  Mag.  [Sei.  6),  vol.  6  (1903),  p.  SSfi. 

2i  I*ä.  Mag.  {Ser.  5),  voU.  47  und  48  (18'J9). 

3)  Bezflglicb  der  Wirkungen  ron  Kräften,  die  einfache  harmonische  Fnnk- 
tionen  der  Zeit  sind,  siebe  Lord  Rayleigh,  Theory  of  Sound,  vol.  2,  p.  llSff. 

4)  Tgl.  meine  auf  p.  ft6l  angezogene  Abhandlung  und  das  auf  p.  3C9  ver- 
zeichnete  Stokeasche  Resultat. 
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§  214.   Oberfläohenwellen  auf  einem  isotropsH  elutlsolitii  festen. ' 
.  Körper.^) 

Von  den  periodischen  Bewegungen  sind  diejenigen  ebenen  Wellen 
Ton  einf&cliem  hanaonisclieti  Typos  von  besonderer  Bedeutung,  die 
eich  über  die  Oherflaclie  eines  festen  Körpers  ausbreiten  und  eine 
Störung  mit  sich  bringen,  die  nur  ein  kleines  Stfick  ins  Innere  des 
Körpers  eindringt.  Der  Körper  aei  begremi  von  der  Ebene  ^  =  0, 
die  positive  ßichtung  der  «-Achse  zeige  ins  Innere  des  Körpers.  Wir 
vroilen  annehmen,  daß  die  Verschiebungskomponenten  mit  e"'  und 
außerdem  mit  «'C'+i")  proportional  sind,  sodaß  2«lYf*+~^  die 
WellenDinge.  Wie  in  §  190  bezeichnen  wir  p^Q/{i  +  2(i)  mit  k*  und 
p'lf/p^  mit  k\  Die  Dilatation  A  genügt  der  Gleichung  (7*  +  Ä*)  A  =  0, 
und  da  sie  mit  tf^'+f»)  proportional  ist,  maesen  wir  haben 

A— ■Pe-'"'+**''+''+''^  (42) 

wo  F  eine  Konstante  und 

j.s_/^  +  j,»_M  ,    (43) 

Ein  partikulareB  lut^nl  der  BeweguDgsgteichuDgen  drOckt  sieb 
dann  aus  durch  die  Gleichungen 

■  lu^,v^,Wt)~(-if,-ig,r)h~^P(r'-'*"^'*<'i'^P'i,  (44) 

und  ein  allgemeineres  Integral  finden  wir,  wenn  wir  (u,  v,  u>)  gleich 
(mj  +  «,,  V,  +  r,,  Wj  +  (Cj)  setzen,  wo  m,,  Vj,  Wj  durch  folgende  Glei- 
chungen gegeben  sind: 

■(»,■,.„«■,)- (4  B,(7)e—W"..*";.  (45) 

hierin  sind  Ä,  B,  C  Konstanten,  die  durbh  die  Gleichung 

ifA-yigB~_sC  =  ti  (46) 

verknQpft  sind,  und 

s'~r+f-nK  (47) 

Da  dia- Oberfläche  e=0  spannungsfrei  ist,  so  haben  wir  die 
Gkiehungeo 

sA  =  ifC  +  -*{'"  P,  sB  =  igC  +  ^-^P, 

(j:_2)p-2j,P-25C-0. 
von  denen  die  dritte  folgendermaßen  geschrieben  werden  kann: 
[x»  -  2  (^  -f  (/*)]  P  -  2h*sC=  0. 


1)  Vgl.  Lord  Baylei^,  London  Uath.  SocProc.,  toI.  17  (1Ö87)  =  Scientific 
Aipers,  vd.  a,  Pl  Ul.  _^     . 
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Wir  köiiiiei)  diese  äleicbtaigen  bo  auflSeen,  dafi  Ä,  B,  G  durob 
P  ausgedrückt  erscheint.     Sckreiben  wir 

•l'-x'lif  +  g'),         h"-h'/(r+g^,  (48) 

SO  finden  vir 

r     '"-'  P        ^     ä     ,-»''-«  +  *"/y'+g')- 
2fc'»s  ^'         f       g         8V(i-«»)cr'  +  s')' 
setzen  wir  dies  in  (46)  ein,  so  erhalten  wir  die  Oleicfaong 

(«'■-2)'-4rs/(/'  +  j').  (49) 

Eliminieren  wir  aus  ihr  r  nnd  s  mittels  (43)  und  (47),  so  gebt  die- 
selbe aber  in 

x'8 _  8x''  +  24*'*  -  16  (1  +  Ä'*)  K*  +  16A'»  -  0.  (50) 

Ist  dos  Material  inkompreasibel,  d.  h.  h'*/x'*  —  0,  so  wird  die 
Gleicbang  für  x'*  eine  kubische  Gleichung  x''  —  Sx'*  4-  24*"*  ~  16  •■  0, 
die  eine  reelle  positive  Wurzel  0,91275  , . .  und  zwei  komplexe  Wur- 
zehi  (3,5436  . . .)  ±  »  (2,2301  . . .)  besitzt  Da  x'/(f*  +  f)  endlich  und 
h*/x*  —  0,  so  ist  r  reell,  wie  Gleichung  (43)  zeigt.  Gleichung  (49) 
zeigt,  daß  fQr  die  komplexen  Werte  von  x' 

^rslip  +  ?•)--  (2,7431  . . .)  ±  »  (6,8846  . . .).  (61) 

Da  der  reelle  Teil  von  s,  wie  aus  dieser  Gleichung  eu  ent- 
nehmen, das  entgegengesetzte  Zeichen  bat  wie  r,  so  gibt  es  keine 
Wellen  der  in  Rede  stehenden  Art,  welche  komplexen  Werten 
von  x'  entsprechen.  Nehmen  wir  jedoch  die  reelle  Wurzel,  A.  h. 
x'*  —  0,91275  . . .,  so  finden  wir 

r*-r+9\        «»-(0,08724.    0(/*  +  A  (ö2) 

uud    wir    erhalten    eine    Wellenbewegung   der    verlangten   Art.     Die 
Portpfianzungsgeschwindigkeit  der  Wellen  ist 

pIVrT?  -  (0,9664 . . .)  V5Ä,  (63) 

also  wenig  kleiner  als  die  Geschwindigkeit,   mit  der  Bi<^  dilatations- 
freie Wellen  durch  den  Körper  ausbreiten. 

Wenn  das  Material  der  Poissonscheu  Bedingung  {X  —  fi)  genügt, 
haben  wir  x'^jh'*  —  3,  und  wir  haben  dann  eine  Wellenbewegung  der 
verlangten  Art,  bei  der 

x*  -  0,8453  . . .,         r»  -  (0,7182  ..)(f  +  g'). 

s»=  (0,1546... )(r  +  ^i  (54) 

die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist  jetzt 

(0,9194... )VWP^  (55) 

Bezüglich  obiger   Wellengattung  bemerkt  Lord   Ray4eigb  (loG. 

eil.):  „Es  ist  nicht  unwahrscheinlich,  daß  die  hier  untersuchten  Ober- 

flächeuwellen  bei  Erdbeben  und  beim  ZnsammenatoB  elastischer  fester 
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Körper  eine  wichtige  Rolle  spielen.  Da  sie  nnr  nach  zwei  Dimen- 
sionen sich  ausbreiten,  so  mnß  ihnen  in  großer  Entfernung  Tom  Er- 
regnngspunkt  eine  ständig  wachsende  fiberwiegende  Bedeutung  zu- 
kommen," Der  Gegenstand  ist  weiterhin  von  T.  J.  FA.  Bromwich^) 
und  Ton  H.  Lamb*)  untersucht  worden.  Ersterer  zeigte,  daß  bei 
Berückeichtignng  der  Schwere  die  von  Lord  Rajleigh  erhaltenen 
Resultate  keine  wesentliche  Änderung  erfahren.  Letzterer  hat  die 
Wirkung  einer  begrenzten  Anfangsstörung  an  der  Oberfläche  eines 
festen  ESrpers  bzw.  in  der  Nähe  desselben  untersucht  Er  zeigte, 
daß  in  einiger  Entfernung  vom  Erregungspunkt  die  Störung  nach 
einem  Zeitraum  einsetzt,  der  der  Ausbreitung  einer  wirbelfreien  Düa- 
tationsweUe  entspricht;  ein  zweites  Stadium  der  Bewegui^;  beginnt 
nach  einem  Zeitraum,  der  der  Fortpflanzung  einer  dilatations&eien 
ScbiebuDg8W9lle  entspricht,  und  eine  Störung  von  viel  größerer  Am- 
plitude beginnt  sich  nach  einem  Zeitraum  geltend  zu  machen,  der 
der  Ausbreitung  von  Wellen  des  von  Lord  Rayleigh  untersuchten 
Typus  entspricht.  Die  Bedeutung  dieser  Wellen  für  die  Theorie  der 
lüdbeben  ist  vielleicht  bisher  nicht  vollauf  gewürdigt  worden. 


1)  London  Math.  Soe.  Froe.,  vol.  80  (1899). 

9)  Fhil.  n-ant.  Soy.  Soe.  (Ser.  A),  voL  303  (1904). 
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g  215.  SpamLOiig  und  Taraemuig  in  einem  gediUlten  Frisma» 
In  §  86,  d)  fanden  wir  ein  Spannungasystem,  das  in  einem 
Zylinder  Ton  kreisförmigem  Querschnitt  durch  Kräftepaare  um  die 
Achse,  die  an  den  Enden  angreifen,  aufrecht  erhalten  werden  kann. 
Der  Zylinder  wird  durch  die  Kräftepaare  gedrillt  (engl,  „twieted"),  so- 
daß  jeder  Querschnitt  gegen  einen  anderen  um  einen  Winkel  gedreht 
ist,  der  dem  Abstand  zwischen  den  beiden  Querschnittebenen  parallel 
ist.  Auf  jeden  Querschnitt  wirkt  in  jedem  Punkte  eine  tangentiale 
Spannung,  die  senkrecht  ist  zu  der  durch  die  Zylinderachse  und  den 
betreffenden  Punkt  gehenden  Ebene;  die  QröSe  dieser  Spannung  ist 
in  jedem  Punkte  dem  Abstand  Ton  der  Achse  proportional. 

Wenn  der  Querschnitt  des  Zylinders  oder  Prismas  nicht  kreis- 
förmig ist,  Bo  genügt  das  oben  beschriebene  Spannungssystem  nicht 
der  Bedingung,  d&B  der  Mantel  spannungsfrei  ist.  Wir  wollen  es  so 
abzuändern  sucheu,  daß  alle  Bedingungen  befriedigt  werden.  Da  die 
tCn  den  fanden  des  Prismas  angebrachten  Spannungen  statisch  mit 
Kr&ftepaaren  in  den  Ebenen  der  EridSächen  gleichwertig  sind,  da 
ferner  der  Ton  irgeud  einem  Querschnitt  und  einer  Endfläche  be- 
grenzte Teil  des  Prismas  durch  die  Spannungen  auf  diesen  Quer- 
schnitt und  das  an  der  Endfläche  wirkende  Kräftepaar  im  Gleich- 
gewicht gehalten  wird,  so  müssen  die  ^glichen  Spannungen  mit 
einem  Kräftepaar  in  der  Ebene  des  Querschnitts  gleichwertig  sein, 
und  das  Moment  dieses  Eräftepaares  muB  für  alle  Querschnitte  den 
gleichen  Betrag  haben.  Bei  dem  Spannuugssystem,  das  wir  suchen, 
wird  es  sich  also  im  wesentlichen  um  eine  geeignete  Verteilung  von 
Tangentialspaunungen  über  die  Querschnitte  handeln.  Demgemäß 
suchen  wir  allen  Bedingungen  mittels  einer  Schubspannungsverteüung 
zu  genügen,  die  sich  aus  passend  gerichteten  Tangentialspaonungen 
auf  die  Elemente  der  Querschnitte  und  den  zugehörigen  gleidieu 
TaagentJalspannungen  auf  die  Elemente  geeignet  gewählter  Längs- 
schnitte zusammensetzt. 
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Wir  werden  finden,  dnfi  wir  mit  einem  derartigen  Ansatz  zum 
Ziele  kommen;  und  in  gewissem  Um&nge  künuen  wir  den  Charakter 
der  Verzerrung  and  Verschiebung  im  Prisma  Torauasehen.  Denn  die 
Verzerrung,  die  der  eben  beschriebenen  Schubspaonung  entspricht, 
besteht  in  Schubrerzerrung,  die  sich  im  allgemeinen  in  jedem  Paukte 
aas  zwei  ein&chen  Schiebungen  zuBammenaetzt.  Die  eine  dieser  ein- 
fachen Schiebungen  bedingt  ein  relatives  Gleiten  von  Elementen  rer- 
schiedoier  Qnetw:hnitte  in  seitlicher  Richtung;  es  ist  dies  die  Ver- 
zerrungaart^  die  im  Kreiszylinder  auftrat.  Der  andere  einfache  Schub 
besteht  darin,  doB  verschiedene  lougitudinale  Linienelemente  in  der 
LKngsrichtnng  des  Prismas  gegen  einander  gleiten.  Dorch  diesen 
Schub  werden  die  Querschnitte  zu  krummen  Flächen  verzerrt.  L>ie 
äestolt,  zu  der  ein  beliebiger  Querschnitt  verzerrt  wird,  bestimmt 
sich  durch  die  Verschiebung  in  der  Längsrichtung  des  Prismas. 

§  216.  Das  TorBionsproblem.') 

Wir  wählen  die  Erzengenden  der  Oberfläche  des  Prismas  parallel 
zur  ^-Ächse  und  setzen  voraus,  daß  das  Material  isotrop  ist.  Die  in 
dem  letzten  Paragraphen  angestellte  Überlegung  fuhrt  uns  zu  der 
Annahme,  daß  die  Verschiebung  durch  folgende  Formeln  gegeben  ist: 
rt  =-  —  zye,        V  —  vex,         to  —  t<t>,  (1) 

wo  <t>  eine  Funktion  von  x  and  y  und  t  der  Drall  (engl,  „twiat").  Wir 
sehen  zu,  welche  Folgerungen  sich  aus  dieser  Annahme  ergeben. 

Die  einzigen  Verzemiogskompouenten,  die  nicht  verschwinden, 
eind  e  ,  und  e   ;  sie  sind  gegeben  durch  die  Gleichungen 

Die  einzigen  Spannungskomponenten,  die  nicht  verschwinden,  sind  A', 
und  Y,;  aie  sind  gegeben  durch  die  Gleichungen 

Die  Gleichungen  des  Gleichgewichta  bei  verschwindender-  Maüsenkraft 
sind  befriedigt,  wenn  die  Gleichung 

in  allen  Punkten  eines  Quersvhnittes  gilt.  Die  Bedingung,  daß  der 
Hantel  des  Prismas  spttnnungsfrei  ist,  ist  erfüllt,  wenn  die  Gleichung 

3".  =  y  coB  {x,  v)~x  cos  (y,  v)  (5) 


1)   Die  Theorie  atammt  von  Saint  -  Venant,     Siehe  Einleitung,   Fußnote  60 
und  p.  84. 
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in  allen  Punkten  der  Randknrve  eines  Qaerechnitts  besteht.  D&B  die 
Kandbedingung  (5)  mit  der  DifFerentialgleichung  (4)  verträglich  ist, 
erkennen  wir,  wenn  wir  die  linke  und  die  rechte  Seite  Ton  (5)  längs 
des  ganzen  Bandes  int^rieren  nnd  die  Kurrenintegrale  in  Flächen- 
integrale,  die  fiber  den  Qaerschoitt  erstreckt  sind,  transformieren. 
Dos  Integral  der  linken  Seite  von  (5)  längs  des  Randea  ist  gleich- 
wertig mit  dem  aber  den  Qaeischnitt  erstreckten  Integral  der  linken 
Seite  von  (4)  und  verschwindet  daher.  Das  Integral  der  rechten 
Seite  Ton  (5),  genommen  längs  der  geschlossenen  Randkurre,  ver- 
schwindet eben&lls. 

Die  Spannungen  auf  einen  beliebigen  Querschnitt  sind  natarlich 
statisch  gleichwertig  mit  einer  (möglicherweise  verschwinden  den) 
Einzelkraft  im  Eoordinatenanfang  und  einem  Eräftepftar.  Wir  wollen 
zeigen,  daß  sie  einem  Eiäftepaar  allein  gleichwertig  sind.  Die  Achse 
•des  Eräftepaares  ist  offenbar  den  Erzeugenden  des  Prismas  parallel 
Wir  haben  nachzuweisen,  daß 

ffxjxäy  -  0,         ffy.dxdy  -  0. 
Nun  ist 

Die  rechte  Seite  ^t  sich  mit  Hilfe  der  Differentialgleichung  (4)  um- 
formen in 

Den  zuletzt  hingeschriebenen  Ausdruck  können  wir  in  ein  Integral, 
das  länge  der  Randkurre  erstreckt  ist,  transformieren,  nämlich  in 

-  y  cos  (x,  v)  +  X  cos  (y,  v)]  ds, 

wo  ds  das  Bogenelement  der  Bandkurve.  Dies  Integral  verschwindet 
wegen  der  Randbedingung  (5).  Wir  haben  somit  bewiesen,  daß 
JJX,dxdy—(i,  und  auf  ähnlichem  W^e  können  wir  zeigen,  daß 
JjY^dxdy  1^0.  Es  ergibt  sich  also,  daß  die  Spannungen  auf  einen 
Querschnitt  statisch  mit  einem  Eräftepaar  um  die  r-Achse  gleichwertig 
sind,  dessen  Moment  den  Betrag  hat 


.xfx[ 


itJJ{x*  +  y'-\ 


Wir  haben  jetzt  gezeigt,  daß  das  Prisma  in  der  den  Gleichungen 
(1)  entsprechenden  verschobenen  Li^e  durch  Eräftepaare  gehalten 
werden  kann,  die  an  den  Enden  angreifen  und  deren  Achsen  zur 
Zentrallinie  des  Prismas  parallel  sind.  Ist  der  Drall  gleich  t,  so 
hat  das  Moment  des  Eräftepaars,  das  „Dnllungsmoment",  den  Betrag 
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Cz,  WO 

Die  Qrö&e  C  iet  das  Prodnki  der  Steifigkeit  des  Materials  nnd  einer 
Oröße,  die  in  den  linearen  AbmesBUDgen  des  Querschnitts  Tom  vierten 
Grade  ist.  C  wird  zuweilen  die  j^^riUungssteifigkeif  (engt,  „torsional 
rigidity*^  des  Prismas  genannt 

Die  TOÜstlmdige  Lösong  des  Torsionsproblems  fOr  ein  Prisma 
Ton  beliebiger  Quersciluittsform  ist  gefanden,  wenn  0  so  bestimist 
ist,  dofi  die  Gleichung  (4)  und  die  Randbediogung  (5)  erfüllt  sind. 
Die  Aufgabe,  <t>  ftlr  eine  gegebene  Berandung  zu  bestimmen,  wird 
manchmal  als  das  „Torsionsproblem"  ffir  jene  Berandung  bezeichnet. 
Die  Funktion  (l>  nennt  mau  mitunter  die  „Torsionsfunktion"  fOr  den 
betreffenden  Rand. 

In  der  obigen  Lösung  wird  das  drillende  Kräftepaar  duroh  An- 
bringung der  Spannungen  X,,  F,,  die  si^  durch  (3)  ausdrücken,  geliefert. 
Die  praiktiBche  Anwendbarkeit  der  Lösung  besobränkt  sieb  jedoch  nicht 
auf  den  Fall,  wo  das  KrSftepaar  in  dieser  Weise  angebracht  ist.  Ist  die 
Lange  des  Prismas  groS  gegenüber  den  linearen  Abmessungen  seines  Qu«v 
Schnitts,  so  stellt  die  liOsung  den  Znstand  des  Prismas  tiberall,  auBer  in 
einem  TerhBltnismSSig  kleinen  Bereich  in  der  Nähe  der  Enden,  richtig 
dar,  mag  nnn  das  drillende  Er&ftepaar  genau  in  der  bezeichneten 
Weise  angebracbt  sein  oder  nicht.     [VgL  §  89.] 

Die  potentielle  Unergie  pro  Längeneinheit  in  dem  gedrillten 
Prisma  ist 

*^''//i(r.-'r+(K+')")H-». 

somit  gleich 
Nun  ist 

— J  <t>{y  C0B(iCv)  — xco8(y,  v))  ds 

Daraus  folgt,  daß  die  potentielle  Energie  pro  Längeneinheit  gleich 
J  Cr'  ist. 

§  217.  LösnngBTeirfoliTen  beim  ToTBlonBproblem. 
Da  <i>  eine  ebene  harmonische  Funktion,  so  gibt  es  eine  konju- 
gierie  Fvinktion  y  derart,  daß  4>  +  iV  eine  Funktion  der  komplexen 
Variablen  x  +  iy\  und  falls  V  sich  ermitteln  läßt,   kann  (t>  mittels 
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folgender  Gleichungen  hingeschrieben  werden: 

dx       ^y'  dy  dx ' 

Die  Funktion  V  genSgt  der  Gleichung  ^— j  +  -^  -j  — =  0  in  allen 
Punkten  ijuierhalb  der  Roudkarve  des  Querschnitts,  sowie  einer  ge- 
wissen Bedingung  auf  diesem  Rande.  Wir  wollen  die  Bandbedingung 
für  Y  aufateUen. 

Wir  bezeichnen  das 
Bogenelemeht  der  Randkurre 
mit  ds  und  bemerken,  daB, 
wenn  s  und  v  in  dbm  durch 
die  Ffeüe  in  F^;.  21  an- 
gegebenen. Sinne  gemessen 
werden,  cos  (x,  v)  —  dyjds, 
C03  (y,v)  ■=  —  dxjds  ist;  die 
Bedingung  (5)  läßt  sich  also 
schreiben 
SV^Äy  cV  Ax 
cy    d  s       dx  dg 


-»i?  +  x 


(fS^ 


daraus  folgt,  daß  am  BAude 

T  _  ^  (a:»  +  y»)'=.  eonst.  "  (8) 

Das  Problem  ißt  also  auf  die  Bestimmung  einer  ebenen  harmoniBchen 
Funktion,  die  diese  Bedingung  erfüllt,  zurückgefilhrt.  Abgesehen 
von  additiven  Konstanten  sind  die  Funktionen  4)  und  T  eindeutig 
bestimmt.') 

§  218.  HTdrodynamlsohe  Analogien. 

a)  Die  Funktionen  <!>  und  Y  sind  vom  matheniatäschen  Stand- 
punkt identisch  mit  dem  Geschwindigkeitspotential  und  der  Strömungs- 
funktion einer  bestimmten  wirbelfreien  Bewegung  einer  inkompres- 
siblen  reibungslosen  Flüssigkeit,  die  sich  in  einem  Gefäß  von  der  Ge- 
stalt des  Prismas  befindet  *)  Es  ist  diejenige  Bewegung,  die  entst«ht, 
wenn  das  Gefäß  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  —  1  um  eine  Achse 
gedreht  wiid. 

b)  Die  Funktion  ^  —  ^{x*  +  y*)  ist  Tom  mathematischen  Stand- 
punkt identisch  mit  der  Geschwindigkeit  bei  einer  gewissen  Laminar- 

1)  FQi  eine  Reihe  von  Querfcluittsformen  aiad  die  Fucktionea  ermittelt 
iD  §g  3!1,  Sä3  unten. 

S)  EelviD  und  Tait,  Kat.  Phil-  Teil  II,  p.  248  ff. 
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bewe^pmg  einer  zähen  Flassigkeit  Die  Flüesigkeii  fließt  unter  Druck 
durch  ein  Rohr,  und  der  Qneraclmitt  des  RohrS  ist  derselbe  wie  der 
des  PriBtnaa.^) 

c)  die  Funktion  V  —  ^  (a:*  +  y*)  ist  vom  mathematischen  Stand- 
punkt ebenfalls  ideatisch  mit  der  StrömungsFunktion  der  Bewegung  von 
inkoiiipreasibler  reibungsloser  Flflasigkeit,  die  mit  der  gleichmäfligen 
Drehgeschwindigkeit  eins  iu  einem  festen  zylindrischen  GefäB  von 
der  Qestalt  d«s  Prismas  zirkuliert.'}  Die  Winketkoordinate  des 
Impulses  der  Flüssigkeit  ist  gleich  dem  Quotienten  aus  der  Drillungs- 
steifigkeit  des  Prismas  und  der  Steifigkeit  des  Materials.  Die  Ge- 
schwindigkeit der  FIflssigkeit  ist  in  jedem  Punkte,  mathematisch  ge- 
bprochen,  ideatisch  mit  der  Schubverzemmg,  die  das  Material  des 
Prismas  in  jenem  Punkte  erleidet. 

Im  Falle  der  Analogie  a)  rotiert  das  GefäB  in  der  angegebenen 
Weise  relativ  zu  einem  als  fest  angesehenen  Rahmen,  und  die  x-  und  die 
V-Achse  drehen  äch  mit  dem  Gefifi.  Die  Qeschwindigkeit  eines  Fltlssig- 
keitsteilohens  relativ  zu  dem  festen  Rahmen  löst  sich  in  zwei  zur  augen- 
blicklichen Lage  der  x>-  und  der  y-Achse  parallele  Komponenten  auf.  Diese 
Komponenten  sind  d'i>/dx  und  c^joy.  Die  Oeschwindigkeit  der  FIflssig- 
keit relativ  zum  Gef&B  kommt  im  Fall  der  Analogie  c)  zur  Geltung. 

Wir  können  von  der  Analogie  in  der  Form  a)  Gebrauch  machen,  um 
die  Wirkung  der  Drillung  des  Prismas  um  eine  bestimmte  Achse  zu  be- 
stimmen, wenn  die  Wirkung  der  Drillung  um  irgend  eine  parallele  Achse 
bekannt  ist.  Es  sei  <X>^  die  TorsionsFunktion,  wenn  die  Achse  durch  den 
Koordinatenanfang  eines  Qneischnitss  geht;  (t>'  sei  die  Torsionsfimktion, 
wenn  das  Prisma  um  eine  zu  jener  parallele  Achse,  die  durch  den  Punkt 
(x\  y')  des  Querschnitts  geht,  gedrillt  wird.  Rotation  des  GefllßeB  um 
die  zweite  Achse  ist  in  jedem  Augenblick  gleichwertig  mit  Botation  um 
die  erste  Achse  und  einer  gewissen  Translation sbewegung,  die  für  alle 
Pnnkte  des  Gefäßes  dieselbe  ist.  Die  instantane  Translationshewegung  ist 
die  Bewegung  der  ersten  Achse,  die  durch  die  Drehung  um  die  zweite 
Achse  hervorgebracht  wird;  die  Geschwindigkeitskomponenten  in  Richtung 
der  Achsen  sind  —  y  und  x,  da  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Gefftßes 
gleich  —  1  ist.  Demnach  mflssen  wir  haben :  <t> '  —  ((►(,  —  xy  +  yx.  Die 
Verachiebungskomponenten  sind  deshalb  durch  die  Gleichungen 

M  ■=  —  »0/  —  yVi     v-'x{x  —  x')z,     «  — t*' 

gegeben;  die  Spannung  ist  dieselbe  wie  iu  dem  Falle,  wo  die  Drehungs- 
achse durch  den  Koordinatenanfang  geht.  Das  Torsionsmoment  und  die 
potentielle  Energie  haben  ebenfalls  in  den  beiden  Fallen  den  gleichen 
Betrag. 


1)  J.  BouBsinegii,  J.  de  math.  (LioimilU),  (So.  3),  t.  16  (1871). 

2)  A.  G.  Oreenhill,  Artikel  „Hydromechroics",  Etuy.  Brit.,  9.  Aufl. 
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§  219.    Verteilnng  der  SclLubspaimimg.    * 

In  jedem  Punkte  besteht  die  Spannung'  aus  zwei  tlberli^rten 
SpannangszustÜDden.  Bei  dem  einen  System  haben  wir  die  Si^nb- 
spannimgeD  X,  und  F,  vom  Betrage  —  fity  bzw.  (itx.  B^  diesem 
System  hat  die  auf  die  Flächeneinheit  dar  Ebene  e  —  const.  wirkende 
Tangentialepannung  in  jedem  Punkt  die  Richtui^;  der  Tangente  an 
einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  im  Koordinatenanfang  liegt  und 
der  durch  den  Punkt  hindurchgeht.  Die  gleiche  Tangentialspannang 
mufi  parallel  zur  j^-Ächse  auf  die  Flächeneinheit  der  Ebenen  wirken, 
die  durch  die  j;-Achae  und  den  betreffenden  Punkt  hindurchgehen. 
Beim  zweiten  System  haben  wir  Schubspannungen  X,  und  Y,  vom 
Betrag  (ird't'/Sx  und  (iTS<i>/äy.  Die  entsprechende  auf  die  Flächen- 
einheit der  Ebene  e  —  const-  wirkende  ^TangeDtialBpannung  bat  in 
jedem  Punkt  die  Richtung  der  Normalen  zu  derjenigen  Eurre  der 
Schar  <t>  =  const.,  die  durch  den  Punkt  bindurchläuft,  u|id  ihi  Betrag 
ist  dem  Gradienten  von  <t>  proportional  Die  gleiche  Tangentialspan- 
nung  muß  parallel  zur  £!-Achse  auf  die  Flächeneinheit  der  zylindrischen 
Fläche  wirken,  die  sich  über  jener  Kurve  erhebt.  Diese  ^tze  Ober 
die  Spannungsrerteilung  sind  von  der  Wahl  der  Koordinatenachsen 
in  der  Ebene  des  Querschnitts  unabhängig,  so  lange  der  Urspmi^s- 
pnnkt  derselbe  bleibt. 

Die  Resultante  der  beiden  Spannungasysteme  besteht  aus  der 
Schubspannung  mit  den  Komponenten  X,  und  T^,  wie  sie  durch  die 
Gteichangen  (3)  gegeben  sind.    Setzen  wir 

T-^(a:»  +  y»)-»F,  (9) 

80  fällt  die  auf  den  Querschnitt  wirkende  Tangentialspannung  (X,,  Y^ 
in  jedem  Punkt  in  die  Richtung  derjenigen  Knrve  der  Schar  9^—  const, 
die  durch  den  Punkt  hindurchgeht;  die  Größe  dieser  Spannung  ist 
(ttd^/dv,  wo  dv  das  Element  der  Normale  der  Kurve.  Die  Kurven 
yf—  const.  können  wir  „Schubspannungslinien"  nennen. 

Die  Größe  der  resultierenden  Tangentialspannung  läßt  sich  auch 
durch  die  Formel  ausdrücken 

'"{[i-:-»]'+[i*+-]V.        ('») 

und  diese  Formel  ist  von  der  Richtung  der  Koordinaten  unablüngig. 
Wählen  wir  als  a^-Achee  eine  Gerade,-  die  zur  Biditung  der  Tangential- 
spannang in  einem  Punkt  P  parallel  ist,  so  ist  die  Sohubspannung 
in  P  gleich  dem  Werte  der  Funktion  iiz  (S<i>/dx  —  y)  im  Punkte  P, 
und  die  ar-Komponente  der  Spannung  in  irgend  einem  anderen  Punkte 
Q  ist  gleich  dem  Werte  derselben  Funktion  in  Q.  Diese  Funktion 
kann  nun  als  harmonische  Funktion  in  P  weder  ein  Maximum  noch 
ein  Minimum  haben;  es  gibt  daher  einen  Punkt  Q  in  der  Umgebung 
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TOD  P,  in  dem  sie  eineo  ^Beren  Wert  hat  bIs  in  P.  Somit  ist 
die  d>EompoDeute  der  Spannung  in  einem  Punkte  Q  nahe  bei  P 
grSBer  ala  die  Spannung  in  P,  und  die  Spanntmg  in  Q  muß  daher 
grSBer  sein  als  die  in  P.  Daraus  folgt,  daß  die  Sehabspaimnug  in 
keinem  Punkte  im  Innern  des  Prismas  ein  Maximum  haben  kann; 
daher  fällt  der  größte  Wert  der  Spannung  auf  den  Zylindermantel*) 

§220.  Toraionsfbstlgkeit 

Die  rosoltierende  Sehubverzerrung  ist  der  resultierenden  Schub- 
spannung proportional,  und  die  Dehnung  und  VerkQrzang  längs  der 
Hauptachsen  der  Verzerrung  in  irgendeinem  Punkte  haben  je  den 
halben  Betrag  der  Schubverzerrung  in  diesem  Punkte;  somit  hängt 
die  Torsionsfestigkeit  des  Prismas  von  der  größten  Schubspannuug 
ab.  Praktische  Eegeln  bezüglich  der  größten  zulässigen  Belastong 
mtlssen  die  Bedingung  ausdrücken,  daß  diese  Spannung  einen  be- 
stimmten Wert  nicht  übersteigt. 

Einige  praktisch  bedeutsame  Resultate  lassen  sich  aus  der  Form 
der  hydrodynamischen  Analogie  [§  218,  c)]  ableiten,  bei  der  es  sich 
um  eine  Zirkulationsbewegung  mit  gleichförmiger  Drehgeschwindig- 
keit handelt.  In  einer  Welle,  die  ein  Kräftepaar  überträgt,  befinde 
sich  eine  zylindrische  Blase  ron  kreisförmigem  Querschnitt,  deren  Achse 
zn  der  der  Welle  parallel  ist.  Ist  der  Durchmesser  der  Höhlang 
klein  g^^nflber  dem  der  Welle  und  befindet  sich  die  Blase  in 
einem  Abstand  von  der  Oberfläche,  der  groß  ist  gegen  ihren  Durch- 
messer, 80  ist  das  Problem  nahezu  identisch  mit  dem  der  Strömung 
in  einer  Flüssigkeit  hint«r  einem  Zylinder.  Wir  wissen  non,  daß  die 
Oeschwindigkeit  einer  strömenden  Flüssigkeit  hinter  einem  Zylinder 
einen  Maximalwert  besitzt,  der  doppelt  so  groß  ist  wie  die  Strom- 
geschwindigkeit; daraus  können  wir  schließen,  daß  in  der  Welle  der 
Schub  in  der  Nähe  der  Höhlung  doppelt  so  groß  ist  wie  der  in  einer 
gewissen  Entfernung  herrschende  Schub.  Falls  die  Höhlung  der 
Oberfläche  beträchtlich  näher  liegt  ala  der  Achse,  oder  falls  die  Ober- 
fläche eine  halbkreisförmige  Rinne  aufweist,  so  kann  der  Schub  in 
der  Umgebung  der  Höhlung  (bzw.  der  Rinne)  das  Doppelte  des 
Maximalschubs  betragen,  der  auftreten  würde,  wenn  die  Höhlung 
(bzw.  Rinne)  nicht  vorhanden  wäre.*) 


1)  Dieser  Satz  wurde  soerst  von  BonBsinflBq,  loc.  dt.,  snfgeetellt.  Der  im 
Text  angegebene  Beweii  findet  üoh  in  einet  Abhandlung  von  L.  N,  G.  Filon, 
fAil  Tran».  Soy.  Soc.  (8er.  A),  yol.  193  (1900).  BouBBineeq  hatte  angenommen, 
dbB  die  Ponkte  gtOßter  Schubepannang  mit  denjenigen  RAndpunkten  znsanunen- 
fallen  tnGBten,  die  dei  Achse  am  näcbeten  liegen.  Filon  zeigte  jedoch,  daB  dies 
nicht  notwendig  der  Fall  ist. 

2)  Vgl.  3.  Lwmor,  PÄfl.  Mag.  (Set.  6),  voL  33  (1892). 
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368  XIV.  Tonion. 

Wenn  der  Itand  des  Qner8clmitf,e  ii^andwb  eine  aoharfa  vor- 
springende Ecke  besitzt,  so  verschwitulet  die  Geschwindigkeit  der 
FiüsBigkeit  in  der  Eck«,  nnd  der  Schub  beim  Toraionsproblem  iat 
daher  in  einer  solchen  Ecke  gleich  udU.  Wenn  der  Rand  eine  scharfe 
einspringende  Ecke  besitzt,  so  ist  die  Geschwindigkeit  theoretisch  un- 
endlich groß,  und  die  Torsion  eines  Prismas  mit  einem  derartigen 
Querschnitt  wird  in  der  Nähe  der  Ecke  von  bleibender  Formänderung 
begleitet  sein. 

Saint- Venant  machte  in  seiner  Abhandlung  vom  Jahre  1855  auf 
die  Zwecklosigkeit  vorspringender  Euiten  aufmerksam  und  zeigte  in 
verschiedenen  Zahlen  bei  spielen  die  Verringerung  der  Brillungssteifig- 
keit  in  Prismen  mit  derartigen  Kanten  im  Veigleich  zu  Kreiszylindern 
nait  demselben  Querschnittainhalt 

g  221.  Lfisimg  des  Torslonsprolilema  f&r  yeraohiedene  Berandangen. 
Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  sich  die  Funktion  <t>  aus  der  Glei- 
chung (4)  und  der  Bedingung  (5)  bestimmt,  wenn  der  Rand  des 
Prismenqnerschnitts  gewisse  spezielle  Formen  besitzt.  Die  willkSr- 
Uche  Konstante,  die  zn  (t>  hinzugefügt  werden  kann,  werden  wir 
im  allgemeinen-  so  wählen,  daß  4>  im  Koordinatenanfang  ver- 
schwindet. 

a)  Der  Kreis. 

Wenn  der  Zylinder  von  kreisförmigem  Querschnitt  um  seine 
Figurenachse  gedrillt  wird,  so  verschwindet  <t»,  und  wir  haben 
die  bereits  in  §  86,  d)  angegebene  Lösung.  Wird  er  um  irgendeine 
zu  jener  parallele  Achse  gedrillt,  so  versehwindet  <J>  nicht,  kann  aber 
nach  dem  in  §  218  auseinander  gesetzten  Verfahren  bestimmt  werden. 
Im  letzteren  Falle  bleiben  die  Querschnitte  eben,  werden  aber  so  ver- 
schoben, daß  sie  mit  der  Achse  einen  von  einem  rechten  Winkel 
etwas  abweichenden  Winkel  bilden. 

b)  Die  Ellipse. 

Die  Funktion  H*  ist  eine  ebene  harmonische  Funktion,  die  am 
Rande  x^/a*  -j-  i/*/J*  ~  1  der  Bedingung  ^  —  ^(x*  +  t/*)  —  const  ge- 
nügt. Setzen  wir  M*  in  der  Form  A  (x*  —  y')  an,  so  erhalten  wir  die 
Gleichung 

{i-A)a'-(i-\-Ä)¥.  (11) 

Somit  müssen  wir  haben 

Diese  Lösung  ist  offenbar  auch  auf  den  Fall  eines  Randes,  der  von 
zwei  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Ellipsen  gebildet  wird,  anwend- 
bar.   Wir  haben  es  dann  mit  einem  elliptischen  Rohr  zu  tun. 
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c)  Das  iiecUeot.!} 

Die  Berandang  ist  gegeb«n  dureh  die  Qleichungen  x  —  -±a, 
y  ^±h.  Die  Funktion  V  unterscheidet  sicL  für  :r  ~  ;j;  a  und 
j>y>  — J  Ton  iCy*  +  i»*)  um  eine  Eonstante;  flir  y '- ±  6  und 
a  >  ft  >  —  a  unterscheidet  sie  sich  um  dieselbe  Konstante  von 
^(^  +  &*).     Wir  flihren  eine  neue  Funktion  Y  mittels  der  Gleichung 

ein.  Dann  ist  H*'  innerhalb  des  Rechtecks  eine  ebene  harmonische 
Funktion;  wir  können  V  auf  den  Seiten  p  =  ±b  gleich  null  und 
auf  den  Seiten  a:  ■■  ±  a  gleich  y*  —  fe*  annehmen.  Da  die  Band- 
bedingungen sich  nicht  ändern,  wenn  wir  x  mit  —'x  oder  y  mit  —  y 
vertauschen,  suchen  wir  allen  Bedingungen  zu  genQgen,  indem  wir 
fflr  Y  eine  Formel  vom  Typus  ^A^  cosh  mx  cos  my  aiisetzen.  Die 
Bedingungen  an  den  Grenzen  y  —  ±h  verlangen,  daß  m  —  ^{2n-\-l)x/b, 
wo  n  eine  ganze  Zahl  Nehmen  wir  an,  daß  die  Funktion  ff*  —  l^ 
für  &  >  y  >  —  6  sich  in  eine  Reihe  von  der  Form 

entwickeln  läßt,  so  können  wir  die  Koeffizienten  in  der  Weise  be- 
stimmen, daß  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit 

coe{(2«+l)«y/2J} 
ittulttpIisieFen   mid   dann  beiderseit«   zwischen   den  Grenzen  —  h  und 
+  b  nach  y  int^rieren.     Wir  würden  dann  finden 

Wir  kommen  so  zu  der  Termutung,  daß  fttr  6  >  y  >  —  6  die  Summe 
der  Reihe 

gleich  y*  —  b*  ist.  Wir  können  nicht  ohne  weiteres  schließen,  daß 
dies  aus  dem  Fourierachen  Satz  folgt*);  denn  eine  Fouriersche  Reihe 
von  Kosinus  der  Vielfachen  von  «y/3  6  stellt  eine  Funktion  in  einem 
bitervall  dar,   das  durch  die  Ungleichungen  2&>y>  —  26   gegeben 


1)  Diu  entsprechende  hydiodjnamische  Problem  wurde  gelOet  von  Stokee, 
Cambridffe  J^fl.  Boe.  Tram.,  vol.  8  (1B45)  —  Math,  and  Phya.  Papers,  vol.  1,  p.  18, 

9)  Wii  bemerken  £.  B ,  daS  die  Fomienche  Reihe  der  Kosinns  der  Viel- 
&chen  von  >y/26,  die  im  ganzen  InterrftU  36^y;>  —  2b  die  Samme  y'  —  b' 
bat,  gleieb  iit 

L.,.,  El-iulm,  l»»,zocB,  Google 


ist,  während  der  Wert  y*  —  b*  der  zu  entwickelnden  Funktion  nur  in 
dem  Intervall  6  >  j/  >  —  6  Tot^f^ebeii  ist.  Enthält  die  Fouriersche 
Eü&inusieihe  nur  die  uageraden  Vielfachen  von  :ry/2  b,  ao  ändert  sich 
duä  Vorzeichen  jedes  Oliedea,  wenn  wir  2  6  —  y  statt  y  ieisea;  wenn 
also  die  Reihe  (13)  eine  Fourierache  Reihe  ist,  deren-  Summe  für 
&>y>0  gleich  ff* — 6'  ist,  ao  ist  die  Summe  der .  Reihe  fOr 
2  6  >  y  >  i  gleich  6*  —  (2  6  —  y)*.  Nun  läßt  sich  zeigen,  daß  die 
Fouriersche  Reihe  für  eine  gerade  Funktion  von  y,  die  f&r  &>-y>0 
den  Wert  y»  -  ft'  und  fllr  26>y>6  den  Wert  i*-(2&  — y)»  hat, 
in  der  Tat  mit  der  Reihe  (13)  übereinstimmt. 

Wir  ziehen  daraas  den  Schluß,  daß  V  folgende  Form  hat 

mithin,  daß 

*  .  »i.if^V'^    {— )"  86         ■   (s«  +  »)»y  iwi^\ 

*__^y  +  46*{-)  2,  (2^  ~  (2n  +  l).a  ^  '" TT^'')  C^*) 

§  222.   Weitere  Bemütate. 

Das  Torsioneproblem  ist  für  viele  Bandformen  gelQst  worden.  Ein 
YerfahFen  besteht  darin,  daß  man  eine  ebene  hannoniscbe  Funktion  als 
Funktion  V  annimmt  und  mOgliche  Berondnngen  ans  der  Bedingung 
V  —  i  (x*  +  y*)  —  const.  ableitet  Wir  können  z.  B.  V  —  J  (a:*  -  3  xp*) 
annehmen;  setzen  wir  Ä  —  —  l/SO)  so  kann  der  Band  von  dem  gleich- 
seitigen Dreieck^)  von  der  HObe  3  a  gebildet  werden,  dessen  Seiten  durch 
die  Gleichung 

{x~  a)(x~  SfYi  +  2a)(x  +  yY^  +  2a)  =  0 
gegeben  sind.    Andere  Beispiele  für  dies  Terfshren  sind  von  Saint-Venant 
untersucht  worden. 

Ein  anderes  Verfahren  besteht  darin,  daß  man  konjn^erte  Funk- 
tionen S,  ij  einfBhrt,  sodaß  6 -f- «»j  eine  Funktion  von  a;-f-iy.  Wenn 
die  Funktionen  sich  so  wKblen  lassen,  daß  der  Sand  ans  Kurven  zasammen- 
gesetzt  ist,  längs  deren  entweder  |  oder  ij  einen  konstanten  Wert  faat^ 
80  ist  V  der  reelle  Teil  einer  Funktion  von  |  +  »ij,  die  auf  dem  Bande 
gegebene  Werte  annimmt.  Das  Problem  ist  dann  von  derselben  Art,  wie 
das  Torsionsproblem  für  das  Rechteck.  Wir  führen  fllr  dies  Ver^Eihren 
einige  Beispiele  ui- 


1)  Der  Ansdmck  fOr  4  mnB  ungeBndeTt  bleiben,  wenn  x  and  y,  a  nnd  b 
miteinander  fertansclit  weiden.  Einen  Bericht  über  die  IdentiUlten,  die  sich  aus 
dieier  Bemerlnuig  ergeben,  findet  der  Leiei  in  einer  Ahbandlung  von  F.  Pnner, 
Metsenger  of  Math.,  voJ.  11  (1882). 

2)  Siehe  die  Figuren  23  und  24  in  g  2S8. 
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l)  &eissel:toT,  dessea  R&uder  durch  r  —  0«  r  —  a,  0  —  ±^  gegeben 
sind.')     Wir  finden 

WO 

t         Sohreiben  wir  re"  —  a«,  so  ist 


-^arctgä!"/'/». 


-/: 


n-«» 


wo  1*1^1  ist  und  arctg  *"/'**  demjenigen  Zweig  der  Funktion  bezeichnet, 
der  mit  x  verechwindet.  * 

Ist  n/3/3  eine  g&nze  Zahl,  die  grCSer  als  2  ist,  ao  lassen  sich  die 
Integrationen  aosflÜiTen ;  ist  aber  n/2  j3  —  2,  eo  werden  die  beiden  erstAn 
Terme  unendlich;  ihre  Summe  hat  einen  endlichen  Grenzwert,  and  wir  er- 
halten fOr  einen  Viertekylinder: 

V  -  i*  - -|-' [- a;*  1«^« -f  arctgÄ»  +  I  (iT*  —  ^t)  log  (1  +  a;*)] . 

Für  einen  Halbzylinder  ergibt  sich 

2)  Ffir  ein  Kurvenrechteck,  das  von  zwei  konzentrischen  EreisbOgen 
und  zwei  Radien  begrenzt  wird,  machen  wir  von  konjugierten  Funktionen 
a  und  ß  Gebrauch,  die  durch  die  Gleichung 

a;  +  iy  -  ce"+"* 

gegeben  sind;  den  Radius  a  des  inSeren  EreiseB  setzen  wir  gleich  ce"», 
den  Radius  b  des  inneren  Kreises  gleich  ce""  (sodaB  c  das  geometrische 
Mittel  der  Radien);  die  begrenzenden  Radien  seien  durch  die  Gleichungen 
^  •*  ±  ^g  gegeben.     Wir  finden 


1)  Siehe  A.  0.  GteenhiU,    Metaengtr   iif  MaSt^  voL  8   <1677},  p.  S9,  und 
vol.  10  (1880),  p.  88.  /"  I 


"        {{2«+l)*-4ft)(8n-i.l),{(2n+l)«  +  4^,)- 

3)  Ist  das  gedrillte  Prisma  ein  Bobr,  das  von  zwei  nicht  konzen- 
triscben  Ereisz^lindem  begrenzt  wird,  so  kOnnen  wir  die  durch  die  Olei- 
ehnng 

jr  +  »y  =  c  tg  i  (I  +  «ij) 

beatinunten    konjugierten    Funktionen    £,  t}    benatzen;    stellt   i}  =  a   den 
ftußeren,  f)  ■-  jS  den  inneren  Band  dar,  so  l&St  sich  zeigen^),  da£ 

Y  _  2  »■  J;  (-)■  «-''~'b^.i.J.nC-.)^+.--J^..th..i.h.(f-,)  ^^^ 

4)  Werden  die  B&nder  von  konfoktflen  Ellipsen  und  Hyberbeln  ge- 
bildet, 80  benatzeu  wir  die  konjugierten  Funktionen  £,  ij,  die  durch  die 
Gleichong 

x  +  »y  —  ccoah(|  +  tri) 

bestinunt  sind.     Im  Falle  eines  Rohrs,  dessen  Querschnitt  von    rwei  kon- 
fokalen Ellipeen  Ig  und  |^  begrenzt  wird,  laßt  sich  zeigen*),  dafl 


y  =  ic»- 


ha(E.-g>  +  rinha(6-{.) 
Binh!  (&-£,) 


§  223.   OrapUsche  DarstellaiLg  der  Resnltate. 

a)   VeneiUbunff  der  Quersdmitte. 

Die  Kurven  (t>  —  const.  sind  die  Höhenlinien  der  Fl&cbe,  zu  der  jeder 
Querschnitt  des  Prismas  verwölbt  wird.  Diese  Kurven  wurden  von  Saint- 
Yeuant  fBr  eine  Reihe  von  Querschnittsfonnen  gezeichnet  Für  iwei 
Falle  sind  die  Ergebnisse  iu  Fig.  22  und  Fig.  23  dai^estetli  In  beiden 
Fällen  zerlegt  sich  der  Querschnitt  in  mehrere  Gebiete,  4  an  der  Zahl  in 
Fig.  22,  6  in  Fig.  23;  <t>  wechselt  beim  Übergang  von  einem  Gebiet  zu 
einem  anliegenden  Gebiet  das  Zeichen,  die  Form  der  Kurven  4>  —  consi 
dagegen  Sndert  sich  nicht.     Denken  wir  uns  die  Achse  des  Prismas  ver- 

1)  H.  M.  Macdonald,  Cambridge  J^tl  Soc.  Proc..  vol.  8  (1898).. 

a)  Vgl.  A.  G.  Greenhill,  Quari.  J.  of  Math.,  vol.  18  (1879).  Andere  Beispiele 
fOr  elliptische  and  hyperboUache  Begrenzung  sind  von  Filon,  loe.  eH.  p.  S87, 
durcbgetechnet  worden. 
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ükal,  SO  He^  die  knunme  FlKche,   zn  der  sieb  ein  QnerscbDitt  verzerrt, 
in  dem  einen  Gebiet  oberhalb  der  Anfongelage  und  in  dem    angreaienden 


PIf .  M. 


Gebiet  unterhalb  derselben.  Saint-Tenant  zeigte,  daä  die  Querschnitte 
eines  qnadrstiscbeii  Prismas  auf  diese  Weise  in  8  Gebiete  zerfallen,  die 
durch  die  Dii^onalen  und  Ihre  Winkelhalbierenden  geschieden  werden.  Ist 
der  Qnersclmitt  des  Prismas  ein  Keohteok,  in  dem  zwei  gegenUberliegende 
Beiteu  bedeutend  iKnger  sind  als  die  beiden  andern,  so  treten  nur  vi» 
Gebiete  auf,  und  zwar  werden  dieselben  durch  die  Geraden,  die  parallel 
zn  den  3eit«n  dnroh  den  Scbwerpnnkt  gezogen  werden,  getrennt.  Der 
Qrenifall  zwischen  Bechtecken,  die  in  4,  und  solchen,  die  in  8  Gebiet« 
zerfallen,  liegt  vor,  wenn  das  VerhKltuis  der  aneinander  stoßenden  Seiten 
gleich  1,4513  ist.  Das  Stadium  der  Figuren  hat  das  VersUndnia  dafOr 
gefordert,  daB  die  Querschnitte  eines  gedrillten,  nicht  kreisförmigen  Prismaa 
nicht  eben  bleiben. 

b)  ScAübspatmungAinim. 

Die  Terteilung  der  Tan- 
gentialspannnng  tiber  den 
Querschnitt  einee  gedrillten 
PHsmas  l&ßt  sich  mit  Hilfe 
der  Schubspannungslinien  gra- 
phisch darstellen.  Diese  linien 
bestimmen  sieh  durch  die  Glei- 
chung 

''-iC^'  +  j^-«- 

Sie  haben  die  Eigenschaft,  daß 

die  Tangentialspannung  auf  den 

Querschnitt  in  jedem  Punkt  in 

die     Bichtong     der     Tangente 

derjenigen  Enrre  dieser  Schar, 

die   dnrch   den  Punkt   hindurchgeht,   fällt.     Werden   die  Kurven  ftlr  eine 

gleichmäßige  Wertfolge  von  e  gezeichnet,  so  wird  die  Tangentialspannung 
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in  jedem  Pintkt«  dorcli  die  Dicbte  der   aufem&nder  folgeiiden  Kurren  ge- 

Bei  einem  PrianM  von  elliptisch  em 
Querschnitt  ist 

V-H^  +  g') 

die  Schubapanuiugslimen  sind  daher 
konzentrische,  ähnliche  und  Shnlich  ge- 
legene Ellipsen.  Im  Falle  des  gleich- 
seitigen Dreiecks  ist 

— i«"'[«*  — 3a!y*-|-3oa;»+3oy*], 

nnd  die  Schobspannongslinien  haben  die 
in  Fig.  24  dargestellte  Form. 


§  224.  Analogie  mit  der  Oeatalt  einer  gleiclifömiig;  belasteten 
gespannten  Membran.') 

Eine  homogene  Uembran  sei  durch  gleichförmigen  Zug  7  gespannt 
und  am  Bande  befestigt.  Der  Band  sei  eine  gegebene  Kurve  in  der 
(x,  jr)-Ebene.  Wenn  die  Membran  durch  Druck  rom  Betrage  p  pro 
Fl  Sehen  eiubeit  beansprucht  wird,  so  erfährt  sie  eine  kleine  Verschiebung  e, 
imd  X  ist  eine  Fimktion  von  x  nnd  tf,  die  am  Sande  verschwindet.  Die 
Gleicbnng  des  Gleichgewichts  der  Membran  lautet 


[d  +  ^^')+^ 


•0. 


Die  Funktion  '2  Tz/p  bestimmt  sieb  durch  dieselben  Bedingungen  wie  die 
Funktion  'P  von  §  219,  vorausgesetzt  daB  der  Band  der  Membran  mit 
der  Bandknrve  des  Querschnitts  des  gedrillten  Prismas  flbereinstimmt. 
Darans  folgt,  daB  die  Höhenlinien  der  belasteten  Membran  identisch  sind 
mit  den  S^ubspannungslinien  auf  dem  Querschnitt  des  Prismas. 

Femer  lafit  sich  die  Drillungssteifigkeit  des  Priam&s  durch  Abs 
Volumen  darstellen,  da^  von  der  Obei-fl&cbe  der  belasteten  Membran  und 
der  Ebene  des  Bandes  abgegrenzt  wird.  Wir  sahen  bereits  in  §  216,  daß 
die  Drillungsatei^keit  durch  die  Gleichung 

^-^j(7i(l*-')'+(l^-+')'i"^    ■ 

gegeben  ist,  oder  wenn  wir  W  einführen: 


1)  Die  hier  geschilderte  Analogie  wurde  von  L.  Prandtl,  Phys.  ZetfMAr., 
Bd.  4  (1908)  entwickelt;  iie  bietet  ein  Mittel,  die  Spanuungeverteiluug  in  einem 
gedrillten  Friama  unmittelbar  vor  Augen  lu  fähren. 
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—  nJ^'Pdxäg, 

dtk  >F  am  Rande  veiscliwiiidet  und  ^— ^  -{-  -^-y  4-2  =  0.    Daraus  folgt,  daß 
daa  in  Rede  stehende  Volnmen  ^eich  {plin!t)C  4gt. 

g  225.   Drilliuigsmomeiit 
Das  Drillangsmoinent   laßt  sieb   mittele   der  Formel  (6),   §  216 
berechnen,  wenn  die  Funktion  <t>  bekannt  ist  -  Wir  wollen  ffir  Ter- 
schiedene  Fälle  das  SrgebniB  anmerken. 

a)  Der  Kreis. 

Ist  a  der  Radius  des  Kreises,  so  ist  das  Drillungsmoment  gleich 

{(txxa*.  (15) 

b)  Die  Mvpse. 

Aus  dem  in  §  221,  b)  ai^^gebenen  Wert  von  <t>  ergibt  sich,  dafi 
das  Drülnngsmome&t  gleich  ist 

(ix%a^h*l(a*->rb*).  (16) 

c)  Da$  SetäUeck. 

Aus  dem  in   §  221,  e)  vermerkten  Resultat  finden  wir  für  das 
DriUnngsmoment  die  Formel 

fix iab(a'  ■+  b*)  —  iixiab{a'  -  b') 

+4,,..(A)'jfy(4f -,-)...„ 

wo  9  die  folgende  Reihe  bedeutet 

Wir  greifen  ein  Glied  der  Reihe  heraus  nud  erhalten  so  ein  Glied 
des  Integrals,  nämlich 

_^ t^Z ^    ff{  j.  „i„I,  (8  *■  +  ')  "^  COO  '^  "  +  ^^  '" 

—  y  cosh  ^ — ^-r- —  sm ^^— -J-i,---    dxdy 
Nun  ist 
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1°° 


'  +  '''*  ir-        "       2 


Mitbin  ist  das  DrillungBinomeDt  glMcli 


,™=.i±i>'.,-;5^1^.(-)., 


Da  i(2»+  1)-*  —  sr*/96,  bo  können  wir  den  Wert  des  Drillnngs- 
moments  Id  folgender  Form  hinsdireiben: 

Der  Wert  der  Reibe  in  (17)  ist  von  Saist-Teiuuit  fllr  zahlreiche 
Werte  des  Verhältnisses  a  :  b  berechnet  worden.  Fär  a  >  S  b  ist  er  mfaem 
konstant,  und  der  Wert  des  DriUungBmoments  ist  ungeftthr  gleich 
fiTOÄ^r^  — —{3,361)1.  Für  ein  Quadrat  ist  das  Moment  gleich 
(4,4985)pta*. 

Saint-Veaant  hat  auch  ffir  eine  Reihe  anderer  Querschnittsformen  du 
Drillongsmoment  bereclmet.  Er  fand,  daB  eine  recht  gute  Formel  fflr 
die  Toraionsfestigkeit  eines  Prismas  sich  ergibt,  wenn  man  den  Quer- 
schnitt des  Prismas  durch  eine  £)Uipse  von  gleichem  Flächeninhalt  und 
gleichem  Trägheitsmoment  ersetzt.')  Der  Ausdmclt  fOr  das  Drillungs- 
moment im  Falle  einer  Ellipse  vom  Flächeninhalt  Ä  nnd  vom  Trftgheita- 
moment  I  ist  iizÄ*/in*I. 

§  226.   Torsion  eines  fiolotropen  Prismas. 

Die  Theorie,  die  in  §  216  entwickelt  wurde,  iBßt  sich  anf  ein  Prisma 
ans  äolotropem  Material  ausdehnen,  wenn  der  Normalschnitt  eine  Struktur- 


1)  SaintrVenant,  Ririt  C.  S.,  t  88  (1879). 
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Sjmmetriflebene  darstellt.  W&hleo  wir  die  z-Achse  parallel  za  den  Er- 
zeugenden der  UantelflScbe,  go  drückt  sich  die  Yenen-angsenergie-Ftmktioii 
in  der  Form  ans,  die  zn  den  der  Gruppe  0,  (§  109)  entoprechenden 
kriBtaUiniBchen  Stoffen  gehSrt.  Ist  die  Verschiebung  dnrch  die  Formeln 
(l)  gegeben,  so  verschwinden  von  den  Spaaniingskomponenten  nur  X, 
nnd  Y  nicht,  nnd  wir  haben  die  Gleichungen 

x.-.[^(||-,)  +  =.(||+.)]. 

Die  OleichgewichtBgleichnngen  führen  auf  die  Gleichnng 

die  ttber  den  ganien  Qaerschnitt  gelten  muß;  die  Bedingong,  daB  der 
Mantel  apannnngsfrei  ist,  ist  erfUlt,  wenn  die  Gleichung 

<^s  g^oos(a:,  v)  +  c^-j^cosO,  v)  +  %  |  g^C08(3:,  v)  +  -^cob(»,  v)j 

—  <%6S«'8(ä,  v)  —  c^a:  cob (y,  v)  —  c^  {a:coB(a!.  v)  —  y  cos (y,  v) } 
in  allen  Ponkten  der  Bandknire  besteht.  Genau  wie  im  Falle  der  Iso- 
iropie  kSnneu  wir  zeigen,  dafl  die  Differentialgleichung  und  die  Band- 
bedingnng  miteinander  Tertr&glich  sind  und  daB  die  anf  einen.  Normal- 
scfanitt  wirkenden  Spannungen  mit  einem  Moment  von  folgendem  Betrage 
gleichwertig  sind: 


'IJi 


uiC*  +  Ott»'  —  2  c^aiy  +  c^a 


8» 


Im  Falle  c^  •—  0  vereinfacht  sich  die  Bechnung  betiüchtlich.    Schreiben 
wir  L  statt  c^  nnd  M  statt  c^,  so  lautet  die  Differentialgleicliung 

9*0  Alrt) 

ex*    '        9y'  ' 

ist  /'(x,  y) »  0   die  Gleichung   der  Bandkurve,   so   Mt   sich   die   Band- 
bedingung folgendermafien  schreiben: 

Wir  führen  andere  Yuiabeln  ein,  indem  wir  setzen 

'-'V-ir-  »-»y-Ä-' *-*rjÄs- 

<t>'  genflgt  dann  der  Gleichung 

2a:''  ^  dy* 
Die  Gleichung  /"(a^  y)  —  0  geht  aber  in  F{x',  y")  —  0,  wo 
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sod&fi 

d£     df-\f~^M~   dF     df-t/  azi 

äat'  —  gairL  +  Jf'ay'  —  ^KL+Jlf' 
die  Bandbedin^ung  wird  somit  fibergefBhrt  in 

dx  dx        dy   dy       *  dx'  dy' 

O&SST 

|^-,-».(,-,v)-,'co.tf,0." 

wenn  dv  das  Element  der  tTormsle  dea  transformierten  Randes  bedeutet 
Uithin  kann  (t>  fDr  eine  bestimmte  Begreniong  ermittelt  werden,  wenn  <!> 
fDr  eine  orthograpbische  Projektion  derselben  bestimmt  werden  kann.  Das 
Problem,  <t>'  zu  finden,  deckt  sich  mit  dem  einfachen  Torsionsproblem,  das 
wir  früher  betrachtet«n. 

Es  handle  doh  beispielsweise  um  ein  rechteckiges  Priana,  dessen  Be- 
grenzung durch  X^±a,  y~*±&  gegeben  ist.  Wir  würden  finden,  daS 
die  Formel  fOr  <t>  lautet 

* „  +  l/??!5:  V_J=)! üV«_       (».  +  !)-» 

26yif 

und  daB  das  DriUimgsmoment  sich  durch  folgende  Formel  ausdrückt: 

Diese  Formel  benutzte  W.  Voigt  bei  seinen  Untersuchungen  Ober  die 
elastischen  Konstanten  von  Kristallen.     [Siehe  §  113.] 
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Kapitel  XV. 

Die  Bi^^nng  eines  Balkens  doreh  eine  am  Ende  angreifende 
Transrersallast. 


§  227.  SpaDnang  in  einem  gebogenen  Balken. 
In  §  87  besehrieben  wir  den  Sp&nnimgsznstaiid  in  einem  be- 
liebigen zylindrischeii  oder  prismatiscben  Körper,  der  durch  Kräfte- 
paare  an  den  Enden  gebogen  wird.  Die  Spannung  in  einem  Punkte 
bestand  in  einem  loDf^tudinalen  Zug  oder  Druck,  und  zwar  galt  die 
Formel 

Zug  -  -  Mx/I; 

hier  ist  M  das  Bi^ungsmoment,  die  (y,  2)-Ebene  enthält  die  Zentral- 
linie,  die  x-Achse  zeigt  nach  dem  KrBmmtingsmittelpnnkt,  und  /  ist 
das  Tj^heitamoment  des  Querschnitts,  bezogen  auf  eine  s6nkre<^t 
zur.  Biegungsebene  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Acbae.  In  §  95 
zeigten  wir,  wie  diese  Theorie  sich  auf  das  Problem  d^  Biegung 
eines  rechteckigen  Balkens  von  Terschwindender  Breite  durch  eine 
am  Ende  angreifende  Transversallast  ausdehnen  läßt.  Wir  fanden, 
daß  das  in  Fri^e  kommende  Spannungssystem  sowohl  Tangential- 
Spannung  auf  die  Querschnitte  als  auch  tongitudinale  Zug-  und  Druck- 
spannungen in  eich  schloß,  daß  aber  der  auftretende  Zug  oder  Druck 
aus  dem  Biegungamoment  sich  durch  dieselbe  Formel  bestimmte  wie 
im  Falle  der  Biegung  durch  Kräftepaare  an  den  Enden.  Diese  Theorie 
werden  wir  nun  auf  den  Fall  eines  Balkens  von  beliebiger  Quer- 
schnittsform verallgemeinern.^)  Tai^entialspannungen  auf  die  Ele- 
mente der  Querschnitte  bringen  gleiche,  in  der  Richtung  der  Zeutral- 
linie  wirkende  Tangentialspannungen  auf  die  Elemente  geeignet  ge- 
wählter Längsschnitte  mit  sich,  und  die  beiden  Tangentialspannungen 
zusammen  liefern  in  jedem  Punkte  eine  Schubspannung.  Es  Hegt 
nahe,  anzunehmen,  daß  das  gesuchte  Spannungssystem  sich  : 


1)  Die  Theorie  rflhtt  her  von  Saint- Tenant.    Siehe  Einleitung,  FoBuote  C 
und  p.  36.  , 
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setzt  &U8  longitadinaleii  Zug-  tmd  DrnckspaDnnngen,  die  sich  wie 
oben  bestimmen,  und  einer  Scbubspannangsverteilung,  bei  der  geeignet 
gerichtete  TangentialspannungeD  anf  die  Elemente  der  Querschnitte 
auftreten.  Wir  werden  diese  Annahme  verifizieren  und  zeigen,  daß 
es  eine  und  nur  eine  Scbubspannungsverteilung  gibt,  mittels  deren 
sich  das  Problem  ISsen  läßt. 

§228.  FroblemBtellung. 
Um  die  Vorstellung  zu  fixieren,  wählen  wir  die  Zeutrallinie 
des  Balkens  horizontal  und  das  eine  Ende  befestigt;  die  Kräfte,  die 
an  diesem  Ende  über  den  Querschnitt  angreifen,  mSgen  den  Balken 
in  nahezu  horizontaler  L^e  erhalten,  und  die  Eöäfte,  die  am  anderen 
Ende  über  den  Querschnitt  angebracht  sind,  seien  statisch  gleich- 
wertig mit  einer  vertikalen  I.ast  W,  die  in  einer  durch  den  Sdiwer- 
punkt  des  Querschnitts  gehenden  Linie  wirkt.  Der  Koordinatenanfimg 
falle  in  das  befestigte  Ende,  die  f-Achse  in  die  Zentrallinie,  und  die 
:e- Achse  ziehen  wir  vertikal  abwärts.  Femer  nehmen  wir  an,  daß  die 
X-  und  die  y-Achse  den  durch  die  Schwerpunkte  gehenden  Haupt- 
trägheitsachseu  der  Querschnitte  parallel  sind.  Wir  bezeichnen  die 
Länge  des  Balkens  mit  l  und  setzen  voraus,  daB  das  Material  isotrop 
ist.  Wir  betrachten  den  Fall,  daß  Massenkräfte  fehlen  und  keine 
Spannungen  auf  die  zjlindrisohe  Begrenzung  wirken. 

Das  Biegungsmoment  in  dem 
Querschnitt,  der  von  dem  befestigten 
Ende  den  Abstand  z  hat,  ist  W(l  —  e). 
Wir  machen  die  Annahme,  daß  der 
auf  ein  Element  dieses  Querschnitts 
^  wirkende  Zug  durch  die  Qleichung 
gegeben  ist 
"*''•  Z,--W{l~z)xll,        (1) 

wo  I  das  über  den  Querschnitt  erstreckte  Integral  jj  x*dxdy  be- 
deutet. Wir  nehmen  an,  daß  die  Spannung  aus  diesem  Zug  Z,  und 
einer  Schabspannung  mit  den  Komponenten  X,  und  Y,  besteht,  sodaß 
die  Spannungskomponenten  X„  T ,  X^  verschwinden;  die  Sdiabspan- 
nnngskomponenten  X,  und  Y,  suchen  wir  zu  bestimmen. 

Zwei  der  Öleichgewichtsgleichungen  gehen  über  in  dXJde^O, 
c  Yße  —  0;  daraus  folgt,  daß  X,  und  Y,  von  e  unabhängig  sind. 
Die  dritte  der  Gleichgewichtsgleichungen  wird 

ä5l  +  yi  +  Z5_o.  (2) 

Die  Bedingung  dafOr,  daß  die  zylindrische  Begrenzung  Spannung«- 
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&ei  ist,  lautet 

X.  cos  {X,  r)  +  r;  coa  (y,  v)  -  0.  (3) 

Unsere  Aa%abe  ist,  X,  and  Y,  als  Funktioaen  von  x  und  y  den 
folgenden  Badingungen  gemäS  su  beetiminen: 

1)  Die  DifferentialgUichnng  (2)  wird  in  allen  Punkten  des  Balken- 
quersclinitts  befriedigt. 

2)  Die  Bedingung  (3)  wird  in  allen  Punkten  der  Randkurre  dieses 
Querschnitts  beiriedigt. 

3)  Die  Spannungen  auf  die  Flächenelemente  des  Endquerscbnitts 
{g  •^t)  sind  statiscb  gleichwertig  mit  einer  Eraft  W,  die  der  ic-Achse 
parallel  gerichtet  ist  und  im  Schwerpunkt  des  Querschnitts  wirkt. 

4)  Das  SpuulimgsaTstem,  bei  dem  X,  —  Y^^X  ^0,  während 
Z,  durch  (1)  gegeben  ist  und  X„  Y^  den  genannten  Bedingui^n  ge- 
nQgen,  besitzt  die  Eigenschaft,  daß  die  Eompatibüit&tebedingongen 
für  die  Vei-zerrungskomponenten  (§  17)  erfllllt  sind. 

g  229.    Typiis  der  auftretenden  Sohubspanntuig. 
Das  angenommene  Spannungssystem  erfüllt  die  Gleichungen 

z,-r,-x,-o,  z,--w(i-ii!cii,  ^-^f-o, 

and  infolgedessen  befriedigen  die  Yerzerrungekomponenten  die  Olei- 
chungen 

Wn—e)x  n 


3*         9*       "' 
wo  E  and  e  den  Youngsdien  Modul  und  die  Poissonsche  Konstante 
des  Materials  bezeichnen. 

Die  £ompatibilitätsbedingnngeu  TOm  Typus 

aa'    ^    ßy'         dydt 
sind  identisch  erfQllt,  ebenso  die  Gleichung 

"^  dxdy~  dl!  \dx   ^    dy  es  }' 

Die  übrigen  Kompatibilitätsbedingungen  der  letzteren  Art  lauten 
8   /de,.        atf,,\       f.         d_(dey.        8e„\       _2oW; 
SxKdx  dy)"^'      dyXdx  dy)~        Ml' 

Aas  diesen  Gleichungen  schließen  wir 

wo  2  t  eine  Integrationskonstante;  und  aus  dieser  Gleichung  wiederum 
folgt,  daß  e     und  £„  sich  in  der  Form  ausdrücken  lassen 
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«r.  -  '^  +  d^  >         e.,  -  -  ry  +  -^  +  ^  y*,  (4) 

wo  0Q  eine  Funktion  von  x  und  y. 

SubBtitoieren  vir  aus  diesen  Oleicbungen  in  die  Formeln  X,  — ^e,, 
und  Y,  —  fte  nnd  benutzen  die  Beziehung  /i  =-  \Ej{\  +  ff),  ao  eehen 
wir,  daS  Gleichung  (2)  die  Form  annimmt 


-0, 


während  die  Bedingung  (3)  Qbergebt  in 

g^*  —*  \yco8{x,v)  —  x(fiQ6y,v)]  —  ^ »*  cos  (ai,  *). 
Wir  können  diese  Relationen  vereinfachen,  indem  wir  setzen 

Dann  ist  *  die  Torsion  sfunktion  für  den  Querschnitt  (§  216),  und  % 
ist  eine  Funktion,  die  der  Gleichung 

|!?  +  f  *?  _  0  (6) 

in  allen  Punkten  des  Querschnitts  und  der  Bedingung 

IJ-  -  fiffa:»  +  (1  -  ^ff)  y»}  cos  {x,  v)-  (2  +  ff)  a;y  cos  (y,  v)       (7) 

in  allen  Punkten  der  Kandkurve  genSgt.  DaÖ  die  Differentialglei- 
chung (6)  und  die  Randbedingung  (7)  mit  einander  verträglich  sind 
zeigt  die  Bemerkung,  daß  das  über  den  Querschnitt  erstreckte  Int^ral 
i  jxdxdy  und  somit  auch  das  längs  des  Randes  erstreckte  Int^ral 
der  rechten  Seite  von  (7)  verschwindet.  Die  Aufgabe,  die  Funktion  % 
aus  Gleichung  (6)  und  Bedingung  (7)  zu  bestimmen,  kann  man  das 
„BiegiingBprobleni"  für  den  Querschnitt  nennen. 

Wenn  die  Funktionen  4>  und  %  bekannt  sind,  sind  die  Schub- 
spannungen X,  und  !F,  gegeben  durch 

^.  -  -"  (Ü  -y)-  nrw  lll  +  i  -■  +  (1  -  i.)  »•!, j 

Die  Glieder,  die  x  enthalten'),  drücken  ein  System  von  Spannungen 


1)   Sie  nai  von  deraelbeD  Form  wie  die  Anidrflcke  fBx  die 
beim  Tonioiwpiobleiii. 
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auf  die  Flschenelemente  des  Qaersclmittes  aas,  die  mit 
um  die  2-Achse  vom  Betrag 


"Ifi"^'^' 


jdxdy 


statisch  gleichwertig  sind,  und  die  Glieder,  die   W  eDthalten,  geben 
Anlaß  zu  einem  Moment  um  dieselbe  Achae  Tom  Betrage 

MlwXri!'  ^  -  » ||  +  (1  -  i»)  »•  -  (2  +  1 «)  ^>)  d»<i!<. 

Wir  wählen  i  so,  daß  die  Summe  dieser  Momente  Terschwiadet. 

Die  Spannungen  auf  die  Flichenelemente  eines  Querachnittee 
sind  statisch  ^eiebwertig  mit  einer  gewissen  Kraft  im  Schwerpunkt 
des  Querschnittes  und  einem  bestimmten  Kräftepaar.  Wir  wollen 
zeigen,  daß  die  Kraft  die  Oröße  W  und  die  Richtung  der  x-Achse 
hat  und  daß  das  Kräftepaar  den  Betrag  W{1~  e)  und  seine  Achse 
die  Bichtung  der  y-Achse  hat.  Wir  wollen  also  die  Gleichungen 
beweisen 

ffX,dxdy-W,  fjT.dxdy-Q,  ffz,dxdy-0  (9) 
und 

ffyZ,dxdy  -  0,        ff—  xZßxäy  —WQ.-  n), 

ffixJ,  -  yX,)  dxdy  -  0.  (10) 

Wegen  (2)  und  (3)  gelten  die  Gleichungen 

JJx.dxdy=JJ[X^^xi;-^  +  'J^^^]dxdy 

-  W^fx  {X.  cos  ix,  v)+  T,  cos  (y,  v))  ds 

Ebenso  können  wir  die  sweite  der  Gleichungen  (9)  beweisen, 
indem  wir  bemerken,  daß  f  f  xydxdy  verschwindet.  Die  dritte  dieser 
Gleichungen  und  die  beiden  ersten  der  Gleichungen  (10)  folgen  ohne 
weiteres  aus  der  Formel  (1)  fUr  Z^,  und  die  Konstante  t  wurde  be- 
reits  80  gewählt,  daß  die  dritte  der  Gleichungen  (10)  be&iedigt  wird. 

Die  Funktionen  (t>  und  Y  sind  beide  bis  auf  eine  additive  Kon- 
stante, die  auf  die  Spannung  keinen  Einfluß  hat,  bestimmt.  Wir 
haben  somit  gezeigt,  daß  das  in  §  228  gestellte  Problem  eine  und 
nur  eine  Lösung  zuläßt. 
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§  230.  Formsln  ffir  die  VerBohiebiiiig. 

Die  VerscMebung  läßt  sich  aoB  der  Yerzerrui^  ableitmi,  ohne 
daß  die  Form  von  <t>  und  %  bestimmt  wird.  Das  Yer&hren  gestaltet 
sich  im  einzelnen  folgendermaßen: 

Wir  haben  die  Gleicbtmg 

3i  ■"  EI       ' 

aus  ihr  ergibt  sich 

" S"  +  iK"'  +  *'.  (") 

WO   'b'   eine  Funktion   TOn  x  und  y.     Andererseits   haben  wir  die  Qlei- 
chimgea 

du         Wl  W  X 

dt       EI         ^ET  *^  EI^^  dx        ^ä'    * 

Ton   denen   die   zweite   aus  (11)    tmd   der   zweiten  von  (4)   sieb    ei^bt. 
Diese  beiden  Qleichnngen  sind  miteinander  rertrILglich,  wenn 

Des  weitereu  haben  wir  die  Gleichungen 

dv         Wl  W 


-TX+  -, 


diese  sind  miteinander  verti^gliob,  falls 

---l-^  +  'm^-''- 

Differentüeren  wir  femer  die  linke  Seite  der  Gleichung  -k — t"  ä^  "•  '^  ""^ 
e,  so  erhalten  wir  die  Qleichung 

Die  drei  Gleiehni^en  ffir  <t>o  —  <t>^  zeigen,  daß  wir  haben  mOssen 

*■  -  *o  +  ff  ^  a  a:»  +  i  a^y»)  -  p«  +  ay  + /, 

wo  «r,  ß,  /  Eonstanten.     Setzen   wir   aus    (5)    den  Wert   fOr  <t>o  ein,   so 
erhalten  wir  folgenden  Ausdruck  fOr  0': 

<t>'  -  10  -  j^-^(j  -)-  ly»)  —  ßx  +  ay+  y. 

Die  Verschiebung  vi  ist  damit  bestimmt.    Führen  wir  den  Wert  Ton  0'  in 
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die  Gleichungen  tOr  du/dx  and  Zvjde  ein,  so  bekommen  vir  die  Gld- 
chongen 

dv  W 

Ans  den  Oteichnngen  fBi  du/Sx  nnd  8u/dt  erhalten  wir  Sir  u  folgenden 
Ausdruck; 

»--ri,.  + J[ii(^+.»0-i»«(»"-»M-i»l  +  ?«  +  .F'i(»), 

WO  Fl  (y)  eine  nnbekannte  Fonktion  von  y.  Ebenso  finden  wir  ftlr  v 
folgenden  Ansdmck: 

o  —  lüa:  +  ^  jff  (J  —  t)xjf  —  ax  +  F,  («) , 

wo  Fj(x)  eine  unbekannte  Fnnktioii  von  x.  D»  dw/8g  +  dv/cx^O,  so 
genügen  die  Funktionen  J'i,  f^  der  Gleichnng 

BF,   ,dF,,       W,        ^ 

demnach  mflssen  wir  haben 

•f,W--i»^V-?»  +  «',    -f ■  W - r«  +  f, 

WO  a,  |S',  y  Integraüonskoustanten. 

Fflr  die  Terschiebang  haben  wir  somit  folgenden  Wert  ge- 
funden: 

v-Ttx  +  ~o(l-0)xy  +  rx-aM+ß',  \  (12) 

"-  ^ *  -  Ä  t*  '^'^  ~  ^■^  +  3:  +  *yT  -  />«  +  «y  +  /,        J 

wo  a,  ß,  y,  a,  ff,  y  Integration skonatanten.  Diese  Gleichungen  liefern 
die  allgemeinste  mSgliche  Form  fBr  die  Yerscbiebung  (u,  t>,  w),  wenn 
die  Spannung  durch  die  in  §  328  aufgestellten  Bediugongrai  be- 
stimmt ist 

Diejenigen  Terme  von  (12),  die  o,  ^,  /,  a,  ß',  y  enthalten,  stellen 
eine  Yersehiebung  dar,  wie  eie  bei  einem  starren  Körper  möf^ich  isi^ 
and  diese  Konstanten  selbst  sind  aus  den  Befestigungsbedingangen 
im  Eoordinatenanfang  zu  bestimmen.     (Vgl,  §  18.) 

Wir  haben  voransgesetzi,  daß  der  Ursprung  fest  ist,  und  haben 
daber  a'  —  0,  /}'  —  0.  Im  allgemeinen  werden  wir  annehmen,  dafl  die 
additiven  Konstanten  in  den  Aosdrflcken  fOr  <t>  und  2  so  bestimmt 
sind,  da£  diese  Funktionen  im  Ursprang  rersehwinden.  Dann  haben 
wir  auch  /  —  0, 
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AuSer  dem  Punkt  wollen  wir  ein  durch  ihn  gehendes  Linien- 
element  festhalten.  Wir  nehmen  an,  dasjenige  Linienelement,  daa  im 
ungespannten  Zustand  in  die  y-Achse  fällt,  behalte  seine  urBprQng- 
liche  Richtung  bei.     Wir  haben  dann  a  —  0,  y  —  0. 

Außer  dem  Punkt  und  dem  von  ihm  auslaufenden  Linienelement 
wollen  wir  ein  durch  das  letztere  hindurchgehendes  Flächenelemeut 
festhalten.  Der  Wert  der  Eonstanten  ß  hängt  von  der  Wahl  dieses 
Elementes  ab.  Wählen  wir  das  dem  Querschnitt  angehörende  Flächen- 
element, so  mDasen  wir  im  Ursprung  cwjdx.  —  Q  haben.  .Wählen  wir 
das  in  die  neutrale  Ebene  (d.  h.  die  Ebene  a:  =  0)  fallende  Flächen- 
element, so  mflssen  wir  im  Ursprung  bujdz  —  0  haben.  Im  ersteren 
Fall  bleibt  das  den  Schwerpunkt  enthaltende  Element  des  Quer- 
schnittes am  befestigten  Ende  vertikal,  im  letzteren  Falle  bleibt  das 
die  Zentrallinie  enthaltende  Flächende uient  am  befestigten  Ende  hori- 
zontal. Es  liegt  kein  6rund  für  die  Annahme  vor,  daB  in  prak- 
tischen Fallen  stets  eine  dieser  Bedingungen  zutrifft;  höchstwahr- 
scheinlich sind  die  Werte  von  ß  für  verschiedene  besondere  Fälle 
den  Umständen  nach  verschieden. 

§  231.  Lösung  des  Blegoigsproblems  fOr  rersDlüedeiie  Berandangeii. 
Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie  sich  die  Funktion  %  aus  der  Glei- 
chung (6)  und  der  Bedingung  (7)  bestimmt,  wenn  der  Queracbnitt 
des  Balkens  gewisse  spezielle  Randformen  besitzt.  Die  Eonstante, 
die  zu  X  hinzugefügt  werden  kann,  werden  wir  im  allgemeinen  so 
wählen,  daß  i  im  Ursprung  verschwindet. 

a)  Der  Kreis. 

Die  Qleichung  der  Randkurve  ist  a;*  +  y*  —  o*.  Ausgedrückt  in 
Polarkoordinaten  (r,  6)  lautet  die  Randbedingung  auf  r  =  a 

I?. o*cosÖ{|ffcos*e  +  (l— iff)sin»Ö}-o'sine|(2  +  tf)sinÖcose} 

oder 

|l (i  +  i  tf)  o»  cos  Ö  +  J  o»  cos  3Ö. 

Da  %  innerhalb  des  Kreises  r  ^  a  eine  ebene  harmonische  Funktion, 
so  haben  wir 

;j  __  (j  +  ^ff)  a»r  cos  e  +  }  r»  cos  M 
oder 

Z  -  -  (i  +  i  »)  «'^  -H  *  (^  -  3^*')-  (13) 

b)  Komenirische  Kreise. 

Der   Balken   hat   die   Form   eines   Rohrs.      Ist   Og   der   Radius    des 
SuBeren  Kreises  und  Oj  der  des  inneren,   so  können  wir  beweisen,  dal)  % 
die  Form  hat 
1 (i  +  i«)  {(a! +  »!)»■ +  -77^1  cose-t-  } r*  cos  3  ö  4- const     (14) 
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In  diesem  Falle  können  vir  die  additive  Eonstante  nicht  so  wählen,  daB 
X  im  tJrspnmg  verschwindet;  doch  liegt  hier  der  ürspning  in  dem  Hohl- 
raum des  Bohrs. 

c)  Die  EUipse. 

Die  Gleichung  der  RaDdkarve  ist  rc'/a'  +  y*/&*  ■■  1-  Wir  führen 
die  konjugierten  Funktionea  £,  ij  mittels  der  Elelatioa 

ein  und  bezeichnen  ■ -,  T  ?  ^  "lit  Ä.  Der  Wert  von  h  in  einem 
Randpunkte  ist  p/ab,  wo  p  das  vom  Mittelpunkt  auf  die  Tangent« 
in  diesem  Punkte  gefällte  Lot.  Die  Randbedingung  läßt  sich  schreiben 

*!}  —  !?ii»»^  +  a-i»)»'i-"(2  +  <')"^!' 

oder 

||--tcos,H««'co8',+  (l-i.)6'.m',| 

—  o  sin  ij  (2  +  «)  «6  sin  ij  cos  ij, 
oder  endlich 

ff Ki  +  *•)  «'»  +  ft  -  i»)  il  eo»  1 

+  [(i  +  1»)  «■'  +  tt  -  *•)  S']  «o«  3<1- 
Somit  erhalten  wir 

WO  gg  den  Wert  von  |  auf  dem  Ruide  bezeichnet,  sodaß 
(o»  -  6«)^  cosh  So  -  0,         (o»  -  ft»)^  sinh  i^~b. 
Nun  haben  wir 

(x  +  iy)'  -  (a»  -  6*)*  i  {co8h  3  (|  +  ir;)  +  3  cosh  (£  +  itj)], 
aodafi 

=■  cosh  3|  cos  Si;. 


.  »'— Say' 


(a'  — Ö")*  (o'— 6*)* 

Ferner  haben  wir 

sinh  3|o  —  4  sinh*  &,  +  3  sinh  gg. 
Somit  erhalten  wir 

+i[ft+t»)»-+ft-t.)yj"''-'?:.;y'°''''' 

oder 
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Bei  den  obigen  Entwicklungen  sind  wir  so  ver&hren,  wie  wenn 
a>i  wäre;  man  flbersieht  aber  leicht,  daß  das  SchluSreBnltat  auch 
gilt,  wenn  b>  a.  Im  Falle  b  —  a  kommen  wir  auf  die  bereits  ge- 
fundene Lösung  fOr  den  Kreis  znrfiek. 

d)  Ktmfokale  EU^m. 

Eine  ilhnHche  Bechntm^  wie  die  obige  fflhrt  zur  LOsnng  des  Problems 
filr  einen  Querschnitt,  der  von  zwei  konfokalen  Ellipsen  begrenzt  ist.  In 
X  und  y  würde  sich  das  Resultat  nicht  rational  ausdrücken  lassen.  Sind 
ig  und  Ij  die  Werte  von  |,  die  dem  &u6eren  und  dem  inneren  Bande 
entsprechen,  und  setzen  wir  (a*  —  b*)'  —  c,  so  kSnnen  wir  zeigen,  dafi 
j  —  c»  cos  ij  [(}  —  i  fl)  cosh  g 

—  (i  +  i  «)  { cosh  60  cosh  li  cosh  {^  +  |,)  oosh  £ 

—  ainh  ^  sinh  g,  sinh^j  +  |,)  sinh^)] 
+  c>  cos  3 ,,  [-iV  oosh  3  i 

-(iV  +  i"j^ -8,üdi8{i,-{,)      — — J-  C16) 

e)  Das  ItecMeck. 

Die  Gleichungen  der  Ränder  sind  x  —  ±a,  y  —  ±  fr.  Die  Band- 
bedingung auf  a:  —  ±  a  ist 

||--li.o>  +  (l-i.),'),        (i>s>-6> 

Die'  Randbedingmig  auf  y  —  ±i  ist 

|i  =  :F  (2  +  tf)  K         {a>x>~a). 

Wir  fuhren  eine  neue  Funktion  %  durch  die  Gleichung 

Z-I-*(2  +  «)(*'-3:r/)  (17) 

ein.  Dann  ist  %'  innerhalb  des  Rechtecks  eine  ebene  harmonische 
Funktion,  dx'ßy  verschwindet  auf  y  —  ±  6,  und  die  Bedingung  auf 
X  —  ±a  lautet 

li (l  +  o)a'  +  .j^. 

Kun  läBt  sich  die  Funktion  y*  im  Intervall  I>  >  y  >  —  b  in  eine 
Fouriersche  Reihe  entwickeln,  nämlich 

Demnach  kann  x'  hi  der  Form  ausgedrückt  werden 
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j'-{-(l+«)a'++oJ'|l  + 


.ij^i-tf 


(18) 


und  j:  kann  dum  mit  Hilfe  von  (17)  und  (18)  hingeBohrieben  werden. 

i)   Weitere  BesuUate. 

Die  Resultate  fUr  den  Kreis  and  die  Ellipse  ordnen  Bioh  ein  in  die 
Fonnel  > 

2-Äx  +  B(a*-Sxi/'); 
die  LOsung  fRr  die  Ellipse  wurde  ursprOnglich  so  gefimden,  daß  die  Kon- 
stanten A  und  B  dieser  Formel  geeignet  gewBhlt  wurden,  und  mehrere 
andere  Beispiele  fOr  dies  Tarfahren  wurden  von  Saint-Venant  behandelt. 
Ton  den  Querschnitten,  für  die  das  Problem  mittels  dieser  Formel  gelOst 
ist,  erwähnen  wir  demjenigen,  dessen  Bandknrve  durch  die  Gleichung  ge- 
geben ist 

,-±bHl-^/a<)'l,     (a>,>-o). 

Die  entsprechende  Funktion  2  ist 

Fftr  ff  — '  ^  geht  obige  Gleichung 
aber  in  x'/a'  +  y*/l>*  =1.  Die 
Kurve  ist  in  Fig.  36  ßr  den 
Fall,  wo  a  —  3  &,  dargestellt. 
Ein  anderes  Beispiel  liefert  die 
Formel*) 


X a'«+J(3  +  .)(^-S.s,>), 

dieselbe   löst    dos   Problem   für 
einen  Querschnitt,  der  von  zwei  "^ 

Bogenstücken       der      Hyperbel         ^'*-  *'  *''«■  *'■ 

X*  (1  +  tf)  —  y'ff  -=  a*  und  iwei 

geraden  Linien  9  —  ±  a  begrenzt  wird.   Der  Qaersohnitt  ist  in  Fig.  27  dar- 
gestellt; 0  ist  dabei  gleich  ^  angenommen. 

§  232.  AnalTse  der  Versohiebong. 

a)  Krümmung  der  vereerrten  Zenirailinie. 

Die  Zentrallinie  des  Balkens  wird  zn  einer  Kurve  gebogen,  deren 
ErtlmmangeD  in  der  (x,  ByEhene  und  in  der  (y,  f)-Ebene  sich  mit 
hinreichender  Annäherung  durch  die  Werte  von  i>*u/dt^  und  d^v/dz' 
{Qr  X  —  y  =  0  auBdrQcken.  Diese  Größen  berechnen  sich  aus  den 
Aosdrflcken  fSr  die  Yerxerruugskomponeaten  mittels  der  Formeln 


1)  Qnuhof,  Elaetiiität  und  Fettigkeit,  p.  248. 


oy  Google 


390     ^7-  BiegQDg  eineB  Bklkene  dnn^  eine  am  Ende  uigceiS.  TraiiBTeTBallast. 

wir  kdnnen  sie  nach  bub  den  Gl^icbangen  (12)  berechnen.  Wir 
finden 

Daraus  folgt,  daß  die  Ebene  der  Kurve,  zu  der  sich  die  Zentrallinie 
biegt,  die  (x,  j^)-£bene  ist  und  daß  der  KrümmungBradius  R  in.  jedem 
Punkte  gleicb  EI/  W{1  ~  e)  ist.  Der  Nenner  dieses  Ausdrucks  ist 
das  Biegungsmoment,  das  wir  mit  M  bezeichnen;  die  ErOmmung  1/ü 
der  Zentrallinie  ist  daher  mit  dem  Bi^pmgsmoment  M  dorch  die 
Gleichung 

M  -  EI/R  (19) 

verknllpft,  und  die  Erfimmung  in  einem  bestimmten  Punkt  ist  die- 
selbe, wie  wenn  der  Balken  durch  Eräftepaare  an  den  Enden  ge- 
bogen würde,  deren  Betrag  gleich  dem  Werte  von  M  in  diesem 
Punkte  ist. 

b)  Neutrale  Ebene. 

Die  Dehnung  einer  Längsfaser  ist  durch  die  Gleichung  gegeben: 

e„ x/R.  (20) 

Daraus  folgt,  daß  Fasern,  die  in  der  Ebene  x~0  liegen,  weder 
Dehnung  noch  Verkürzung  erleiden ;  mit  anderen  Worten,  diese  Ebene 
ist  eine  „neutrale  Ebene".  Die  Dehnung  oder  Verkürzung  eines 
longitudinalen  Linienelementes  bestimmt  sich  aus  dem  Abstand  von 
der  neutralen  Ebene  und  aus  der  Erümmung  der  Zentrallinie  nach 
genau  derselben  Regel  wie  im  Falle  der  Biegung  durch  Eräftepaare 
an  den  Enden. 

c)  Sehiefstälting  der  vereerrten  Querschnitte. 

Die  verzerrte  Zentrallinie  läuft  nicht  rechtwinklig  zu  den  ver- 
zerrten Querschnitten;  vielmehr  hat  der  Kosinus  des  Winkels,  unter 
dem  sie  von  diesen  geschnitten  wird,  in  jedem  Funkte  der  Zentral- 
linie den  Wert  der  Verzerrungskomponente  e„.  Wir  wollen  ihn  mit 
5o  bezeichnen.     Dann  haben  wir 

*• ""         Steifigkeit  des  Materiab       ' '  ^^^^ 

und  wir  kOnneu  s^  mittels  der  Formel  berechnen 

s.--(r/Bi)(«j/8i).,  (22) 

WO  das  Su^x  0  anzeigt,  dafi  x  nnd  y  nach  AusfClhrung  der  Diffe- 
rentiation durch  null  zu  ersetzen  sind. 

Die  Größe  s^  ist  eine  kleine  Eonstante,  -  sodaB  alle  verzerrten 
Querschnitte  die  verzerrte  Zentrallinie  unter  demselben  Winkel 
■J-JT  — «0  schneiden.  Die  gegenseitige  Lage  der  verzerrten  Zentral- 
linie und  eines  ursprünglich  vertikalen  Linienelements  ist  in  Fig.  14, 
§  95,  veranschaulicht. 
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Steht  am  befestigten  Ende  daa  durch  den  Schwerpunkt  des  ver- 
zerrten Querschnitta  gehende  Flächenelement  vertikal,  so  ist  die  Kon- 
stante ß  in  dem  durch  (13)  gegebeoen  Ausdruck  für  die  Verschiebung 
gleich  So*) 

Ist  die  Ellipse  x*/a*  -f~  S*ß*  =  1  die  Randktuve,  so  finden  wir 
iW    aa'(l  +  q)-t-f 
0  "■  Sxab         «a'+6'        ' 
Wollte  man  in  (31)  die  Schubspannung  im  Schwerpunkt  durch  die  mittlere 
Schubspannun^   (W/nab)   ersetzen,  so  würde  sich  der  fOr  «„  berechnete 
Wert  in  einem  zwigcbes  }  und  -|  liegenden  Verhältnis  zu  klein  ergeben; 
der  Wert  ^    entspricht    dam  Fall,    dafi    a    groß  ist  gegen  b,    der  Wert  \ 
dem  Fall,  daß  b  groß  ist  gegen  a.') 

Handelt  es  sich  um  einen  rechteckigen  Querschnitt,  so  finden  wir 


8  W(l 
*»'■      iEab 


i^[^ 


++ 


-■2'„..„ki-)J- 


(23) 


Für  den  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  hat  Saint-Venant  eine  Tabelle 
entworfen,  wobei  o  —  ^  gesetzt  ist;  nacbstehend  die  Resultate: 


a/b 

0,2fi 

0,5 

0,76 

1 

1,25 

1,6 

2 

2,6 

S 

WertdesElammer 
anBdmcks 

0,676 

0,849 

0,907 

0,9i 

0,962 

0.971 

0,983 

0,989 

0,998 

d)  Durdthieffung. 

Als  „Ihirchbiegung"  (^iegungspfeil",  engl,  „defleiion")  des  Bal- 
kens bezeichnen  wir  die  Verschiebung  eines  Punktes  der  Zentrallinie 
in  der  Richtung  der  Last,  also  den  Wert  von  m  für  x  =  y  —  0. 
Setzen  wir  sie  gleich  ^,  so  haben  wir 


Die  Oleichnng 


t--gtii'''-i'')  +  ^'- 


EI 


dn 


-W(l-.), 


(24) 


(26) 


die  die  Proportionalität  des  Biegungsmoments  mit  der  Krümmung 
ausdrückt,  würde  zur  Bestimmung  der  Durchbiegung  gentigen,  wenn 
die  Richtung  der  verzerrten  Zentrallinie  im  Ursprung  bekannt  wäre. 
Die  Gleichung  (24)  stellt  das  Integral  von  (25)  dar,  wenn  die  Be- 
dingung eingeführt  wird,  daß  g  mit  e  verschwindet.  Das  Glied  ße 
in  (24)  hängt  von  der  Art  der  Befestigung  ab,  wie  am  Schlüsse  von 
g  330  aueeioandergesetzt  wurde;  der  andere  Term  hängt  vom  Biegungs- 
moment ab. 


1)  In  Saint-Venftuta  Äbhaudlang  iat  {3  mit  s, 

2)  Dieie  Zahlenwerte  erhält  man,  wenn  mai 


identifiziert 
«  —  f  setzt. 
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e)  Drau. 

Die  die  EiooBtante  t  enthaltenden 
Glieder  von  (11)  zeigen  an,  dafi  der 
Balken  darch  die  Last  gedrillt  vird. 
Der  Betrag  des  Dralls  kann  erst  bestimmt 
werden,  wenn  die  Funktionen  <t>  und  2 
gefunden  sind.  In  jedem  der  Ton  uns 
gelösten  besonderen  Fälle  verschwindet 
T.  Es  liegt  dies  an  der  Symmetrie  der 
betrachteten  Querschnitte.  Ein  Beispiel 
unsymmetrischer  Querschmttsform,  bei 
dem  die  Integration  sich  durchAhreo 
^t,  liefert  der  in  Fig.  28  dai^eatellte 
Fall  eines  Rohrs  mit  ezzentrisoh 
gelegenem  HoUraum.     [Vgl.  §  222,  3).] 

f)  Antädci^ische  Krümmung. 

Diejenigen  Glieder  in  den  Formeln  (12)  für  u,  v,  die  von  x,  y, 
aber  nicht  Ton  r  abhängen,  stellen  Gestaltändernngen  der  Querschnitte 
in  ihrer  eigenen  Ebene  dar.  Diese  Änderungen  sind  von  derselben 
Art  wie  die  in  §  88  beschriebenen.  Daraus  folgt,  daß  die  neutrale 
Ebene  zu  einer  outiklastischen  Flache  deformiert  wird.  Die  verzerrte 
Zentrallinie  ist  eine  der  Krümmungslinien  dieser  Fläche;  die  ent- 
sprechenden Erümmungsmittelpunkte  liegen  unterhalb  der  neutralen 
Ebene,  und  die  entsprechenden  Krfimmungsradien  drUcken  sich  aus 
durch  EI/W(l  --  e).  Der  andere  Erllmmungsmittelpunkt  der  Fläche 
für  it^eod  einen  Punkt  der  Zentrallinie  liegt  oberhalb  der  neutralen 
Ebene;  und  der  entsprechende  Krfimmungsradius  ist  g^eben  durch 
El/aWil-e). 

g)  VerwÖlbung  der  Querschnitte. 

Der  Ausdruck  fflr  «1  lä&t  sich  schreiben 

"-'*- Ji^P'  -i'')-ß':  +  V  -  m[»  -^  («1).+  '"']■  (26) 
Der  Term  t0  entspricht  der  Drillung  des  Balkens  durch  die  Last; 
er  stellt,  wie  wir  wissen,  eine  Verzerrung  der  Querschnitte  zu  krummen 
FUchen  dar.  Die  Glieder  —  x{W(le -- ^z')/EI  +  ß]  steUen  eine 
Verschiebung  dar,  durch  die  die  Querschnitte  zur  verzerrten  Zentral- 
linie senkrecht  gestellt  werden.  Der  Term  s^x  bedeutet  eine  Ver- 
schiebung, durch  die  jeder  Querschnitt  durch  eißMi  Winkel  s^  gegen 
die  Zentrallinie  zurückgedreht  wird,  wie  oben  unter  c)  er^utert  wurde. 
Die  übrigen  Glieder,  welche  W/EI  enthalten,  stellen  eine  Verzerrung 
der  Querschnitte  zu  krummen  Flächen  unabhängig  von  der  durch  t(^ 
gegebenen  Verwölbung  dar.  Konstruieren  wir  die  Fläche,  die  durch 
die  Gleichung 
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(27) 


gegeben  ist,  und  legen  sie  bo,  daß 
ihre  Tangentialebene  im  Ursprung 
sich  mit  der  Tangentialebene  eines 
verzerrten  Querschnitts  deckt,  so 
fällt  der  verzerrte  Querschnitt  mit 
dieser  Fläche  zusammen. 

Im  Falle  einer  kreisfBrmigen  Be- 
grenzung liat  die  rechte  Seite  von  (27) 
den  Wert 

und  die  HShenlioien  des  verzerrten 
Qaerschnitts  finden  wir,  wenn  wir 
diesen  Ausdruck  gleioh  einer  Kon- 
stanten setzen.  Einige  dieser  Linien 
sind  in  Fig.  29  gezeichnet. 


§  233.  VerteilTuig  der  SohabBpaimiing, 
Die  Bedeutung  der  Transversalkompooente  Y,  der  auf  die  Quer- 
schnitte wirkenden  Tangentialspannung  erkennen  wir  deutlich  im 
Falle  der  elliptischen  Begrenzung.  Wenn  a  groß  ist  gegen  b,  so  ist 
der  Maximalwert  von  Y^  klein  gegen  den  von  X,;  nimmt  daa  Ver- 
hältnis von  6  zu  a  zu,  so  wächst  auch  das  Verhältnis  des  Maximal- 
wertes von  F,  zu  dem  von  X,;  und  wenn  b  groß  ist  gegen  a,  ist 
der  Maximalwert  von  Y,  groß  gegen  den  von  X,.  Die  Bedeutung 
von  F,  wächst  also  in  dem  Maße,  wie  die  Gestalt  des  Balkens  der 
eines  Brettes  sich  nähert. 

Wir  können  die  Verteilung  der  Taugentialspannung  auf  die 
Querschnitte  graphisch  darstellen,  indem  wir  Kurven  von  der  Eigen- 
'schaft  zeichnen,  daß  ihre  Tangenten  in  jedem  Punkt  in  die  Richtung 
der  an  dieser  Stelle  wirkenden  Taugentialspannung  fallen.  Wie  in 
g  219  können  wir  diese  Kurven  „Schubspannuogslinien"  nennen.  Die 
Differentialgleichung  der  Kurvenschar  ist 

dx/X,-dy/Y,  (28) 

oder 


+  {2  +  a)xy]dx- 


\h. 


+  iff^  +  (l-ia)y' 


Da  dXJdx-\'dYJdy   nicht   gleich   null   ist,  so   wird  die   Größe   der 
Schnbspannung  MtcÄ/  durch  die  Dichte  benachbarter  Kurven  der  Schar 


Wir  betrachten   beispielsweise  den  Fall  der  elliptischen  Begrenzung. 
Die  Differentialgleichung  ist 
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,r(i  +  .)a'-Ka-«)f 


■  P +  ")]- [si^irF  1 2  °' <•+»)+ »'1 


,  |(2  +  i«)o'+(l-i«)»'|  ~ie^^ -)•)-)•]  dg; 


wir  känneu  sie  auch  in  folgender  Form  schreiben: 


((l  +  ö)a»  +  <i6*}. 


:|2(l  +  <r)a»  +  6») 

'  { 2  (1  +  ff)  a*  +  ö' }  -  y  (I  -  2  tf)  a»  -  0. 

Diese  Gleichung  hat  den  in- 
tegrierenden Faktor 

»(l  +  nja'  +  f 

^    ii  +  '-Ki-"»', 

und  die  Yollstft&dige  Lösung 
l&Bt  sich  in  der  Form  aos- 
drQckeii 

wo  ß  eine  willkürliche  Kon- 
stante. Da  <r  <  ^,  so  herfihren 
alle  Kurven  der  Schar  die 
elliptische  Begrenzung  im 
höchsten  und  tiefsten  Punkte 
(+  a,  0).  Der  Fall  einer 
kreisförmigen  Begrenzung  ist 
in  den  vorliegenden  einge- 
schlossen, und  die  Schubspau- 
nnngslinien  sind  in  diesem  Fall  gegeben  durch,  die  Gleichung 

a'-a:'-y'-Cy^+»''. 
Einige  dieser  Kurven  sind  in  Fig.  30  gezeichnet;  dabei  ist  ö  =  J  gesetzt. 


§  234.    VerallgemeliieTimgeii  der  vorstelieiiden  Theorie. 

a)   unsymmetrische  Belastung. 

Wenn  die  Last  W"  statt  zur  ^Ächse,  zur  y-Achse  parallel  gerichtet 
ist,  so  kommen  wie  früher  die  Spannungakomponenten  JC,,  T,,  Z,  in  Frage, 
und  diese  sind  gegeben  durch  die  Gleichungen 

^.-'"(S-»)-i(lwlai  +  (»  +  ')"l- 


-i.,'+(l-i.).;"  , 
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wo  r  das  über  den  Qaerscliiiitt  erstreckte  Integral  jj^dxdy  bedeutet 
tind  2'  eine,  ebene  harmonUche  Funktion  ist,  die  der  Randbedingung 
genügt 

ll  =  -  (2  +  <s)xy  cos(i,  v)  -  {^ffy«  +  (1  -  1  6)0?)  C08(y,  v).  (29) 

Die  Konstant«  s  wird  wie  ö-Oher  so  gewühlt,  dafi  die  Spannungen  ttber 
einen  Qoerschnitt  kein  Ex&ftopaar  um  die  «-Ächae  ergeben.  Abgesehen 
von  einer  Veischlebong,  wie  sie  bei  einem  starren  Körper  mSglich  ist,  ist 
die  Versobiebnng  durch  folgende  Gleichungen  gegeben 

^_„^  +  ^{^((_,)^(y»_^)  +  ^,,._|^j    i         (30) 

"^  -'*-:£  (y(''  -  *^  +  z'  +  y^'l ■  J 

Wenn  die  Richtung  der  Last  mit  keiner  der  Richtungen  der  Haupt- 
tr&gheitsacbsen  des  Querschnitte  znsammenf&llt,  so  zerlegen  wir  die  an- 
greifende Last  P  in  zwei  zn  den  Achsen  parallele  Komponenten  W  und  W'. 
Dann  erhalten  wir  die  Lösung,  indem  wir  die  in  §  229  und  §  230  ab- 
geleitete LßBung  mit  der  hier  angegebenen  kombinieren.  Lassen  wir  die 
in  einem  starren  ECrper  mSglicben  Verschiebungen  weg,  so  ergeben  sich 
ans  (12)  und  (30)  die  Gleichungen  der  verzerrten  Zentrallinie  in  fol- 
gender Form: 

sie  ist  daher  eise  ebene  Kurve,  und  zwar  liegt  sie  in  der  Ebene 

W'xjr  -  Wyll. 
Die  neutrale  Ebene  bestimmt   sich    durch   die  Gleichung   e,,  ^  0;   da  nun 

«,. ^(i  -  .)i  -  ^(i  -  ,)y, 

so  ist  de  dargestellt  durch 

\WxlI+  W'j,/I'  ~-0. 

Die  neutrale  Ebene  liegt  somit  senkrecht  zur  Biegungsebene.  Die  Last- 
ebene  ist  durch  die  Gleichung  g/x  —  W'/  W  gegeben.  Da  /  und  /'  die 
Tr&gheitsmomente  des  Querschnitts,  bezogen  auf  die  ^- Achse  bezw.  auf  die 
X-Achse,  so  iBßt  sich  das  Ergebnis  in  folgender  Form  aussprechen:  Die 
Spuren  der  Lastebene  und  der  neutralen  Ebene  auf  dem  Querschnitt  sind 
konjugierte  Durchmesser  der  Zentralellipse  des  Querschnitts.') 


1  eeiner  Abhandlung  Aber  die  Torsion 
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b)  Zusammengesäeie  Vertemtng. 

Die  LOaung  des  Problems  der  Bie^ping  eines  Balkens  dorch  ein 
Er&ftepaar,  das  am  freien  Ende  um  eiae  beliebige  Achse  in  der  Ebene 
seines  Querschnitts  wirkt,  kSnnen  wir  mittels  der  in  §  87  gegebenen 
Besnltate  hinschreiben;  wir  haben  bloB  die  LOsungen  fflr  zwei  KräHepaare, 
die  um  die  durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnitts  gehenden  Haupttilg- 
heitsachsen  wirken,  zu  kombinieren.  Indem  wir  die  Losungen  f&r  das 
Problem  der  Dehnung  durch  eine  am  Ende  angreifende  Zugkraft  [§  69 
nnd  §  70,  b)],  fBr  den  Fall  der  Torsion  (Kap.  ZTV),  der  Biegung  durch 
Kräftepaare  und  der  Biegung  durch  eine  am  Ende  angreifende  Trans- 
versallast  miteinander  kombinieren,  erhalten  wir  den  Spannongs-  und  Ver- 
zermngBzuBtand  in  einem  Balken,  der  durch  Krfifte  deformiert  wird,  die 
an  den  Enden  allein  angreifen  und  die  statisch  mit  einer  beliebigen 
Resultante  und  einem  beliebigen  resultierenden  Moment  gleichwertig  sind. 
Bei  allen  diesen  Lßsungen  verschwinden  die  mit  X„  Y^,  X^  bezeichneten 
Spannangskompon  entan. 

Was  die  Biegunggfestigkeit  von  Balken  anbetrifft,  so  kommen,  wenn 
die  linearen  Abmessungen  des  Querschnitts  klein  sind  im  Vergleidi  zur 
Lftnge,  Ton  den  Spannungskomponenten  der  longitudinale  Zug  and  von 
den  Verzerrungskomponenten  die  longitudinale  Dehnung  am  meisten  in 
Betracht;  in  jedem  Falle  finden  sich  die  grOBten  Werte  auf  den  Quer- 
schnitten, denen  das  grQQte  Biegungsmoment  entspricht,  und  zwar  in 
denjenigen  Ponkten  derselben,  die  am  weitesten  von  der  neutralen  Ebene 
entfernt  sind.  Die  Sich  erb  eitsbedingung  für  einen  gebogenen  Balken  Ußt 
sich  in  der  Form  aussprechen:  Das  maximale  Biegungsmoment  darf  einen 
gewissen  Grenzwert  nicht  aberschraiten. 

Von  der  Sicherheitsbedingung  für  ein  gedrilltes  Prisma  war  in  §  220 
die  Rede.  Die  GrCfie,  die  in  diesem  Falle  einen  gewissen  Grenzwert  nicht 
übersteigen  darf,  ist  der  Schub;  dieser  iat  im  allgemeinen  in  dei^enigen 
Punkten  des  Randes  am  größten,  die  der  Zentrallinie  am  nächsten  liegen. 
Wird  der  Balken  gleichzeitig  gebogen  und  gedrillt,  so  sind  die  von  nnll 
verschiedenen  Spannungskomponenten  der  von  der  Biegung  berrflhrende 
longitudinale  Zug  Z,  und  die  Schubspannungen  X,  und  Y^.  Ist  die 
Lange  des  Balkens  grofl  gegen  die  linearen  Abmessungen  des  Querschnitts, 
so  können  die  Werte  von  Z,  in  der  Nähe  des  Querschnitts  z  =  0  und 
diejenigen  Glieder  von  X,  und  T,,  die  von  der  Drillung  abhängen,  von 
derselben  Größenordnung  sein;  sie  Bind  groB  gegenüber  denjenigen  Gliedern 
von  X,  und  F,,  die  von  der  Biegung  herrflhren.  Für  die  Festigkeitsberecb- 
nung  können  wir  also  von  den  Schubspannungen  und  Schubverzerrungen, 
die  von  der  Biegung  herrühren,  absehen  und  uns  auf  die  aus  der  Drillung 
entspringenden  Glieder  beschränken. 

In  allen  Fällen,  wo  die  Spannungskomponenten  X^,  Y,,  Z,  von  null 
verschieden  sind  und  X^,  Y^,  X^  verschwinden,  ergeben  sich  die  Hanpt- 
spannnngen  aus  der  Bemerkung,  dafi  die  Spannungsfl&che  die  Form 


z  (2  X,x  +  2  r,y  +  Z,r)  —  const. 

Pi 
e 
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bat,  daß    mithin  eine    Hauptspannungsebene,  in  Jedem  Punkt   mit  der  cor 
Zentxallinie    parallelen   Ebene    ausammenfaltt,    die   die  Richtung   der  in 
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diesem  Funkt«  resultierendea  TangentUlspumimg  &uf  den  Qoersclmitt  ent- 
hSlt.  Die  NomialapanDung  auf  diese  Ebene  verschwindet,  nnd  die  Werte 
der  beiden  nicht  verschwindenden  Hanptspumungen  sind 

iZ.±^  [Z.*  +  4  CZ.'  +  T,')f.  (81) 

Die  Terzerrnngsflaohe  hat  in  aJleD  diesen  E^Uen  die  Form 
;^[  -  «Z.(*»  +  y»  +  «»)  +  (1  +  a)ts(2X,x+2  T,y  +  Z,«)]  -  conßt, 
und  die  Hauptdefanongen  sind  gleich 

-■#.  äi=|^±  Vi=K"+  *W+  Tnf;  (32) 

der  erste  Wert  gibt  die  Dehnung  einer  Linie,  die  zu  deijenigen  Hanpt- 
spannnngsebene  senkrecht  ist,   auf  die  die  Normalspannung  verschwindet. 

c)  Äolotrqpes  Material. 

Das  Problem  von  §  228  gestaltet  sich  nicht  wesentlich  verwickelter, 
wenn  das  Material  des  Balkens  als  ftolotrop  angenonunen  wird,  voraus- 
gesetzt, daß  in  jedem  Ponkt  die  zn  den  HaapttrSgheitsebenen  parallelen  Ebeaen 
zagleü^  8truktur-8ymmetrieebenen  sind.  Die  (x,  y,  £)-Achsen  seien  ebenso 
gew&hlt  wi«  in  g  226,  und  die  YerzemingHenergie-Fonktion  habe  die  Form 

\{Ä.  B,  C.  F.  G.  S){e„,  e„,  e,,)»  +  *(X«$.  -|-  M^..  +  N^^)- 
Den  Yoongschen  Modnl  des  Materials  für  Zag  in  Bichtimg  der  t»-Achse 
bezeichnen  wir  mit  E,  nnd  die  Poissonschen  Konstanten,  die  bei  Zog  in 
BichtuQg  der  ^-Acbse  den  zur  x-  und  zur  y-Achse  parallelen  Verkflrznngen 
entgpredieD,  beseichnen  wir  mit  Oj  und  i^.  Wir  nehmen  ein  Spannungs- 
sfstem  an,  das  dnroh  die  Gleichungen 

X,-Y,-X,-0,    Z,--^(l-,)x  (33) 

beschrinkt  ist.  Wir  kSnnen  daim  zeigen,  daß  X,  und  T,  notwendig  di» 
Form  haben 

^•-■^'fe-*)- £tL?I  +  *''i^  +  — -iL — -y}' 

wo  4>  nnd  %  Lösungen  derselben  partiellen  Differeutialgleichung 

sind  nnd  bezfiglich  folgenden  Bandbedingnngen  genügen: 

cos(ii,  v)Ä-^  +  oos(y,  v)L^  —  co8(a!,  v)Mg  —  eos(y,  v)Lx, 

»■(«,»)»|f +«■»(»,  »)^'|f 

--co.(«,v)lf(i^^'+^^^^-"'-il')-co.(y,v)(£-ilf..)«y. 
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Femer  kOnnen  wir  zeigen,  dafl  die  Verschiebung,  die  dem  durch  (33)  and 
(34)  aasgedrflckteti  Spannniigssystem  entsprich^  notwendig  folgende  Form 
hat: 

«--Ty«  +  ;^[Ki-/)(«.»^-«,y*)  +  *''^-i'']-y»  +  ^*+« 

V  ^rzx  +  ^jQ  —  s)ffjxy  +  jFX  — a«  +  ß", 


-Ax(h  -  i«*)  +  z  +  ai, ^^y  J 


(36) 


-ßx +  ,>},  +  /. 

Wie  in  §230  können  wir  a'— ^'— /--O  und  «  —  y  —  0  annehmen. 
Die  Integrationskonstante  t  kann  ao  gewählt  werden,  dafl  die  Spannung 
am  belasteten  £nde  statisch  gleichwertig  ist  mit  einer  Einzelkraft  W,  die 
im  Schwerpunkt  des  Endquerachnitts  in  Richtung  der  z-Achse  angreift. 
Die  Resultate  können  in  derselben  Weise  wie  in  §  232  gedeutet  werden. 

g  235.    Erltlgelie  Belenolittmg;  TerscMedeBer  Methoden. 

a)  In  vielen  Lebrbfichern  der  angewandten  Mechanik ')  wird  die  Schub- 
spannnng  ohne  BückEicbt  auf  die  EompatibüitStsbedingungen  für  die  Ver- 
zerrungskomponenten  ein&ch  aas  den  Spanunngsgleichungen  des  Gleich- 
gewichts berechnet  und  zwar  mittels  gewisser  Annahmen  bezüglich  der  Ver- 
teilung der  Tangentialspannong  über  den  Querschnitt.  Ist  insbesondere 
der  Querschnitt  ein  Rechteck  und  die  Last  eine  lur  o^-Achse  parallele 
Kraft  W,  so  wird  angenommen,  l)  dafl  Y,  gleich  null  ist,  2)  dafl  X, 
von  y  unabb&ngig  ist.  Die  Bedingungen  l)  und  2)  von  §  226,  kombiniert 
mit  diesen  Annahmen,  fähren  zu  folgendem  SpannungSBjstem: 

z^- r^-x^- r,  =  o,  jr,  =  ^-(3^-x'),  z,~-^{i-t)x,i36) 

wo  (0  der  Flficheuinhalt  des  Querschnitts  und  /  das  TiiLgheitsmoment 
wie  in  der  früheren  Beieiobnung.  Die  resultierende  Spannung  /  /  X^dxd]/ 
ist  gleich   W. 

Wenn  dies  Spannungssjgtem  zutrtife,  so  müSten  Funktionen  w,  v,  w 
der  Art  existieren,  dafl 

Wir  haben  nun  die  Identit&t 

■■  ai3yäi     sxi!i\Ji  "^  dil    af^ai  "^  a«/'^aya»\8«'^ajr 

1)  Siehe  x.  B.  die  Bacher  von  Rwiliiae  und  QiMhof,  die  in  der  Einkittmg 
in  den  Fußnoten  Sl  und  96  nngoMgen  wurden,  eowie  die  Bacher  tou  Eiring, 
Bach  nnd  FOppl,  auf  die  in  der  FnBnote  auf  p.  133  rerwieeen  wurde. 
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diese  Gleiclmiig'  ist  jedoch  unvereinbar  mit  den  obigen  Werten  fftr  dvjey . . . ; 
denn  wenn  wir  diese  Werte  einsetzen,  geht  die  linke  Seite  über  in 
—  2  0  W/EI,  und  die  rechte  Seite  wird  gleich  null.  Daraus  folgt,  daB  das 
durch  (S6)  ausgedräckte  Spannungssystem  in  einem  isotropen  fest«n  KSrper 
unmöglich  ist. 

Aus  §  95  wissen  wir  bereits,  daß  das  Spannimgssystem  (36)  die 
miälere  i^aatmunp  über  die  Querschnittabreite  richtig  daistellt  und  daher 
für  die  tatsächliche  Spannung  eine  gute  Annftberung  liefert,  falls  die 
Breite  klein  ist  gegenüber  der  Höhe.  Inwieweit  es  von  der  tatsächlichen 
Spannung  abweicht,  ist  aus  der  Tabelle  in  §  232,  c)  zu  ersehen;  fOr  Sg 
würde  es  nämlich  den  Faktor  auBerhalb  der  eckigen  Klammer  auf  der 
rechten  Seite  von  (23)  ergeben.  Die  Richtung  der  Tangential  Spannung 
auf  die  Querschnitte  gibt  das  System  (36)  ebenfalls  nicht  richtig  wieder; 
denn  nach  ihm  müBte  diese  Spannung  fiberall  vertikal  sein,  während  sie 
in  Wirklichkeit  in  der  Nähe  der  oberen  und  unteren  Kante  nahezu  hori- 
zontal ist. 

b)  Bei  Ansdehntmg  dieser  Methode  auf  nicht  rechteckige  Querschnitte 
wird  man  sich  darüber  klar  ^),  daß  die  Schubspannungskomponente  Y^ 
ebensowohl  wie  X^  vorhanden  sein  muß.  Der  zur  fiehandlimg  ausgewählte 
Fall  betrifft  einen  Querschnitt,  der  au  einer  verti- 
kalen Achse  symmetrisch  ist.  Es  werden  folgende 
Annahmen  gemacht:  1)  X,  ist  unabhängig  von  y; 
2)  die  Resultanten  von  X,  und  Y^  in  allen  Punkten  P", 
denen  ein  gegebener  Wert  von  x  entspricht,  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  der  a^-Achse.  Soll  die  Rand- 
bedingung (3)  erfüllt  sein,  so  muß  dies  der  Punkt 
T  in  Fig.  31  sein,  in  dem  die  durch  P  'gezogene 
Tangente  der  Bandkurre  des  Queischnitts  jene 
Achse  trifft 

um  die  Annahme  2)  aualytisdi  auszudrücken, 
fahren  wir  die  zu  P  gehörige  Ordinate  (^JP)  —  f] 
-und    die    zu  P'    gehörige  Ordinate  y  ein;   dann   ist 


r.- 


1.  ^n 


2.. 


(37) 


Oleiohung  (2)  geht  über  in 


und  die  Lösung,  die  X,  : 
lautet: 


^  ri  ex     '    '      I  ' 

I  höchsten  Punkt  (x  =  — 


t)  verschwinden  läßt, 


ijX,  — Y  \  XTidx; 


«a  itt  leicht    in  erkennen, 
verschwinden  läßt. 


diese  Lösung  X,  anoh   im  tiefirten  Punkt 


1)  Siehe  insbesondece  dai  bereit«  aogetogene  Lehrbuch  von  Orashof. 
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Dm  Spannungssystem,  das  sich  mitt«lB  dieser  Annahmen  ergibt,  drfickt 
sich  ans  durch  die  Gleichungen 

x.-T,-x,-o,  X-- ^J.,a.,    r. _ _ S 'J^ß„ä., 

Z.__Zi3=f),  (S8) 

es  beMedigt  die  GleichgevrichteglMohnngen  und  die  Itacdbedingring  nnd 
liefert  den  richtigen  Wert  W  fSr  die  Resultante  der  Tangential  Spannungen 
auf  den  Querschnitt.  Aber  im  aUgemeinen  stellt  es,  axta  demselben 
Grande  wie  beim  Rechteck,  ein  mögliches  Sp&nnungasyatam  nicht  dar,  da 
nämliob  die  Eompatibilit&tobedingungen  nicht  erfltllt  sind. 

c)  Diese  Bedingungen  ftthren,  wie  sich  leicht  zeigen  l&Bt,  zu  folgender 
Oleiohang; 

dieselbe  bestimmt  tj  als  Funktion  Ton  x  und  damit  diejenigen  Qaersohnitts- 
formra,  fllr  die  das  Spannungssystem  (38)  eine  mSgliche  YertAilnng  dar- 
stellt.    Um  (S9)  zu  integrieren,  setzen  wir 

fxfldx  -  I,  (40) 

dann  genflgt  |  der  Glelobnng 

<i«r"r'     s)    1  +  0' 

wo  1"  —  j- ,   I"  —  j— f  •     Das   vollständige  Integral  ist,   wie  sich   zeigen 

/  _1^  -L-_li  +  „ 

{_CKa'-ai>'+-'(a;  +  a>'+"'i       ' 

wo  C,  a  nud  a'  willkürliche  Eonstanten.  Eliminieren  wir  |  mittels  der 
Relation  (40),  so  sehen  wir,  dafl  die  Gleichimg  der  Ruidkurre  die  Fona 
haben  muB 

Die  Konstanten  a  und  a  bezeichnen  den  Abstand  des  höchsten  bezw. 
des  tie&teu  Enrrenpanktes  von  der  durch  den  Schwerpunkt  gehenden 
Horizontalen. 

Nor  wenn  die  Sandknrre  des  Querschnitts  eine  von  den  Formen  be- 
sitst,  die   der   Gleiobung  (41)   entsprechen,  ist  die  Spaunnng  durch  (8S) 
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richtig  dargestellt.  Wir  bemerken,  dafl  im  Falle  eines  zur  y-Achse  aym- 
tnetrisobeu  Querscimitts,  fOr  den  also  a  —  a,  die  Gleichung  (41)  die  Fonn 
(tj/6)^/"  -f  x*/a'  =  1  hat.  In  §  231,  f)  sahen  wir,  dafi  das  Biegungs- 
problem für  diesen  Querschnitt  lOsbar  ist;  in  Fig.  36  war  die  Kurve  für 
den  Fall  u  —  J  und  o  —  2  fc  gezeichnet. 

d)  Im  Falle  der  elliptischen  (oder  kreisförmigen)  Begrenznng  würde 
die  dargelegte  Methode  als  Schnbspannungslinien  die  Ellipsen  ei^ben, 
deren  Achsenrichtungen  mit  denjenigen  der  Bandkurre  zusammenfallen 
und  die  diese  Kurve  im  höchsten  und  tiefsten  Punkte  berühren.  Fig.  30 
zeigt,  daß  die  richtigen  Kurven  in  der  Nähe  dieses  Punktes  flacher  ver- 
laufen als  jene  Ellipsen.  Bezüglich  der  Schiefstellung  der  verzerrten 
Querschnitt«  würde  diese  Methode  für  s^  den  Wert  8  1^(1  +  a)/SJ^xab 
liefern;  dieser  Wert  ist  annähernd  richtig,  wenn  der  Btüken  sehr 
schmal,  d.  h.  b  klein  gegen  a  ist;  dagegen  ist  er  im  Falle  des  Kreises 
um  etwa  0%  and  iu  dem  Falle,  wo  &  groß  ist  gegen  a,  beinahe  um 
20%  zu  klein. 

e)  Das  Vorhajidensein  eines  Gliedes  von  der  Form  ße  im  Ausdruck 
für  die  Durchbiegung  [§  232,  d)]  ist  den  Verfassern  technischer  Lehr- 
bücher nicht  entgangen.  Bankine  (loc.  dt.)  nennt  es  „die  von  der  Schub- 
spannung herrührende  zusätzliche  Durchbiegung".  Nach  der  am  Schlüsse 
von  §  230  angestellten  Erörtenmg  bezüglich  der  Bedeutung  der  Konstanten 
ß  scheint  der  Name  nicht  sehr  glücklich  gew&hlt  zu  sein. 

f)  Der  Satz  von  §  120  wird  zuweilen  zur  Bestimmung  der  zusätz- 
lichen Durchbiegung  benutzt.')  Derselbe  ergibt  die  Gleichung 

-  ifffllx.'+  Y>  +  z,'-  2»(r,z.  +  ■ .  ■■))/E 

+  (x;  +  r,'  +  X,')Ji^-]d">Sd,.     (42) 

Wenn  die  Spannungen  Über  die  Endflächen  den  Formeln  (l)  und 
(6)  entsprechend  speziell  festgesetzt  sind,  sod&B  die  Verschiebung 
durch  (12)  gegeben  ist,  so  geht  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  von 
(42)  über  in  iW'P'/EI  +  ^Wßl,  und  das  zweite  Glied  wird 

-^Wßl~^ff[iX,u+Y,v\^, 

-  (Wlx/I)  (ö*  -  W-(x  -(-  xyyEI]]dxdp, 

wo  der  Ausdruck  unter  dem  Integrationszeicben  von  ß  unabhängig  ist. 
Die  rechte  Seite  von  (42)  geht  über  in 

i  W*J^IEI  +  ^l(i-\ff{x;  +  r/)dxdy 

und  ist  ebenfalls   von   ß  unabhängig.     In   diesem  Falle  scheitert  also  die 

1)  Siehe  z.  B.  W.  .1.  M,  Rankine,  toc.  dt,  oder  J.  Perry,  Applied  Mechanies 
(London,  1899),  p.  481. 
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mtmg  der  zas&tzlichen  Durchbiegung  dnrch  Gleichnng  (12).  Wenn 
d»  Spannnngen  Aber  die  Endfläohen  nicht  gen&u  in  Obereinatimmang 
mit  (l)  und  (6)  verteilt  dnd,  sc  ist  die  Vsrsotiiebung  im  grOfiten  Teile 
des  B&lkenB  praktisch  genommen  von  der  durch  (12)  gegebenen  Foim;  in 
der  Nähe  der  Enden  dagegen  ist  sie  Örtlichen  tTnregelm&fiigkeiten  unter- 
worfen. Die  linke  Seite  von  (42)  ist  annShenid  gleich  \WÖ,  wo  ö  die 
Durchbiegung  am  belasteten  Ende,  und  die  rechte  Seite  ist  annähernd 
gleich  -J  W*l*/EI;  um  jedoch  eine  weitergehende  Am^erung  za  erhalten, 
mfifit«n  wir  nicht  nur  X,  und  F,  im  gröSten  Teil  des  Balkens,  sondern 
auch  die  ünregelm&fiigkeit  an  den  Enden  kennen. 
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Kapitel  XVI. 
Die  Biegung  eines  glelchfSrnüg  1)elHteten  Balkens. 

§  336.  In  diesem  Kapitel  werden  wir  eioige  Probleme  des  Gleich- 
gewichts eines  zyliodrisch  geformten  isotropen  Körpers  behuideln, 
indem  wir  besondere  Beschränkungen  bezflglich  der  Art  der  Spannungs- 
Terteilung  einführen.  Wir  messen  die  ii-Koordinate  in  der  Längs- 
richtung des  Zylinders  und  setzen  an  erster  Stelle  voraus,  daß  die 
Spannung  von  e  unabhängig  ist,  sodann,  daß  sie  sich  durch  lineare 
Funktionen  von  e  ausdrQckt,  und  schließlich,  daß  sie  sich  durch  qua- 
dratische Funktionen  von  g  ausdrückt  Wir  werden  finden,  daß  die 
beiden  ersten  Annahmen  zu  Lösungen  lehren,  zu  denen  wir  schon 
in  früheren  Kapiteln  gelaugten'),  daß  aber  die  Voraussetzung  eines 
quadratischen  Gesetzes  die  Lösung  des  Problems  der  Biegung  eines 
Balkens  durch  eine  gleichmüßig  über  die  Mnge  verteilte  Last  liefert. 

§  237.  GleictLfSnniger  SpannangsEostand  entlang  den  Balken. 

Die  j^-Achse  falle  in  die  Zentrallinie  des  Balkens,  die  x-  and  die 
y-Achse  seien  den  durch  die  Schwerpunkte  gehenden  Hauptträgheits- 
achsen der  Querschnitte  paralleL  Wir  nehmen  an,  daß  Massenkrefte 
nicht  vorhanden  sind  und  daß  die  zylindrische  Begrenzung  spanuangs- 
frei  ist.  Wir  untersuchen  diejenigen  Spannungszu stände,  bei  denen 
die  Spannungskomponenten  von  t  unablüugig  sind. 

Die  Gleichgewicht^leichungen  nehmen  die  Form  an 

und  die  Bedingungen  an  der  zylindrischen  Begrenzung  lauten 
cos  {x,  v)  X^  +  cos  (y,  v)  X^  =  0,   | 
cos  (x,  v)  X^  +  cos  (y,  p)  Y^^O,  (2) 

__^_^__  cos  (x,  v)  X,  +  cos  (y,  v)  T,  -  0.   J 

l)  Vgl.  W.  Voigt,  GSttinger  Abhandlungen,  Bd.  31  (1887). 
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Die  EompatibilitätsbediiigungeD  nehmeit  die  Form  an 

-ä'V  -  0,       ft^  -  0,       !^:-'  -  0,  (3) 

ferner 

a^{^-%')-°.     Äftv -'/;•)  =  »  W 

Die  Gleichungen  (3)  zeigen,  daß  e,,  eine  lineare  Funktion  von  x 
und  y  ist,  etwa 

e„  =  I  —  XX  —  x'y,  (6) 

wo  B,  X,  %  Kontaante.  Wenn  dies  der  Fall  ist,  führen  die  Gleichungen 
(1)  und  die  Bedingungen  (2)  steta  zu  dem  Schluß,  daß  X„  Y^,  X^ 
verschwinden.  Um  dies  zu  beweisen,  bemerken  wir,  daß  diese  Glei- 
chungen nnd  Bedingungen  das  Besteben  der  folgenden  Relation  er- 
fordern : 

wo  u,  v'  beliebige  Funktionen  von  x  und  p  bedeuten  und  die  Inte- 
gration aber  den  Querechnitt  erstreckt  ist.  In  der  Tat  Ulßt  sich  die 
linke  Seite  derselben  ohne  weiteres  Oberführeu  in 

f[[X,cosix,v)+  X^cos{y,v)]  u  +  {X^cos(x,v)  +  Y,co^(y,v)]v-\<}s 


-iJlffi 


dxdy, 


wo  ds  das  Bogeuelement  der  Randkurve  des  Querschnitts.  Wir  setzen 
nun  in  Gleichung  (7) 

1)  u'  =  X,  v  =  0;  dann  finden  wir  j  j  X^dxdy  ^  0; 

2)  n'  =  x*,  r'=0;  dann  finden  wir  j  ( xX^dxdy  —0\ 

3)  «'  =  xtf,  v'  =  —  ^x';  dann  finden  wir   /  jyX^dxdy  —  0; 
ebenso  können  wir  beweisen,  daß 

ffy^dx dy  =  0,      ffx  Y^dx dy  -  Ü,       ffy  Y^dxdy  -  0. 

Hieraus  und  aus  (6)  folgt 

jYx^eJxdy  =  0,       ffY^€._,dxdy  =  D. 

Mögen  andererseits  u  ,  v  iu  der  Relation  (7)  die  zur  x-  und  zur 
y-Achse  parallelen  Komponenten  der  Verschiebung  bedeuten,  die  den 
Spannungen  X^  . . .  entspricht,  dann  geht  (7)  Über  in 

ffiX^e„  +  T/^  +  X^e^^)  dxdy  =  0.  (8) 
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Nun  aber  haben  wir 

+  ^ni  +  ff)  !(i  - <^) (^V  +  ^/) - 2tfZ,r,}. 

Das  Integral  des  Gliedee  —  ff  {X,  +  1^)  e,,  verschwindet,  und  die 
quadratische  Form  (1  —  ff)  (X^'  +  Y^*)  —  '2aX^Y^  ist  positiv  definit, 
da  ff  <  J^;  ferner  haben  wir  X^e  —fi~^X'.  Somit  ist  der  Ausdruck 
X,e,,  +  r^Cy,  +  X^^if  notwendig  positiv,  und  Gleichung  (8)  kann  nur 
befriedigt  werden,  wenn  X^,  Y^,  X^  identisch  verschwinden. 
Daraus  folgt,  daß  wir  haben  mQssen 

e„ oe,,,      c^j,  —  —  ffc,„      e,,  —  0,  (9) 

wo  e.,  durch  (6)  gegeben  ist;  Gleichung  (5)  ist  dann  identisch  erfallt. 
Von  den  Gleichungen  und  Bedingungen  verbleiben  also  noch  die 
dritte  der  Gleichungen  (1),  die  dritte  der  Bedingungen  (2),  die  Glei- 
chungen (4)  und  die  Beziehungen  X,  =  ^e,,,  Y^  =■  fie^^.  Aus  ihnen 
folgern  wir  wie  in  §  2:^9,  daß  die  allgemeinste  Form  für  e„,  fi^, 
lautfit 

..-.G!-.),        e,.-.Q^.).  (10) 

WO  T  eine  Integrationskonstante  und  <t>  die  Torsionstunktion  fOr  den 
Querschnitt  (§  216). 

Die  Verzerrung  ist  durch  die  Gleichungen  (6),  (9),  (10)  ausge- 
drückt; mithin  setzt  sich  der  allgemeinste  Verzerrungszu stand,  der  1) 
gleichförmigen  Sptumungszu stand  entlang  den  Balken  ergibt,  2)  nur  an 
den  Enden  angreifende  Kräfte  voraussetzt,  zusammen  aus  der  mit  ein- 
fachem longitudinaleu  Zug  verbundenen  Verzerrung  (vgl.  §  69),  zwei 
einfachen  Biegungen,  denen  die  Krümmungen  x  und  x'  in  der  (z,e)- 
und  in  der  (y,  eyEhene  entsprechen  (vgl.  §  87),  und  der  Torsion  t 
wie  in  Kap.  XIV. 

Der  Satz,  den  wir  in  diesem  Paragraphen  filr  isotrope  Körper  be- 
wiesen haben,  daß  nämlich  die  Spannungskonipooenten  X^,  Y  ,  X^  ver- 
schwinden müssen,  wenn  c,,  in  x  und  y  linear  ist  und  weder  Oberfltlchen- 
Spannongen  auf  die  zylindrische  Begrenznng  noch  Massenkr&fte  wirken, 
gilt  auch  für  äolotrope  Körper,  vorausgesetzt  daß  die  (x,  y)-EbQne  für 
das  Material  eine  Symmetrieebene  darstellt.') 

§  238.  (lleiohf5Tinig  längs  des  Balkes  veränderliche  Spannong. 
Wir    wählen   die    (x,  y,  «)-Achsen   wie   vorhin   und    behalten   die 
Voraussetzungen  bei,  daß  Massenkrilfte  nicht  vorhanden  sind  und  daß 
die  zylindrische  Begrenzung  des  Balkens  spannungsfrei  ist;  wir  unter- 
suchen diejenigen  SpannungszustÜnde,  bei  denen  die  Spannungs-  und 


1)  J,  BonMineaq,  /.  de  Math.  (Liouinlle),  (Sör.  2),  t  16  (1871). 
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Terzeimngskomponenten  lineare  Funktioneo  von  e  sind.  Wir  schreiben 
die  Spannimgs-  und  VerzerrungskompoDenten  in  folgender  Form 

Z,=  2(?'^+X«",  usw.        c„-^,*>  +  eW,  usw.  (11) 

Die  Oleicbgewicht^leicbungen  nehmen  die  Gestalt  an 

Die  BedingungeD  an  der  zylindrischen  Begrenzung  werden 

«  { coB  {x,  v)  Xm  +  cos  (y,  v)  X^'^  \  +  cos  (x,  v)  X'^' 

+  COB  (y,  v)  X;<*'  -  0,  usw.         (13) 

Die  EompatibilitätsbediiiguDgen  fQr  die  Yerzerrungskomponenten 
lauten 

9«'  gic'         3a:  '  Sy'  ~   dy*         dy  ' 

"ai3y  +  ''8»«i,       8i         8j        "' 
ferner 

dx\cx        dy  1   '   dx\cx        oy  l   '        oy         ex  ' 

dy\dx         dy  I  ^  by\dx         dy  1  ex   ^   dy  '    } 

und 

'  {  dx^  +  ly*         »a:9y;  +  T^'   +  Ty"         g^        '^^  ^^''-' 

In  allen  diesen  Gleichungen  mOssen  die  Glieder,  die  e  enthalten,  und 
die  TOn  e  unabhängigen  Glieder  ^r  sich  verschwinden.  Die  Be- 
ziehungen zwischen  den  Spannungskomponenten  und  den  Yerzerrungs- 
komponenten nehmen  die  Gestalt  an 

E  {e%z  +  ef^  =  X'^'e  +  Xf  -  ff  (3^"£  +  T/  +  Z','>js  +  Z«'),  usw.; 
bierin  sind  die  Glieder,  die  e  enthalten,  und  diejenigen,  die  von  z  un- 
abhängig sind,  für  sich  einander  gleich  zu  setzen. 

Gireifen  wir  zunächst  die  Glieder  in  e  heraus,  so  bemerken  wir, 
daß  alle  Größen  mit  dem  Index  1  denselben  Gleichungen  genügen 
wie  die  entsprechenden  Größen  iii§237.  Daraus  folgt,daß  wir  setzen  können 


(16) 


e'*l  =  e'J-g  =  —  ffc^^,',    Cj^  =  0,  y-.n. 

"        ^  \cx      "/'        "'        '■  \dy   '     /' 
wo  £1,  X,,  *i',  c,  Konstante  bedeuten  und  <t>  die  Torsi onsfonktion  fttr 
den  Querschnitt. 
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Greifen  wir  anderersflits  die  von  £  onabliängigeD  Glieder  heraus, 
so  ergibt  sich  aus  den  beiden  ersten  der  Gleichongeo  (12) 

ff  ( X  rji)  —  y  Xw }  dxdy 

-fy  {cos  {X,  v)  Xf  +  cos  (y,  v)  XJ?>) 

-a;{co8(a;,v)  X«"  +  cos  (j/,  v) If  l  ds ; 

der  letztere  Ausdruck  verschwindet  genülß  den  beiden  ersten  der 
Gleichungen  (13). 

Aus  (17)  folgt  nun 

jjl^ri')  -  yX»)|  dflidy  -  PT,j[y'ja:»  +  y»  +  «.  |?  -  y  g]  dxdy, 

wo  das  Integral  rechter  Hand  der  Eoeffisimt  von  fi  in  dem  Aus- 
druck für  die  Drillungssteifigkeit  des  Balkens  ist.  Somit  verschwindet 
I,')  und  infolgedessen  auch  X*,"  und   ry>, 

Stellen  wir  in  der  dritten  der  Gleichungen  (12)  und  der  Be- 
dingungen (13)  die  ron  e  nnabhängigen  Glieder  heraus,  so  bekommen 
wir  die  Differentialgleichui^ 

und  die  Randbedingung 

X««  cos  {x,  v)  -h  Yf  cos  (y,  v)  =  0; 
dieselben  sind  nur  mit  einander  verträglich,  wenn 

ffzfdxdy-Q. 
Da  ^' =  £(c^  —  j(,a;  —  x,'y),   so   fordert  diese   Gleichung   das    Ver- 
schwinden von  £j. 

Wir  können  nun  die  Gleichungen  (17)  in  folgender  Form  wieder 
hinschreiben 

eiV^-^i^r  — Vy,     «<!]  -  e<» Uff-p,,    4»^  -  ei']  -  e*,»  -  0.      (18) 

Da  XJ"  und  Y'-p  verschwinden,  so  finden  wir,  wenn  wir  in  den 
ersten  beiden  der  Gleichungen  (12)  nnd  der  Bedingungen  (13)  die 
von  z  unabhängigen  Glieder  herausgreifen,  dafi  X*',  Yf\  Xf  ver- 
schwinden und  daß  e*°'  eine  lineare  Funktion  von  x  und  y  ist.  Wir 
kSnnen  daher  setzen 

1)  Dies  ist  QbrigeDB  evident;  denn  wenn  r,  nicht  verschwände,  würden  wir 
Drall  von  ver&nderlichem  Betrag  i, «  haben,  der  durch  Spannungen  an  den 
Enden  aufrecht  erhalten  wfirde.  Die  DrillungsmomeDte  verschiedener  Querschnitte 
würden  einander  dann  nicht  da*  Gleichgewicht  hatten  kOnoen. 
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e('fl_fj_X(,a;-Xo'y,  ^« -.  fW  =  _  ae<t» ,  4<5  =  0,  (19) 
wo  ^01  "o'  V  KonstRnten.     Gleichung  (16)  ist  identisch  erfüllt. 

Heben  wir  in  der  dritten  der  Gleichungen  (12)  und  in  der 
dritten  der  Bedingungen  (13),  sowie  in  den  Gleichungen  (15)  die  von 
z  unabhängigen  Glieder  heraus,  so  finden  wir  wie  in  §  229  and 
§  234,  a),  daß  e<^  und  ^'<  folgende  Form  haben  müssen: 


+  ".'lli+(2  +  «)«»l. 


/^* 


+  v(||+i"!'*  +  a-i»)«*). 


(20) 


wo  X  und  %  die  Biegungsfunktionen  fUr  den  Querschnitt,  die  der 
Biegung  in  der  {x,  ^)-Ebeae  und  in  der  {y,  2)-EbeDe  entsprechen,  und 
Tq  eine  Eonstante. 

Wir  haben  gezeigt,  daB  in  einem  zylindrisch  begrenzten  Körper  der 
allgemeinste  Spannuaggzu stand,  der  nm-  an  den  Enden  angreifende  Klüfte 
voraussetzt  und  bei  dem  die  Spannungskomponenten  lineare  Funktionen 
von  z  sind,  die  Eigenschaft  besitzt,  l)  daß  X,  und  F,  von  e  unabhängig 
sind,  2)  daß  X^,  T^,  X^  Tcrschwinden.  Die  einzige  von  m  abhSngige 
Spannuttgskomponente  ist:  also  Z,,  und  zwar  ist  Z,  eine  lineare  Funktion 
von  s.  Wenn  umgekehrt  Massenkr&fte  nicht  vorhanden  sind  und  X^,  ¥  ,  X 
sämtlich  verschwinden,  gehen  die  Qleichgewichtsgleichungen  über  in 

dz  'et!  '       dx     '    cy  dz  ' 

ans  ihnen  folgt,  daß  X,  und  T,  von  is  unabhängig  sind  und  daß  Z^  eine 
lineare  Funktion  von  z  ist.  Die  Bedingung,  daß  die  Spannung  entlang 
den  Balken  gleichförmig  sich  ändert,  ist  somit  identisch  mit  der  Be- 
dingung, daß  X„  Yj,,  X^  verschwinden.') 

Der  allgemeinste  Verzerrnngszustand,  der  die  Bedingungen  erfüllt, 
1)  daß  die  Spannung  den  Balken  entlang  gleichförmig  variiert,  2)  daß 
nur  an  den  Endflächen  des  Balkens  Kräfte  angreifen,  setzt  sich  zu- 
sammen aus  Dehnung,  die  von  gewissen  an  den  Enden  wirkenden 
Zugkräften  herrührt,  Biegung  durch  an  den  Endflächen  angreifende 
Trans versalkräile  und  Eräftepaare  und  Torsion  durch  Eräftepaare,  die 
an  den  Enden  um  die  Zentittlliuie  als  Achse  wirken.  In  jedem  Quer- 
schnitt hat  die  resultierende  Kraft  folgende  zu  den  (.r,  i/, «)- Achsen 
parallelen  Eomponenten: 

1)  Was  die  Bedeutung  dieser  Resultate  im  Hinblick  auf  die  historigche 
Entwicklung  der  Theorie  anbetrifft,  siehe  Einleitung,  p.  20. 


-cbv  Google 


QleichfOimig  ]&age  des  BalkeiiB  vei^detlicbe  Spumnng.  409 

wo  I '^  I  j x^dxdy  und  T  =  j  j y*dxdy;  die  Komponentea  des  re- 
aultierenden  KrÖftepaarHj  bezogen  auf  Achsen  von  der  Richtung  der 
X-  and  der  ^-Achse,  Bind  gleich 

-  EI «  4-  «,'ä)  ,        El  (x„  -i-  x^g) , 
seine  Komponente  um  die  z-Achse  ist  gleich 

,.Jß^  +  y-  +  ,f,-yf^ä.äy 
+  /'»,jJ(«f|-9||  +  (2  +  i«)*'!/-(l-i«)»')<'»i'y 

Die  Lösungen  der  Probleme,  die  sich  so  darbietenr  wurden  in  frflheren 
Kapiteln  diskbtiert. 

§  239.  OleioUSniiig  belasteter  Balken.   ZoriLckführang  des  Problems 
aof  eia  Problem  ebener  Verzerrnng.') 
Wir  wählen   die  Achsen  wie   vorhin   imd   nehmen  nun  an,    daß 
alle  SpannuQgs-  und  YerKernrngskomponenten  sich  durch  quadratische 
Funktionen  von  e  auedrllcken,  sodaß  z.  B. 

X,-.X«'^*+ 3:<?'^+ X««,    e„=-0* +  «!']'  +  «£']■       (21) 

Femer  nehmen  wir  an,  daß  eine  Massenkraft  wirkt,  deren  Kompo- 
nenten parallel  zur  x-  und  zur  y-Ächse  X,  Y  sind,  und  daß  an  der 
zylindrischen  Begrenzung  eine  Oberäächenspsnnung  angreift,  deren 
Komponenten  entsprechend  X,,  Y^  sind;  diese  Größen  werden  als 
unabhängig  von  g  vorausgesetzt.  In  den  Grleichgewicbtsgleicbungen, 
den  Randbedingungen,  den  Kompatibilitätsbedingungeu  fOr  die  Ver- 
zemingskomponenten  und  den  Beziehungen  zwischen  Spannung  und 
Verzerrung  können  dann  die  Glieder  zweiten,  ersten  und  nullten 
Grades  in  e  gesondert  behandelt  werden. 

Greifen   wir  zunächst   die   Glieder  heraus,   die   e*  enthalten,   so 
finden  wir  genau  wie  ia  §  238,  daß  wir  setzen  köunen 

«1V  =  *»  — *i^  — Vj/-  I 

^,V  -u(~-  y),     4^  -  r,  (^  +  x), 

wo  £j,  X,,  Xg',  Tj  Konstanten  und  <t>  die  Torsionsfunktion  fUr  den  Quer- 
sclmitt. 

11  Die  Theorie  atammt  voa  J.  H.  Michell,  Quart.  J.  of  Math.,  vol.  32  (1901). 
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Heben  wir  andererseits  die  Glieder  heraus,  die  z  enÜialten,  so 
können  wir  zeigen,  daß  r,  und  c,  verschwinden  müssen  und  daß  wir 
setzen  kSnnen 

^^l  =  4» tf  e(» ,    ei»  -  0 , 

^.^^-  ^^  ß*-y)  +  2.,(|^+i«^»+  (1  -iff)y') 

+  2«.'j||  +  (2  +  ö)^y), 

4'^-^.f^  +  ^)  +  2x.||j  +  (2+«).yj 

+  2x.'|^  +  itf/+(l-iff)a:»), 

wo  £,,  Xj,  x^',  T,  Konstanten  und  j;  und  %    die  beiden  Biegungafunk- 
tionen  ffir  den  Querschnitt. 

Zur  Bestimmung  von  X'J'^  . . .  liaben  wir  die  Gleichgewichts- 
gleichungeu 


(24) 


+  -'-jr  ^  2^v 


-0 


and  die  Randbedingungen 

Xf  cos  (ar,  v)  +  X«»  cos  {i/,  v)  -  X,  =  0 
X<?>  cos  (a;,  v)  +  Y«"  cos  (y,  r)  -  T,  =  0 
XW  cos  {:c,  v)  +  r»«  cos  (y,  v)  =0 

Die  dritte  der  Gleichungen  (24)  und  der  Bedingungen  (2ö)  sind  nur 
dann  vertniglich,  wenn  die  Konstante  e,  von  (23)  Tersehwindet. 

Femer  sind  efl, . . .  und  X^*\  . . .  durch  die  gewöhnlichen  Be- 
ziehungen zwischen  Spannung  und  Verzerrung  mit  einander  rerkuüpft, 
uud  zudem  haben  wir  die  Kompatibilitätsbedingungen  für  die  Yer- 
zerrungskomponenten  in  der  Form 


(26) 
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«»/ 


?vj» 


äiSj 


Die  Gleichungen  (26)  liefern  uns  die  Form  von  ef>: 
<4^  -  »o -«•*-».'!'  + 2«,  (z  +  Ij")  +  2«,' d' +«•»)  + t,' 
älmlicli  wie  in  §  238  finden  wir 

I»: 


*!-'. 


-J+« 


+  «■ 


J  +  i»l'  +  (l-i.)»'| 
j||  + (2 +  ,):.,) 


(27) 
(28) 


(30) 


woriD  «0,  Xg,  X,,',  Tg  Konstanten  und   0,  %}  %    ^^  vorhin  genannten 
Funktionen  bedeuten. 

E8  erübrigt  noch,  Xf>,  Yf^,  X^^  aus  den  ersten  beiden  Glei- 
chungen (24),  den  ersten  beiden  der  Bedingungen  (25),  den  zuge- 
hörigen Beziehungen  zwiechen  Spannung  und  Verzerrung  und  der 
Gleichung  (28)  zu  bestimmen.  Diese  Bestimmung  erfordert  tatsäch- 
lich die  LSeung  eines  Problems  ebener  Verzerrung.     Setzen  wir 

xm  =  ie(«  +  xj,      r«»  -  -ifii»>  +  r/,  (31) 

so  lauten  die  Gleichungen  des  Problems  ebener  Verzerrung: 

0XL    ,    gXJI"    ,    r    V   ,    -ini)  ,    .  2<'i'l       n     I 
dx   ^    dy    ^  l"      ^     '   ^       dx  J         '    \ 

hierzu  treten  die  Gleichungen  (28),  die  Gleichungen 

X.'  -  »4«  +  (J  +  2(.)  eS'i,         y;  -  Je™  +  (i  +  2(i)  4»,  | 
Xp  -  jieS»  I 

und  die  Bandbedingungeu 

X;  cos  (»,  v)  +  Zy»  cos  (»,  1.)  -  [X,  -  1«1«  cos  (x,  v)],  1 
Xf«  cos  («,!;)+  r,'ooe(i(,  !>)-[?,- Ji!l»>  cos  (j(,r)].  | 
Die  Ausdrflclie  in  den  eckigen  Klammern  in  (32)  und  (34)  können 
als  bekannt  angesehen  werden. 

Die  hier  entwickelte  Theorie  läßt  eine  Erweiterung  auf  den  Fall  zu, 
wo  die   l&ngs   des  Balkens  angreifenden  Kräfte  sowohl   tongitndinale  wie 
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transversale  Komponenten  besitzen,  vorausgesetzt  daß  diese  sBmtlich  von 
jE  .  nnabbSngig  sind.*)  Die  letztere  Beschi&nlmng  läßt  sich  jedoch  beseitigen, 
und  die  Theorie  kann  weiterhin  auf  den  Fall  ausgedehnt  werden,  dafi  alle 
l£ngs  des  Balkens  angreifenden  EJräfte   durch  rationale   ganze  Funktionen 

von  z  dargestellt  sind.') 

§  240.   Die  KoüBtanten  der  Lösimg. 
W,  W  seien  die  zu  der  x-  und  der  y-Aehse  parallelen  Eompo- 
nenten  der  gleichförmiften  Last,  sodaß  wir  haben 

W—ff9Xdxdy-hfx,dS, 
entsprechend  W.     Aus  den  Gleichungen  (33)  und  (34)  finden  wir 

W  -  -ffx^^dxdy,       W  -  -ffr^^dxdy.  (35) 

Wir  können  nun  die  Gleichungen  hinschreiben 

- /» I  X.oos(i,i')+ r.cos(!/,r) )  lis+ZTil  ^,"+2«ZS )  ÄmJy 

entsprechende  Oleicbungen  gelten  für   /  /  Y.dxdy.    Somit  finden  wir 
2EIx,  =  W,        2EI'x^  =  W.  (36) 

Die  Konstanten  Xj,  x,'  bestimmen  sich  ahio  aus  der  Last  pro  Längen- 
einheit. 

Wenn  die  Massenktäfte  und  die  auf  die  zylindrische  Begrenzung 
wirkenden  Oberfiächenspannuugeu  zu  einem  Krüftepaar  um  die  ;e<-Achse 
Anlaß  geben,  so  ist  das  Moment  dieses  Kniftepaars  gleich 

fflf  (x  Y-yX)  dx dy  +f{x  Y,  -  y  X,)  ds ; 

aus  den  Gleichungen  (32)  und  (34)  folgt,  daß  dieser  Ausdruck  gleich 

-ff{xY^^>-yX^:i]dxdy 

ist.  Setzen  wir  ;iei'^  für  X<"  und  iii^^l  für  F/'  ein  und  benutzen  die 
in  (23)  für  c^'j  und  t^']  gegebenen  Ausdrücke,  so  erhalten  wir  eine 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  r^.  Wenn  drillende  Kräftepaare  längs 
des  Balkens  nicht  angebracht  sind  und  der  Querschnitt  zur  x-  und 
zur  y-Achse  symmetrisch  liegt,  verschwindet  r,. 

Die  Konstanten  x^,  x,',  Tj  hängen  sonach  von  den  auf  die  Längen- 
einheit entfallenden  resultiereuden  Kräften  und  Klüftepaaren  ab.    Die- 


1)  J.  H.  Michell,  loc.  eit.  p.  409. 

2)  E.  Almanai,  Bom,  Äce.  Lincei  Bend.  (Sex.  6),  t.  10  (1901). 
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jenigen  Glieder  der  Lösung,  die  die  übrigen  Konstanten  fp,  Xq,  Xg', 
X,,  x^',  Tg  enthalten,  stimmen  mit  den  Gliedern  der  vollstündigen 
Lösung  des  Problems  von  §  238  flberein.  Diese  Konstanten  bangen 
daber  von  den  Hber  die  Endquerachnitte  des  Balkens  resultierenden 
Kräften  und  Kräftepaaren  ab.  Da  die  Glieder,  die  Xg,  x,',  t,  allein 
entlulten,  das  Yorbaudensein  von  Spannungen  auf  die  Normalacbnitte 
bedingen  würden,  so  mfissen  die  über  einen  Endquerscbnitt  resul- 
tierenden Kräfte  und  Kräftepaare  sich  durch  Hinzufügen  der  von  den 
Gliedern  in  Xj,  x^',  r^  herrührenden  Anteile  zu  den  am  Schluß  von 
§238  berechneten  Anteilen  ergeben.  Die  Qbrigen  Konstanten  fg, ■■■ 
drücken  sich  dann  durch  die  Last  pro  Längeneinheit  und  die  an  den 
Enden  angreifenden  Kräfte  nnd  Kräftepaare  aus. 

Wenn  die  Funktionen  <t>,  %>  %  bekannt  sind  imd  das  Problem 
ebener  Verzerrung  gelöst  ist,  kennen  wir  den  Spannungs-  und  Ver- 
zermngßzustand  in  dem  durch  gleichförmige,  irgendwie  verteilte  Be- 
lastung und  durch  Kräfle  und  Kraftepaare  an  den  Enden  gebogenen 
Balken.  Wie  in  den  Kapiteln  XIV  und  XV  können  die  an  den  Enden 
angreifenden  Kräfte  und  Kräftepaare  irgend  einen  fesl^^etzten  Be- 
trag haben,  die  Spannungen  selbst  aber,  denen  sie  statisch  gleich- 
wertig sind,  müssen  in  ganz  bestimmter  Weise  verteilt  sein. 

%  241.   Spuianng  and  Verzeming  der  B&lkenelemente. 
Drei  der  Verzerrungskomponenten  bestimmen  sich,  ohne  daß  das 
Problem    ebener   Verzerrung   gelöst    ist.     Es   sind   dies   c„,  e,,,,  c^,. 
Wir  haben 

,,  =  «0  —  {H  +  "i'«'  +  *»■'*)  ^—i*^-^  "i'«  +  fi'-F')  J(  +  2;£j  0;  +  ly* 
+  2x,'{j:'  +  a:»y)  +  t,0, 

,,  =  (to  +  x,z)  (IJ  -  y)  +  U,  +  2x,^)  I  ll  +  ^ffo:^  +  (1  -  iff)  y») 


-h(V  +  2V^)|^^+(2  +  *)a:y], 


(37) 


«,.  -  {'0  +  ^.*)  (I*  +  ^)  +  C*.  +  2x,^)  j  ||  +  (2  +  ff)  xx,\ 

+  (x/-^2x,»j|;  +  (l-^<,)a:'  +  iffy']- 

Die  Konstante  e^  ist  die  Dehnung  der  Zentrallinie.  Wir  werden 
sofort  sehen,  daß  sie  im  allgemeinen  nicht  dem  resultierenden  longi- 
tudinalen  Zug  proportional  ist.  Die  Konstanten  Tq  und  %^  werden 
durch  die  Bemerkung  gedeutet,  daß  Cq  +  t,z  der  Drall  des  Balkens  ist. 
Um  die  mit  Xg, . . .  bezeichneten  Konstanten  zu  deuten,  bemerken 
wir,  daß  die  KrQmmung  der  Zentrallinie  in  der  (j;,  ^)-Ebene  gleich 
dem  Werte  von  c*u}c^  ßr  a:  —  y  —  0  ist.    Nun  haben  wir 
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3«'        du         Sx 

=  (*o  +  «1«  +  *!«•)  -  'i?  +  «jff  (ic*  -tf')  +  ^xt'axy;  (38) 
die  in  Bede  stehende  Erümmung  ist  also  gleich  «„  +  x,x  +  )t,iF*. 
Ebenso  wQrden  wir  finden,  daß  die  Erümmung  der  Zentisllime  in 
der  (y,  ^)-Ebene,  die  sict  als  Wert  von  o'vße*  för  a:  — y  — 0  be- 
rechnet, gl«ich  Xfj'  +  Xi'e  ■+■  Xf'e*  ist. 

Bas  Auftreten  der  Glieder 

«0  +  2)c,  Ck  -I-  a;y»)  +  2x,'  (j  +  x'jf)  +  T,<t> 
in  dem  Ausdruck  ftlr  e,,  zeigt,  daß  die  einfache  Beziehimg  zwischen 
der  Dehnung  der  Längsfasern    und  der    Erümmung  der  Zentrallinie, 
die  wir  im  Falle  der  Biegung  durch  Endkräfte  vorfanden,  beim  gegen- 
wärtigen Problem  nicht  zutrifft 

Von  den  Spannungskompoaeuten  bestimmen  sich  nur  zwei,  näm- 
lich X^  und  Y^,  ohne  daß  das  Problem  ebener  Verzerrung  gelöst 
ist.  Ihre  Resoltanten  aber  einen  Qnerachnitt  sind  bezüglich  gleich 
—  .E/ (icj -i- 2x,«)  und  —  £J' («,' +  2x,'/).  Das  Gesetz,  nach  dem 
die  diesen  Resultanten  statisch  gleichwertigen  Tangentialspannungen 
JC,  und  y,  über  den  Querschnitt  verteilt  sind,  ist  das  gleiche  wie 
bei  den  Saint -Yenant sehen  Lösungen  (Eap.  XV).  Haben  wir  Drall 
Tq  -|~  t^2,  so  sind  die  Spannungen  X,  und  y„  die  mit  dem  Drall  ver- 
bunden sind,  in  derselben  Weise  über  die  Querschnitte  verteilt  wie 
beim  Torsionsproblem  (Eap.  XIV). 

Die  SpannuDgskomponente  Z,  ist  nicht  gleich  Ee^,,  weil  die 
Spannungskomponenten  X„  Y^  nicht  null  sind;  die  Kräfte  und  Eräfte- 
paare  aber,  die  aus  den  Spannungen  Z,  auf  die  Elemente  eines  Quer- 
schnitts resultieren,  lassen  sich  durch  die  Konstanten  der  Lösung 
ausdrücken,  ohne  daß  das  Problem  ebener  Verzerrung  gelöst  ist.  Die 
Resultante  der  Spannungen  Z^  liefert  den  resultierenden  longitudinalen 
Zug.  Die  Momente  der  Spannungen  Z,  um  die  durch  den  Schwer- 
punkt gehenden,  zur  x-  und  zur  y-Achse  parallelen  Achsen  stellen 
die  diesen  Achsen  entsprechenden  Komponenten  der  Biegungsmomente 
für  die  einzehien  Querschnitte  dar. 

Um  den  resultierenden  longitudinalen  Zag  auszudrücken,  bemerken 
wir,  daß 

ffz,dxdy  =JJ'z;»dxdy  ~ff[£t^°)  +  o  (Xf  +  rj"')]  «^a^dy. 
Wir  können  nun  die  Gleichungen  hinschreiben 

-fi  I  Xf  cos  (ic,  v)  +  Xf  cos  (j/,  1/)  1  ds 

+Jfx(,Xm  +  tX),lxdy. 
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Das  liitegral  j  j  Yf^dxdy  läßt  sich  in  derselben  Weise  umformen, 
und  wir  finden  daher  die  Formel 

jyz,dxdy~ff[ESf}  +  ex  (X*»)  +  <>X)  +  tfy  (Ttt)  +  ^  7)]  dxdy 
+  <}f{xX^  +  yY:)ds.  (39) 

Da  der  resnltierende  Longitudinalzug  fQr  alle  Querschnitte  der  gleiche, 
und  zwar  ^eich  dem  vorgeschriebenen  am  Ende  angreifenden  Zug 
ist,  Bo  bestimmt  diese  GleichuDg  die  EonstaDte  Cg. 

Wir   gehen   zur   Berechnung   der   Biegungsmomente    Über.     Be- 
zeit^et  M  das  Biegungsmoment  in  der  {x,  «)-£bene,  so  haben  wir 

M ffxZ,dxdy  (40) 

und  daher 

^-^ flx{Zi^  +  2zZP)  dxdy  =  £/(xi  +  2«)t,). 

Diese  Gleichung  zeigt,  daB  M  sich  in  der  Form  ausdrücken  Ußt 

J£  =  £/  («0  -I-  Xiir  +  X,«')  +  const.  (41) 

Ebenso  können  wir  zeigen,  daß  das  Biegongsmoment  in  der  {y,  z)- 
Ebene  sich  folgendermaßen  ausdrückt: 

EI'  «  +  "i'«  +  's'«*)  +  cOQst- 
Wir   werden  sogleich  darlegen,   wie   die  Konstanten   sich  bestimmen 
lassen. 

§  242.  Beziehung  zwischen  der  Erümmang  und  dem  Biegongsmoment 
Wir  betrachten  den  Fall,  wo  das  eine  Ende  r  =  0  befestigt,  das 
andere  Ende  z  =  1  spannni^sfrei  und  die  Belastung  statisch  gleich- 
wertig ist  mit  einer  im  Schwerpunkt  des  Querschnitts  in  Bichtong 
der  »-Achse  wirkenden  Kraft  W  pro  Längeneinheit.*)  Das  Biegungs- 
moment M  ist  gegeben  durch  die  Gleichung 

M=isW{l-zy  (42) 

und  durch  Vei^Ieich  mit  (41)  ergeben  sich  die  Gleichun^n 

x^  =  -WllEl,         ^-iiWIEI.  '  (43) 

Wäre  die  additive  Konstante  auf  der  rechten  Seite  von  (41)  gleich 

null,   SD   würde  die  Beziehung  zwischen   dem   Biegungsmoment   und 

der   Krümmung   genau   dieselbe    sein,    wie    bei    der    gleichförmigen 


1)  Dei  wichtige  Fall  eines  an  den  Enden  nnteratatzten  Balkens,  der  eine 
Last  W  pro  Längeneinheit  tifigt,  erledigt  eich  durch  Kombination  der  Lflanng 
fflr  einen  Balken  mit  einem  apannungefieien  Ende,  der  durch  dieselbe  gleich- 
iBnnige  Belastung  gebogen  wird,  nnd  de^enigen  f&  einen  Balken,  der  durah 
eine  am  Ende  angreifende  Trausveraalkraft  Tom  Betrage  —  J  Wl  gebogra.,wird. 
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Biegung  durch  Kräftepaare  und  bei  der  Biegung  durch  eine  am  Ende 
angreifende  Last.  Im  allgemeinen  verschwindet  die  fragliche  Kon- 
stante nicht.  Um  sie  zu  bestimmen,  bemerken  wir,  daß  der  Wert 
von  M  iüi  e  =^Q  gleich 

-ffx  [.Bei«  +  0  (Xm  +  rl»)]  dxdy 
ist  und  daher 

Wir  können  nun  die  Gleichung  hinschreiben 
■  ffx(X<«+ri")dxds 

-fli  (.'•  -y')X,  +  ,,j  Y,-]  ds  +ffu  (i*  -  !,•)  ((,  X  +  XI«) 

+  iy(QY+  P«y\dxdtl. 
Wir  haben  daher  das  Resultat 

Jlf- £/(»,  +  »,« +  «,»•) 

-  -ffixiifi  +  x,x)dxd)  -  «fu  (»■  -  ji")  X.  +  ij  r,]  ds 

-  «ff[i  («•  -9')((,X+  XIU)  +  „j,  (p  r  +  !■(■))]  didf.    (45) 

Da  Jtf  durcli  (42)  gegeben  ist,  so  bestimmt  diese  Oleicbung  die  Kon- 
stante Xij.  Die  rechte  Seite  von  (45)  stellt  den  Wert  der  additiven 
Konstanten  auf  der  rechten  Seite  von  (41)  dar. 

Das  Ergebnis,  daß  das  Biegnngsmont  der  Krämmang  nicht  propor- 
tional ist'),  wenn  die  Last  über  die  Lauge  des  Balkens  verteilt  ist,  kOnnen 
wir  durch  Falle  erlKutem,  wo  eine  Erümmung  ohne  ein  Biegungsmoment 
vorhanden  ist.  Ein  solcher  Fall  liegt  bei  den  LSsungen  von  §  87  vor, 
wenn  wir  nur  die  ff-  und  die  z-Achse  miteinander  vertauschen.  Danach 
kann  ein  Spannungssystem,  bei  dem  alle  Spannungskompo&enten  auBer 
Y^  verschwinden,  während  Y^  die  Form  Eax  hat,  durch  OberüBchenspan- 
nuugeu  vom  Betrage  Eax  cos  (y,  v)  parallel  zur  ^-Achse  erhalten  werden. 
Diese  Spannungen  halten  sich  au  jedem  Querschnitt  selbst  das  Gleich- 
gewicht, und  ein  Biegungsmoment  gibt  es  nicht.  Die  entsprechende  Ver- 
schiebung ist  gegeben  durch  die  Gleichungen 

«  =-  —  ^  a  (ffx*  +  y*  —  ö^'),     V  =  axy,     w  =  —  etcxz, 

1)  Dies  Er|;ebnis  wurde  zuerst  von  £.  Fearson  abgeleitet.  Siebe  Ein- 
Ititung,  FaBnote  92.  Die  Formel  (45)  rührt  her  von  J.  H.  Michell,  loc.  cit.  p.  409. 
Der  Betrag  der  Fitra-Krilmniung  itt  fdr  eiuige  spezielle  Fälle  in  iiU  berechnet 
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sodali  die  Zentrallime  {x  =  0,  y  =  0)   durch  die  Biegung  die  Krümmung 
aa  bekommt 

Ein  anderes  Beispiel  liefert,  der  Spannongsznstand,  der  durch  die 
Gleichungen 

X^  —  Eax,     1\  —  Eax,     X^  =  ~  Eay,     X,  =  T,  =  Z,  —  0 
gegeben  ist  und  durch  Oberflächenspannungen  vom  Betrage 

Ea  ljcos(a^  v)  -i/cös(y,  v)j,     tV  {xcos{y,  i-)  -  j/cos(t,  v)  | 
parallel   zur  x-   und   zur  y-Achse  aufrecht  erhalten  werden  kann.     Diese 
Spannungen    halten  sich  an  jedem  Querschnitt  selbst  das   Gleichgewicht, 
und  ein  Biegungsmoment  tritt  nicht  auf.     Die  entsprechende  Verschiebung 
ist  gegeben  durch  die  Gleichungen 

M  =  «  !i(l-<r)i»-i(3  +  ff)y»  +  ffj»|,     v  =  Ki\~<s)xti, 
w  —  —  2aaxz, 
und  die  Krümmung  der  Zentrallinie  ist  San. 

Betrachten  wir  eine  von  zwei  Normalschnitten  des  Balkens  begrenzte 
Schicht  als  bestehend  aus  einer  Reihe  zur  Balkenrichtung  transversaler 
Fasern  und  stellen  uns  vor,  diese  Fasern  würden  durch  Kräfte,  die  an  den. 
Enden  angreifen,  gebogen,  so  ist  klar,  daß  die  Zentrallinie  des  Balkens 
eine  Krümmung  erfthrt,  die  von  der  Verkürzung  und  Dehnung  der  Lftugs- 
fesem  herrühii;  genau  so  wie  die  transversalen  Fasern  eines  durch  eine 
Endlast  gebogenen  Balkens  gekrümmt  werden.  Die  Neigung  zu  anti- 
klastischer Krümmung,  die  wir  im  Falle  eines  durch  Endlasten  gebogenen 
Balkens  feststellten,  liefert  eine  Erklärung  dafür,  daB  verteilte  Lasten  eine 
gewisse  Krümmung  hervorrufen,  außer  derjenigen,  die  in  der  gewöhnlichen 
Weise  mit  dem  Biegungsmoment  verknöpft  ist.  Diese  Erklärung  legt  die 
Vermutung  nahe,  daß  die  hier  erörterten  Verhältnisse  von  hervorragender 
Bedeutung  z.  B.  bei  Hängebrücken  sind,  bei  denen  eine  die  Mitte  der 
Fahrbahn  entlang  bewegte  Last  von  den  an  den  Seiten  angebrachten  Zug- 
stangen aufgenommen  wird. 

§  243.    Dehniutg  der  ZentraUinie. 

Die  Tatsache,  daß  die  Zentrallinie  eines  durch  transversale  Last 
gebogenen  Balkens  im  allgemeinen  gedehnt  oder  verkürzt  wird,  war  seit 
langem  als  Ergebnis  des  Experiments*)  bekannt;  ein  derartiges  Resultat 
ist  auch  von  vornherein  sehr  plausibel.  Wir  betrachten  z,  B.  den  Fall 
eines  Balkens  von  rechteckigem  Querschnitt,  der  längs  der  Oberseite  be- 
lastet  ist.  Auf  die  horiiiontalen  Querschnitte  muß  Druck  wirken,  der  vom 
Wert  null  auf  der  Unterseite  bis  zu  einem  endlichen  Wert  auf  der  Ober- 
seite zunimmt.  Mit  diesem  Druck  muß  eine  Verkürzung  der  horizontalen 
'Fasern  verbunden  sein.  Der  Wert  der  Dehnung  der  horizontalen  Zentral- 
linie bestimmt  sieb  mittels  der  Formel  (39).  Da  der  Spannungszustand 
nicht  durch  den  vertikalen  Druck  allein  gekennzeichnet  ist,  so  drückt  sich 

1)  Fabr^,  Paris  C.  ».,  t.  46  (186«). 
Lot.,  KU..i.i.i.  ^,^^7^^  ^^  Google 
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die  Dehnung  nicht  so   einfach  aiu,   wie  obiges  Beweis  verfahren  schließen 
lassen  möchte. 

Das  Ergebnis,  daß  g^,  ^  0 ,  kann  man  auch  dahin  aussprechen,  daß 
die  neutrale  Ebene,  wenn  eine  solche  existiert,  die  Zentrallinie  nicht  ent- 
hält. Im  allgemeinen  wärde  der  Ort  der  Punkte,  in  denen  e,,  verschwin- 
det, d.  h.  in  denen  keine  LKngsdebnung  herrscht,  als  die  „neutrale  FlBche" 
zu  bezeichnen  sein.  Ist  sie  eben,  so  wird  man  von  der  neutralen  Ebene 
sprechen. 

§  244.   Erläatenmgen  nnd  Beispiele  znr  Theorie. 

a)  Form  der  Lösung  des  Problems  ebener  Yerzemmg.  Haben  wir 
als  Massenkraft  das  Gewicht  des  Balkens  und  sind  OberflKchenspannungen 
nicht  vorhanden,  so  können  wir  die  Lösung  des  Problems  ebener  Ver- 
zerrung (§  239)  einen  Schritt  weiter  fordern,  ohne  %  zu  bestimmen.  Setzen 
wir  in  diesem  Falle  X^g,  T  =>  0,  so  erkennen  wir,  daB  die  Lösung  der 
Spannungsgleichungen  (32)  sich  in  folgender  Form  ausdrucken  läßt: 

X;  -  l'y^  -  i«"  -  <;?*  -  2  *,^  [X  +  i  ff^  +  (1  -  i  ff)  ^y*]  ,| 


A- »)  =.  - 


a'it 


wo  Sl  so  zu  bestimmen  ist,  daß  die  Kompatibilitatsbedingung  (28)  be- 
friedigt ist.  Es  läflt  sieb  zeigen,  daß  diese  Gleichung  zu  folgender  Glei- 
chung filr  fl  führt: 

V,*Ä~2^Xj(2-|-5)ji  (47) 

Nehmen  wir  die  partikulare  LOsung 

s^-'---^°i'{^  +  y')\  (48) 

SO  erhalten  wir  .  fär  X^',  .  .  .  ein  Wertesystem,  das  Oberflfichenspannungen 
erfordert.  Wir  mflssen  daher  ein  zusätzliches  Spannungssjstem  überlagern, 
das  diese  Oberflachenspajmungen  aufhebt  und  nicht  mit  Massenkraft  ver- 
bunden ist;  mit  anderen  Worten,  wir  müssen  eine  komplementäre 
Lösung  von  V|'Ü  ^  0  zu  dem  in  (48)  gegebenen  Wert  von  Sl  hinznitigen, 
und  diese  Lösung  ist  so  zu  bestimmen,  daß  die  Randbedingungen  be- 
friedigt werden. 

b)  Lösung  des  Problems  ebener  Vereeming  filr  einen  BaJken  von 
J!rcisßnnig(m  Querschnitt,  der  durch  sein  üigengetciclit  gebogen  wird.  Ist 
die  Begrenzung  ein  Kreis  x*  +  y^  =  a',  so  haben  wir 

%--a  +  i«)"'«  +  i(''-3i;j');  (49) 

die  Oberflachen  werte  der  durch  (46)  ausgedruckten  Spann  ungskomponeuten 
lassen  sich  für  den  Fall,  daß  Sl  durch  (48)  gegeben  ist,  vereinfachen 
durch  die  aus  (36)  folgende  Beziehung  i/p  =■  fi«ja'(l  -|- ff).  Es  ergibt 
sich,  daß  diese  Werte  durch  die  Gleichungen  gegeben  sind 

üigmzccCyGoOgle 


Sp«zielle  LOsiiDgeii. 

_    '  +  '-1: 


V  -  l-»!  '  ä  °  (5  ''  +  3 1»')  -  itÄ  +  p»,  (1  +  }  »)  a'* 


(60) 


Die  TOD  äeo  Gliedern  in  fix,  -^-  -  herrOhrendeD  OberflScbenspaonungen 
lassen  sich  durch  Überlagerung  des  Spannnngs^stems*) 

Eum  Terschwinden  bringen.  Die  von  dem  Qlied  in  ftxja'o:  herrührenden 
Oberfl&chenspannongen  fcönnen  wir  anfbeben  durch  Überlagerung  des  Span- 
nungssystetns 

X,'  -  0,     r/ ^K,  (1  +  i  tf)  a*x,     X/J  -  0.  (52) 

Die  von  den  Gliedern  in  f>iix,(x*—  Zxy*)  berrflbreuden  OberflScbenepan- 
nungen  lassen  sich  durch  Überlagerung  des  Spannungasj^tems 

z/ - p.^x(jx»- 1,'  +  ,>■),    y; _ M'H'{- i«'  +  in'  +  «"■). 

XM-,.»,,{-ii' +  £(,'-»•))  (63) 

zum  Yerschwinden  bringen.  Die  Spannungskomponenteu  X^,  Y^,  X^^^ 
sind  daher  bestimmt,  und  das  Problem  ebener  Verzerrung  ist  somit  filr 
eine  kreisförmige  Begreuzung  gelöst. 

c)  Korrektionsformel  für  die  diesem  Feäl  mlspreckende  Krümmung. 
Im  Falle  eines  Balkens  von  kreisrörmigem  Querschnitt,  der  durch  sein 
Eigengewicht  gebogen  wird,  wird,  wie  sich  zeigen  iSBt,  tg  —  0,  d.  h.  die 
Zeutr^linie  bleibt  nngedehnt,  und 

*0         E    a'V  6(1+0)        iV'  *•     •' 

Wollte  man  die  Krflmmnng  nach  der  gewöhnlichen  Regel  aus  dem  Bie- 
gungsmoment berechnen,  so  würde  man  den  zweiten  Term  in  der  obigen 
Klammer  vemachlSssigeu.  Die  Korrektion,  dia  flir  die  Krüramung  bei 
verteilter  Last  einzusetzen  ist,  ist  also  von  folgender  Größenordnung 

[lineare  Abmeaaung  deg  Querschnittal* 
Bilkeiilänge  "    ~  " J  " 

Eine  an  die  Form  von  (4fi)  anschlieBende  Betrachtang  würde  zeigen,  daß 
dies  Resultat  allgemein  ftlr  einen  durch  sein  Eigengewicht  gebogenen 
Balken  gilt.') 

1)  Einige  der  hier  benötigten  Losungen  des  Problems  ebener  Verzerrung 
in  einem  Ereia^linder  wurden  in  %  186  gegeben. 

2)  Lösungen  des  Problems  derBiegang  eines  KieisE7linderH  oder  elliptiachen 
Zylinders  durch  LMten,  die  in  spezieller  Weise  verteilt  sind,  haben  Pearaon, 
Quart.  J.  of  Math.,  vol.  24  (lä81t)>  ""d  Fearson  und  Filon,  Quarl.  J.  of  Math. 
vol.  81  (1899)  mitgeteilt. 

Disiti?i5b'cyG00gle 
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d)  SdmKÜer  rechteckiger  Balken,  der  längs  der  Oberseite  heiastet  ist. 
Wir  könneo  die  Theorie  auch  auf  den.  FaU  eines  schmalen  Balkena  von 
rechteckigem  Querschnitt  anwenden,  der  längs  der  Oberseite  gleichmSBig 
belastet  ist.  Wir  beha&dela  das  Problem  als  dsA  eines  verallgemeiuerteD 
ebenen  Sp&nnungszustandes  ^)  und  sehen  vom  Eigengewicht  des  Balkens 
ab.  2  a  sei  die  Höhe  des  Balkens,  2  b  die  Breite  und  l  die  Länge.  Die 
£'Achse  falle  in  die  horizontale  Zentrallinie  and  die  :c-Acbse  in  die  ab- 
wärts gerichtet«  Vertikale  am  befestigten  Ende,  ;  ^  0.  It'  bezeichne  die 
Last  pro  lÄngeneinheit.  Die  Mittelwerte  der  Spanaungskomponenten, 
Xj^,  Z,,  X,  drücken  sich  in  der  Form  aus 

^.--n  +  ^(«''-'>»')'  I 

X, i£(o'-a;")(«,H-2K,i),  ) 

wo  der  Gleichung  (42)  gemfiB  sein  muB 

''-,E,n'     ''-->EiV     ^  -  Ort  l'  +*-!'-)■         (56) 
Die  Krümmung  der  Zentrallinie  ist,  wie  sich  zeigen  läßt,  gleich 
j1  —  (2  +  ff)»t,o*  +  »1«  +  x^«*, 
mithin  gleich 

.-^lK'-')'-(ä  +  «)'''l- 

Das  in  (f  -i-  e)  a'  multiplizierte  Glied  stellt  die  Korrektion  dar,  den  der 
nach  der  gewöhnlichen  Regel  berechnet«  Wert  der  Krümmung  erfährt. 

Die  Dehnung  der  Zentrallinie  ist,  wie  sich  zeigen  UBt,  gleich 
eWj^hE;  sie  ist  genau  halb  so  groß  wie  die  Dehnung,  die  der  Balken 
erfahren  würde,  wenn  er,  an  den  Enden  &ei,  längs  der  Unterseite  unter- 
stützt wftre  und  Ifings  der  Oberseite  dieselbe  Last  tröge.  Die  neutrale 
Fl&obe  ist  gegeben  durch  die  Gleichung 

« [3  i-'ß'-  +  3  (J  +  .)  -  (2  +  .)  -^1]  -  2  .o. 

In  beträchtlicher  Entfernung  vom  freien  Ende  liegt  diese  Fläche  etwa  um 
^  oa'/(i  —  zf  Tinter  der  Zentrallinie.  Das  Resultat,  daß  die  neutrale  Fläche 
auf  der  den  Krümmungsmittelpunkten  zugewandten  Seite  der  Zentr»lliiiie 
verläuft,  ist  experimentell  bestätigt  worde^.') 

e)  Zweifach  urUerstützler  Balken.  Wenn  wir  über  das  in  (55)  ge- 
wonnene Spannungs System  den  von  einer  Last  —  ^  W  am  Ende  t:  —  l 
herrührenden  Spannungszustand  überlagern,  so  erhalten  wir  die  Lösung 
ftlr  einen  schmalen  rechteckigen  Balken,  der  durch  gleichförmige  Last   W 

1)  Das  Problem  wurde  diakntiert  Ton  J.  H.  Michell,  Quart.  J.  of  Math., 
vol.  31  (IBOO),  und  ebenfallfl  -von  L.  N.  G.  Filon,  Phil.  Tram.  Bog.  Soe.  (Ser.  Ä), 
vol.  201  (1903),  und  Proc.  Eoy.  Soc.  (Ser,  A),  voL  73  (1904). 

8)  Siehe  eine  Arbeit  von  E.  0.  Coker,  Edinburgh  Boy.  Soe.  Tratu.,  vol  41 
a9CH),  p.  2SU. 
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pio  Längeneinheit  gebogen  und  an  beiden  Enden  nnterstütet  ist  Das 
hinzukommende  Spannungssjstem  Ist  nach  den  Resultaten  von  §  95  durch 
die  Gleichungen  gegeben 

X.-O,    ^.-#-J]  (!-«).,      X. .■,^|(„'-^), 

und  die  durchschnittliche  Spannung  im  Balken  drückt  sich  aus  durch  die 

X.--i,^(»-«)'(2«  +  i>),  I 

Z.-     .lj^-[i^-}«>:.  +  «(l-.)],  (57) 

x.--iw(«'->='){'-JO-  ) 
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Kapitel  XVTI. 
Die  Theorie  der  dnrehlanfendMi  Trftger. 

§  245.  Enreitemng  der  ThMiie  der  BBlkenblegang. 

Iß  frilkeren  Kapiteln  baben  wir  gevisse  strenge  Lösungen  des 
Problems  der  Balkenbiegung  für  spezielle  Arten  der  Belastung  unter- 
Bucbt.  In  dem  Falle  eines  Balkens,  der  durcb  eine  an  einem  Ende 
konzentrierte  Last  gebogen  wird  (Kap.  XV),  fanden  vir,  dafi  das 
„Berooulli-Eulerscbe"  Tbeorem  der  Proportionalität  von  Krümmung 
und  Biegungamoment  zutrifft.  Beim  Problem  des  Balkens,  der  durch 
eine  gleicbformig  über  die  Länge  verteilte  Last  gebogen  wird  (Kap. XVI), 
fanden  wir  diesen  Satz  nicht  bestätigt,  vielmehr  zeigte  sieh,  daß  außer 
der  Krümmung,  die  sich  nach  diesem  Theorem  ei^eben  würde,  eine 
weitere  konstante  Krümmung  eintritt,  deren  Betrag  von  der  Ver- 
teilung der  die  Belastung  bildenden  Kräfte  über  den  Querschnitt 
abhängt.  Aus  diesen  Besultaten  dürfen  wir  wohl  den  Schlnß  ziehen, 
daß  in  einem  durch  beliebige  Kräfte  nicht  übermäßig  gebogenen 
Balken  das  Gesetz  der  Proportionalität  von  Biegungsmoment  und 
Krümmung  in  denjenigen  Querschnitten,  die  sich  in  beträchtlicher 
Entfernung  von  Belastungs-  und  Stützpunkten  befinden,  mit  hin- 
reichender Genauigkeit  ei^llt  ist,  daß  aber  in  der  Nähe  solcher 
Stellen  eine  lokale  Krümmung  hinzutreten  kann.  Wir  suchten  die 
Umstände  zu  kennzeichnen,  unter  denen  die  hinzukommende  KrUm- 
mung  sehr  bedeutend  werden  kann,  und  losten  einige  Probleme,  bei 
denen  sie  sich  als  unbeträchtlich  erwies.  Aus  den  erhaltenen  Resul- 
taten scheinen  wir  schließen  zu  dürfen,  daß  bei  den  meisten  prak- 
tischen Problemen,  die  sich  auf  lange  Balken  beziehen,  die  hinzu- 
tretende KrUmmung  nicht  gerade  von  großer  Bedeutung  ist. 

Der  Spannungfi-  und  Verzerr ungszu stand  im  Innern  eines  durch 
beliebige  Kräfte  mäßig  gebogenen  Balkens  kann  in  allen  Punkten, 
die  sich  in  beträchtlicher  Entfernung  von  Belastungs-  und  Stütz- 
punkten befinden,  mit  hinreichender  Annäherung  als  durch  die  Saint- 
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Venantsche  Lösung  (Kap.  XV)  gegeben  angeaeheo  werden'};  anderer- 
seits  wird  in  der  Nahe  der  Mitte  eines  gröSeren  Abschnitts,  über  den 
die  Last  gleichförmig  oder  oahezn  gleichförmig  verteilt  ist,  die 
Miehellsche  Lösung  (Kap.  XVI)  den  Zoatand  mit  hinreichender  An- 
näherung darstellen.  Dag^^n  sind  wir  über  den  Spannungs-  and 
Verzerrungszustand  in  der  Nähe  der  Angrifi^telle  einer  konzentrierten 
Lest  oder  eines  Stützpunktes  nicht  genauer  unterrichtet.  In  der  Um- 
gebung dieser  Punkte  muß  die  tatsächliche  Verteilung  der  am  Balken 
angreifenden  Kräfte  von  großem  Einfluß  sein.  Es  sind  Versuche 
angestellt  worden,  um  den  Verzerrungszustand  an  solchen  Stellen 
experimentell  zu  ermitteln.  Die  Untersuchung  von  Garas  Wilson*) 
bezieht  sich  auf  einen  Glasbalken  von  rechteckigem  Querschnitt,  der 
symmetrisch  auf  zwei  Rollen  B,  C  gestützt  war  und  durch  eine  dritte, 
in  der  Mitte  aufliegende  RoUe  A  gebogen  wurde.  Der  Verzerrungs- 
zustand auf  der  Strecke  AD  (Fig.  32)  wurde  mittels  polarisierten 
Lichtes,  das  horizontal  durch  den  Balken  hindurchging,  geprüft. 
Die    Versuchsergebnisse    wurden    von 

Stokes')   mit    Hilfe   gewisser  empiri-    Q 

scher  Voraussetzungen  erklärt.    Stokes         (•  ^  B 

legte    dar,    daß,    wenn  man  das   Pro-        Q  2J^  Ö 

blem    als    ein    zweidimensionales    be- 
handelt ,     dem     Druck     W     in    A  11/ 
durch     Drucke     auf     die     Balkenseite                        Ftg.  m. 
BC      das      Oleichgewicht      gehalten 

werden  kann,  die  nach  dem  Gesetz  einer  einfachen  radialen 
Druck  Verteilung  (§  149)  mit  dem  Zentrum  A  verteilt  sind.  Ebenso 
würden  die  Drucke  ^W  m  B  und  C  zusammen  mit  radialem  Zug, 
der,  nach  A  gerichtet,  nach  demselben  Gesetz  über  die  Seite  BC  ver- 
teilt ist,  ein  im  statischen  Gleichgewicht  befindliches  Kräftesystem 
ergeben.  Durch  Überlagerung  dieser  beiden  Kräftesyateme  erhalten 
wir  eine  Anordnung,  bei  der  als  einzige  Kräfte  diejenigen  auftreten, 
die  tatsächhch  am  Balken  angreifen.  Der  Spannungszustand,  der  von 
den  Kräften  des  ersten  Systems  hervorgebracht  wird,  ist  derjenige, 
den  wir  in  §  150  erhielten.  Der  Spannungszustand,  der  von  den  Kräften 
des  zweiten  Systems  hervorgerufen  wird,  läßt  sich  theoretisch  nicht 
ohne  weiteres  bestimmen;  in  jedem  Punkt  von  AD  muß  er  jedoch  aus 

1)  Diese  Anichanoug  wird  durch  L.  Poehhammeri  Untemichung  über  die 
Verzemmg  in  einem  durch  gegebene  Kräfte  defonnieiten  Kreinyliadei  gestützt. 
Siehe  seioe  Untersuchungen  aber  das  GUichgeioickl  des  elaatiechtii  Stabes, 
Kiel  1879. 

8)  Phil  Mag.  (Ser.  5),  vol.  32  (1891), 

3)  Die  Arbeit  von  Stokea  iit  in  der  Abhandlung  von  Cams  Wilson  ver- 
öffentlicht; wiederabgedruckt  ist  sie  in  Stokes'  Matlt.  and  I^ys.  PapfTi^,  vol.  6, 
p.  388. 
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einem  gewissen  vertikalen  Druck  nnd  einem  gewissen  horizontalen 
Zug  bestellen.  Stokes  nahm  an,  daS  jede  dieser  Spannungskompo- 
nenten  gleichförmig  entlang  AI)  variiert.  Der  aus  den  beiden 
Systemen  berechnete  vertikale  Druck  verschwindet  in  D,  und  der  aus 
dem  zweiten  System  allein  berechnete  Druck  verschwindet  in  Ä; 
diese  Bedingungen,  verbunden  mit  der  Kenntnis  der  Resultanten  der 
horizontalen  Zugspannungen  und  ihres  resultierenden  Moments  um  Ä 
reichen  zur  Bestimmung  der  Spannung  in  allen  Punkten  von  AD 
hin,  wenn  obige  Voraussetzung  gemacht  wird.  Wählen  wir  A  als 
Koordinatenanfang  und  AD  als  y-Achse,  so  finden  wir  nach  diesem 
Verfahren  für  die  Spann  ungskomponenten  in  ii^end  einem  Punkte 
von  AD  die  folgenden  Werte: 

horizontaler  Zug       X^  =  -^  (~  -  -^)  +  \,-  (J  -  l)  y, 

vertikaler  Druck  -Y^-  ^-J  (  ^-  -  ^)  , 

wo  b  die  Balkenhöhe  und  2a  die  Spannweite  BC.  In  denjenigen 
Punkten,  in  denen  X^,  —  Y^,  ist  der  Spännungszustand  gleichwertig 
mit  einem  mittleren  Zug,  der  von  Schubspannung  nicht  begleitet  ist 
Sollen  diese  Punkte  reell  sein,  ao  müssen  wir  haben  6a/&  >  40/n, 
oder  (Spannweite /Höhe)  >  4,25  etwa.  Wenn  diese  Bedingung  erfüllt 
ist,  gibt  es  zwei  solcher  Punkte.  Die  Lage  dieser  Punkte  läßt  sich 
experimentell  bestimmen,  da  sie  durch  das  Fehlen  einer  doppelt 
brechenden  Eigenschaft  des  Glases  gekennzeichnet  sind;  es  ergab 
sich,  dafi  die  tatsächliche,  und  die  berechnete  Lage  sehr  genau  überein- 
stimmen. 

Eine  allgemeine  Theorie  zweidimensionaler  Probleme  dieser  Art 
wurde  von  Filon')  gegeben.  Unter  den  von  ibm  gelösten  Problemen 
befindet  sich  das  eines  Balkens  von  unendlicher  Länge,  der  auf  der 
einen  Seite  durch  Druck  in  einem  Punkte  beansprucht  wird.  Die 
Verschiebungs-  und  Spannungskomponenten  erscheinen  in  der  Lösung 
ausgedrückt  durch  bestimmte  Integrale,  und  es  ist  ziemlich  schwierig, 
die  Ergebnisse  zu  deuten.  Gelänge  es,  die  Lösung  dieses  speziellen 
Problems  in  geeigneter,  durchsichtiger  Form  darzustellen,  ao  würde 
man  offenbar  z.  B.  die  Lösung  der  von  Stokes  behandelten  Fr^en 
durch  Synthese  erhalten  können.  Filon  zog  aus  seiner  Arbeit  den 
Schluß,  daß  der  Stokessche  Wert  für  den  horizontalen  Zug  einer  Be- 
richtigung bedarf,  und  zwar  in  erster  Linie  in  der  oberen  Hälfte  des 
Balken.^,    daß   aber   der   Stokessche  Wert   für   den   vertikalen  Druck 


1)  Phü.  Tram-  Moy.  Soc-  (Ser.  A),  vol.  201  (1908),  Eb  sei  auch 
auf  <lie  ThÖHe  von  C.  Bibifere,  Sur  divers  cos  rfc  la  flexion  des  prismea 
Bordeaux  löÖM,  and  auf  A.  Timpe,  ZeiUchr.  Malli.  l'liys.  52  (lOOfl),  p.  848. 
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«ine  gute  Annäherung  darstellt.  Was  die  Beziehung  zwiBcbeii  KrQm- 
mung  und  BiegUDgsmoment  anbetrifft,  so  schloß  Filou,  daß  der  Ber- 
noiiUi-Eulersache  Satz  annähernd  zutrifft,  daß  aber  bei  Anwendung 
auf  die  BestimmuDg  der  von  einer  konzentrierten  Last  herrOhrenden 
Durchbiegung  ein  Term  in  Betracht  kommt,  der  der  sogenannten 
„vom  Schub  herrfibrendeu  zusätzlichen  Durchbiegung"  [g  235,  e)] 
analt^  ist.  Wir  betrachten  z.  B.  einen  Balken  SC,  der  an  beiden 
Enden  unterstQtzt  ist  und  im  Mittelpunkt  A  eine  konzentriert«  Laat 
tri^^  (Fig.  33).  Beide  Teile  des  Balkens,  AC  und  AS,  könnte  man 
als  einen  in  A  befestigten  Sparren  behandeln,  der  durch  eine  am 
anderen  Ende  angreifende  aufwärts  gerichtete  Kraft  ^W  gebogen 
wird;  die  Saint -Venantscbe  Lösung 

würde    jedoch    auf    die  Teile   AS     t.i/^w  kW 

und  AC  nicht  streng  anwendbar 
sein,  denn  die  Querschnitte  werden 
zu  krummen  Flächen  verwölbt,  die 
in  A  nicht  auf  einander  passen,  i 
Bei  der  Saint-Yenantschen  Lösung 
des  Sparrenproblems  ist  der  mitt- 
lere Teil  des  Querschnitts  in  A  ver- 
tikal und  die  Tangente  der  Zentral- 
linie    in   A    bildet    mit   der    Hori-  i^- » 

zootalen   einen    kleinen    Winkel   s^ 

[§  232,  c)].  Filon  zog  aus  seiner  Lösung  die  Schlußfolgerung,  daß 
die  Durchbiegung  des  in  der  Mitte  belasteten  Balkens  sich  nüherungs- 
weise  nach  der  Doppelsparrenmethode  bestimmen  läßt,  vorausgesetzt, 
daß  man  die  Zentrallinie  im  Beiast ungsp unkte  A  ein  wenig  gekoickt 
annimmt,  nämlich  so,  daß  AB  und  AC  am  denselben  kleinen  Winkel 
von  der  Horizontalen  sich  erheben,  Er  berechnete  diesen  Winkel  zu 
etwa  !«(,, 

Die  Korrektion,  die  sich  auf  diese  Weise  für  die  Durchbiegoiig  in 
der  Mitte  ergeben  wflrde,  würde  im  Falle  einea  achmalea  rechteckigen 
Balkpns  eine  Vergrößerung  derselben  im  Verhältnis  ibd*/lGl*  zu  eins 
bedeuten,  wo  l  die  Spannweite  und  d  die  Höhe  des  Balkens.  Bei  einem 
langen  Balken  ist  daher  die  Korrektion  nicht  sehr  bedeutend. 

Selbstverständlich  besagt  die  hier  angeßlhrte  Theorie  durchaus  nicht, 
daB  die  Zentrallinie  an  der  Stelle,  wo  die  konzentrierte  Last  angreift, 
einen  kleinen  Knick  erleidet  Der  strenge  Ausdrack  fBr  die  Verschiebung 
zeigt  in  der  Tat,  daß  die  Bicfatung  in  diesem  Punkte  stetig  ist.  Die 
Theorie  stellt  nur  fest,  daB  wir  eine  gute  Ännähemng  für  den  Wert  der 
Durchbiegung  erhalten,  wenn  wir  das  —  nicht  streng  lutreffende  — 
Bemoulli-Eulersche  Krümmungstheoreai  annehmen  und  gleichzeitig  eine 
—  tats&chlich  nicht  vorhandene  —  Diskontinuität  in  der  Richtung  der  Zen- 
trallinie voraussetzen. 
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§  246.  Das  Problem  der  darehlaafenden  Tr&geT.i) 

Im  folgenden  wollen  wir  die  Folgerungen  entwickeln,  die  sich 
ans  der  Annahme  des  Benioulli-Eulerscben  Krümmungstheorems  fOr 
den  Fall  eines  langen  Balkens  von  kleiner  Breite  und  Höbe  ergeben, 
der  auf  zwei  oder  mehr  in  gleicher  Höbe  gelegenen  Stutzpunkten  ruht 
und  durch  verschiedenartig  verteilte  Transversallasten  gebogen  wird. 
Der  Balken  werde  in  einer  seiner  Hauptebenen  mäßig  gebogen.  Wir 
wählen  ii^endwo  auf  der  Verbiiidungslinie  der  Stützpunkte  den  Ko- 
ordinatenanfang  und  ziehen  die  x-Achse  horizontal  nach  rechts  durch 
die  Stutzpunkte,  die  y-Achse  vertikal  abwärts.  Die  Krümmung  drückt 
sieb  mit  hinreichender  Anuäherung  durch  ^y/dx*  aus.  Die  Spannungea, 
die  über  einen  Normalschnitt  von  den  rechts  davon  gel^enen  Teilen 
auf  die  links  gelegenen  ausgeObt  werden,  sind  statisch  gleichwertig 
mit  einer  Schubkraft  Nj  die  parallel  zur  y-Achse  wirkt,  und  einem 
Eräftepaar  G  in  der  {x,  y)-Ebene.  Die  Bedingungen  für  das  Oleich- 
gewicht eines  starren  Körpers,  bezogen  auf  ein  von  zwei  Kormal- 
schnitten  begrenztes   kurzes  Balkenatück   t^x,    liefern  die  Gleichung 

t +  "-<>■  m 

POr  das  Kräftepaar  G  setzen  wir  die  Gleichung  an 


wo  B  das  Produkt  des  Youngschen  Moduls  des  Materials  nnd  des 
Traghcitsmouients  des  Normalscbnitts,  bezogen 
auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende,  zur 
(x,  y)-Ebene  senkrechte  Achse.")  Der  Rieh- 
tuQgssinn  der  Kraft  und  des  Krilftepaares,  wie 
er  den  obigen  Festsetzungen  entspricht,  ist  in 
Fig.  34  eingezeichnet.  Außer  bei  der  Berech- 
vig.  M  nung  von  B  sind  Breite  und  Höhe  des  Balkens 

Überhaupt  nicht  berücksichtigt. 
Wie  bereits  bemerkt,  nehmen  wir  bei  den  za  behandelnden 
Problemen  die  Aufiagerp unkte  in  gleicher  Höhe  an.  In  diesen 
Puukteu  ist  die  Bedingung  i/  =  0  erfflllt.  An  einem  freien  Ende  des 
Balkens  müssen  die  Bedingungen  N  =  0,  G  —  0  befriedigt  sein.  An 
einem  Ende,  das  auf  einer  Stutze  frei  aufliegt,  (mau   bezeichnet  es 

1)  Den  Grund  lu  der  Theorie  legte  Navier.  Siehe  Einleitung,  p-  ST. 
Spezielle  Falle  sind  von  verschiedenen  SchrittBtellern  behandelt  worden,  darunter 
Wejraoch,  Aufgaben  zur  Theorie  elastiBcher  Körper,  Leipzig  1886, 

aj  Jt  wird  oft  alfi  die  „BiegungBsteifigkeit"  (engl,  „flexural  rigidity")  be- 
zeichnet. 
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als  gestützt,  engl,  swppwted)  lauten  die  Bedingimgen:  y  =  0,  0  =  0. 
An  einem  Ende,  das  eingcmavert  oder  einffeklemmt  (engl  bwÜt-tn,  tranz. 
encasir^  ist,  ist  die  Richtung  der  ZentrsUinie  als  rorgescluieben 
anzuseilen.')  Bei  den  Problemen,  die  wir  lösen  werden,  wird  sie  als 
horizontal  angenommen  werden.  Die  Verschiebung  y  bestimmt  sich 
durch  Gleichsetzen  des  Biegungsmoments  G,  das  irgend  einem  Qaer- 
schnitt  mit  dem  Schwerpunkt  P  entspricht,  mit  der  Summe  der  be- 
züglich P  genommenen  Momente  aller  Kräfte,  die  auf  ein  nach  links 
durch  diesen  Querschnitt  begrenztes  Balkenstflck  wirken.')  Dies  Ver- 
fahren liefert  eine  Differentialgleichung  ftlr  y,  und  die  lategrations- 
konstanten  bestimmen  sich  durch  die  obigen  speziellen  Bedingungen. 
In  den  beiden  Balkenabscbnitten,  die  durch  den  Angriffspunkt  einer 
konzentrierten  Last  oder  durch  einen  Stützpunkt  getrennt  werden, 
stimmen  die  Ausdrücke,  die  y  als  Funktion  von  x  darstellen,  nicht 
übereinj  in  dem  Punkte  selbst  aber  müssen  diese  Ausdrücke  den- 
selben Wert  haben;  mit  anderen  Worten,  die  Verschiebung  y  ist  an 
dieser  Stelle  stetig.  Wir  nehmen  an,  daß  die  Richtung  der  Zentral- 
linie bezw.  dy/dx  ebenfalls  an  einer  solchen  Stelle  sich  stetig  ver- 
hält. Die  Gleichungen  (l)  und  (2)  zeigen,  daß  die  gleich  d*g/dx* 
gesetzte  Krümmung  in  dem  Punkte  stetig  ist.  Die  Differenz  der  aus 
den  Verschiebungen  zu  beiden  Seiten  des  Punktes  berechneten  Schub- 
kräfte N  mu&  der  konzentrierten  Last  bezw.  dem  Stützdruck  das 
Gleichgewicht  halten;  somit  verhält  sich  die  Schubkraft  und  daher 
such  d'y/dx^  an  einer  solchen  Stelle  unstetig. 

§  247.  Zwei  Stiltzptmkte. 

Wir  betrachten  zunächst  eine  Reihe  Ton  Fällen,  wo  zwei  Auf- 
li^er  vorhanden  sind,  die  mit  den  Balkenenden  zusammenfallen.  In 
allen  diesen  Fällen  bezeichnen  wir  die  Spannweite  zwischen  den 
Stützen  mit  l. 

a)  An  den  Enden  angreifende  Kräfte  und  Kräftepaare. 

Der  Balken  werde  an  den  Enden 
A  und  B  durch  Kräfte  Y  und  Kiäfte- 
paare  M^  und  M^^    beansprucht.     Die 

Kräfte  r  müssen  gleich  und  entgegen-  f  !■*        f  ,  ,-.         -"> 

gesetzt   gerichtet   sein;  ist   ihre  Rieb-        m  '-- 

tung  die  in  Fig.  35  verzeichnete,  so 
müssen  sie  sich  mittels  fönender 
Gleichung    durch     M^    und    M^    aus-  Fig  u. 

drücken : 

1)  Man  spricht  in  diesem  Falle  auch  tod  einem  „Zapfealager"  (engl,  „clam- 
ped  end"). 

2)  Diese  Snmmp  atimmt  natürlich  übexein  mit  der  Summe  der  mit  nmge- 
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lY=Ma-  M^. 
Für  einen  Querschnitt  x  ist  das  Biegungamoment  gleich  (l  —  x)  Y+  Mg 
oder  gleich 

Mail-xyi  +  M^xß. 
Die  Gleich gewichtsgleichung  lautet  demgemäß 

Integrieren  wir  diese  Gleichung  und  bestimmen  die  Integrationskon- 
stanten  so,  daß  y  auf  x  =  0  und  auf  x  =  1  Terechwindet,  so  finden 
wir,  daß  die  Durchbiegung  durch  folgende  Gleichung  gegeben  ist: 

Bj, ^i-ix{l-  x){Ma  (21  -x)  +  M^{l  +  x)\.  (3) 

Die  durch  diese  Gleichung  gegebene  Durchbiegung  können  wir 
als  „die  von  den  Kräftepaaren  an  den  Balkenenden  herrührende  Durch- 
biegung" bezeichnen. 

b)  Gleichförmige  Last.     Gestütete  Enden. 

w  sei   das  Gewicht    des  Balkens 
■  iv>i  ^1      pro    Längeneinheit,    dann    sind    die 

P  Stfitzdrucke     je     gleich     ^wl.      Das 

•  "  ■  ^~^  Moment  des  Gewichts  des  Teils  BP 

des  Balkens   um  irgend  einen  Punkt 
P  ist  gleich  ^w(l—  a:)';  das  Biegungs- 
Pig  jg  moment   in    P  (in    dem   ftöher  dar- 

gelegten Sinne  gerechnet)   ist   daher 
gleich  der  Summe  von  diesem  Moment  und  —  ^tel  {l  —  x),  oder  gleicb 
-  iwx  {i  -  x). 
Die  Gleichgewichtsgleichung  ist  demgemäß 

Integrieren  wir  diese  Gleichung  und  bestimmen  die  lutegrationskon- 
stanten  so,  daß  y  auf  x  =  0  und  auf  x  —  l  verschwindet,  so  erhalten 
wir  die  Gleichung 

By  -  -^wx  {l  —  x)  \P  +  X  {l  - x)].  f4} 

Wählen  wir  die  Mitte  des  Balkens  als  Koordinatenanfang,  setzen 
also  X  —  4-  i  +  a:',  so  finden  wir 

B,j-^w(if-x')ai'-x"). 
f)  Gleichtlirmii/e  Last.     Eingemauaie  FMden. 

Wir  können  die  Lösung  daduruh  erhalten,  dafi  wir  zu  der  Lösung 
im  Fall  b)  eine  Lösung  von  Fall  a)  in  der  Weise  hinzufügen,  daß  dy/dx 


hehrtem  Vorzeichen  genommenen  Momente  aller  Kräfte,  die  auf  ein  nach  rechte 
iturch  den  betr.  Querschnitt  begrenztes  Stück  des  Balkens  wirken. 
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in  a;  —  0  und  x  —  J  verschwindet.  Aus  Symmetrieprüaden  ist  offenbar 
3fi  —  M^  und    Y=0.     Wir  haben  daher 

By  =  ^  wx(l  —  x)  (fi  +  lx~x')-iMx{l-  x), 
wo  3f  für  Mf^  bzw.  Mj  geschrieben  ist.     Die  Btuidbedingongen  liefern 

und  die  Gleichung  fQr  die  Durchbiegung  wird 
Bs -,>«■((-.)■, 
oder  wenn  wir  die  Mitte  der  Spannweit«  als  Anfangspunkt  der  ir'-Eoordi- 
hate  einAhren: 

d)  Koneeritrierte  Last.     Gestützte  Enden. 

In     einem   Punkte    Q    von    AB, 
für  den  a:  —  |,  sei  eine  Last  W  kon-       wf/i  Wi'^t 

zentriert.  Wir  wollen  %'  statt  ( —  % 
schreiben,  sodaß  AQ  =  l  und  BQ  =  l'- 
Die  Drucke  auf  die  Stützen  A  und  B 
sind  bezüglich  gleich  W^'ß  und 
gleich  W^ß.  In  irgend  einem 
Punkte  von  AQ,  wo  |  >  a;  >  0,  ist 
das  BiegungsmomeDt  gleich  —  Wi'xjh, 
und    in    ii^end  einem   Punkte  von   BQ,  wo  l>x^%,    ist  es  gleich 

-wi{i-x)n. 

Die  Gleich gewichtsgleichungen  lauten  demgemüß  , 

Wir  integrieren  sie  in  der  Form 

B{.»-ä:tg«)--i!-'»'SV, 

WO  tga  tmd  tg^  die  Neigung  der  Zentrallinje  gegen  die  Horizontale 
in  den  Punkten  A  und  B  kennzeichneD.  Die  Stetigkeitsbedingungen 
fSr  y  und  dyjdx  in   Q  lauten 

Bi  tg«  -  ji-'^fiT-  Brtgi)  -  ji-'  wir, 
B  tg«  -  ii-'  »-rr  -  -  B  ig^  +  ii-'  w£r=. 

Diese  Gleichungen  liefern 

B tgo - ji-' wircE  +  21"),  Big^ - j!-' inr(2i  +  r). 

Somit  haben  wir  auf  AQ,  wo  |  >  x  >  0, 

By-H-'Wm(l  +  2l')x-,f\  ^     (6) 
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und  auf  B^  wo  i  >  a:  >  ?, 

Bj-i^'wiircat  +  r)?-^) -(!-«)•).        (6) 

Wir  bemerkeu,  daß  Aie  Durctibiegung,  die  in  ii^end  einem  Punkt 
P  stattfindet,  wenn  die  Last  iu  Q  angreift,  gleich  der  Burcbbiegong  in  Q 
ist,  wenn  dieselbe  Last  in  P  angreift. 

Die  Durchbiegung  der  Mitte  des  Balkens  infolge  seines  Eigengewicht« 
wie  sie  durch  die  Lösung  von  Fall  b)  bestimmt  ist,  ist  dieselbe  wie  die- 
jenige, die  von  ^  des  in  der  Mitte  konzentrierten  Gewichte  berrOhren 
würde. 

e)  Koneenb-ierte  Last. 
Eingemawfrfe  Enden. 

Zu  den  in  (5)  und 
(6)  gegebenen  Werten 
von  Sy  haben  wir  den 
in  (3)  gegebenen  Wert  von 
By  zu  addieren  und  die 
Konstanten  M^  und  Jf, 
'  durch  die  Bedingungen  zu 
■^-  ■■■  bestimmen,  daß  dyjdx  in 

x^Q     und     x  —  l     ver- 
schwindet.    Wir  finden 
W^k  (1  +  2  r)  -  (2  itfo  +  JfJ  l^  =  0, 
Wl'^  (2 1  +  lO  -  {Jf„  +  2  Jfj)  i'  -  0; 

Somit  haben  wir  auf  AQ,  wo  |  >  a;  >  0, 

iJy  -  i I-ä  WTx'  ( 3  S (i  -  x)  -  r^l 
und  auf  BQ,  wo  i  >  j;  >  |, 

By-il-'Wl'(l-x)'[3ix-i(l-x)\. 

Wir  bemerken,  daß  die  Durchbiegung,  die  in  P  stattfindet,  wenn  die 
Last  in  Q  angreift,  gleich  der  Durchbiegung  in  Q  ist,  wenn  dieselbe  Last 
in  P  angreift. 

Die  Wendepunkte  sind  gegeben  durch  d*y/dx'  =  0,  und  wir  finden, 
daß  ein  Wendepunkt  in  Pj  auf  AQ  liegt,  wo 

APi  =  AQ  ■  AB'{3AQ  +  BQ). 

Ebenso  liegt  ein  Wendepunkt  in  Pj  auf  BQ,  wo 

BP^  -  BQ  ■  AB'{3  BQ  +  AQ). 

Der  Punkt,  in  dem  die  ZentralUnie  horizontal  verlBuft,  ist  gegeben 
durch  dy/dx^O.  Liegt  ein  derartiger  Punkt  auf  AQ,  so  muß  er  von 
A  den  Abstand  2APj  haben;  dies  ist  nur  mögüch,  vann  AQ>  BQ.    Ist 


hieraus 
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umgekehrt  AQ<.SQ,  ao  liegt  der  betreffende  Punkt  auf  BQ  in  einem 
Abstand  von  B,  der  gleich  2BPj  ist. 

Die  Stützlnrafte  Y^  and  T^  sind  durch  die  Gleichungen  gegeben 

^0-  HTVSS  +  I'VF',     r.=  Hra  +  SO/i*. 

%  248.   Der  DreimomentenBatz.^) 

£3  seien  A,  B,  C  drei  aufeinander  folgende  Stützpunkte  eines 
durchlaufenden  Trägere,  der  auf  einer  Reihe  in  gleicher  Höhe  liegen- 
der Auflager  ruht;  Ma, 
Mb,  Mc  seien  die 
Biegungsmomente  in  A, 


B,  C.    Die  Schubkräfte   jj  1^1—  . 

zu    beiden    Seiten    des      >^  M,  it  M 

Stützpunktes     B     be- 

-  L  ■  i     T>  Fig.  je. 

zeichnen    wir    mit    i/g 

und  Si,  entsprechend  diejenigen  bei  den  übrigen  Stützpunkten. 
Der  Stützdruck  in  B  ist  gleich  B^  +  Bj.  Nun  bestimmt  sich 
Bg  durch  die  Beziehung,  die  aas  dem  Gleichgewicht  der  Spanne 
AB  für  die  um  A  genommenen  Momente  folgt,  und  S^  durch 
die  der  Spanne  BC  entsprechende  Beziehung  zwischen  den  Momenten 
um  C.  Der  Druck  B^  +  .S,  läßt  sich  daher  durch  die  Bieguugs- 
momente  in  A,  B,  C  ausdrücken,  wenn  die  Art  der  Belastung  der 
einzelnen  Spannen  bekannt  ist.  Andererseits  können  wir  die  Durch- 
biegung in  der  Spanne  AB  dadurch  erhalten,  daß  wir  die  Durch- 
biegung, die  von  der  Belastung  dieser  Spanne  bei  gestützten  Enden 
herrührt,  addieren  zu  derjenigen,  die  von  den  Biegungsmomenten  an 
den  Enden  herrührt  [§  247,  a)].  Die  Durchbiegung  in  der  Spanne 
BC  Uißt  sich  nach  demselben  Verfehren  bestimmen.  Die  Stetigkeits- 
bedingung  für  die  Richtung  der  ZentraUinie  in  B  stellt  dann  eine 
Relation  dar,  die  die  Bieguugsmomente  in  A,  B,  C  miteinander  ver- 
knüpft. Eine  ähnliche  Relation  gilt  für  ii^nd  drei  andere  aufein- 
ander folgende  Stützpunkte.  Diese  Relation  wird  als  Dreimomenten- 
satz  bezeichnet.  Mit  Hilfe  dieser  Relation  und  der  speziellen  Be- 
dingungen, die  im  ersten  und  im  letzten  Stützpunkt  gelten,  können 
die  Bieguugsmomente  in  allen  Stützpunkten  berechnet  werden. 

Um  diese  Theorie  analytisch  auszudrücken,  wählen  wir  irgendwo 

1)  Der  S&tz  wurde  von  Clapeyron  au%eete1lt,  Siehe  Einleitung,  p.  2g. 
Terachiedene  Autoren  haben  Verallgemeinerungen  deeaelben  augegeben,  u.  a. 
M.  L6vy,  ^atiqae  graphique,  t.  2,  Paris  IMSe,  der  den  Fall  behandelt,  wo  die 
ijtfltzpiinkte  nicht  in  gleicher  Höhe  liegen;  R.  R.  Webb,  Cambridge  Phil.  Soc. 
Pme.,  vol.  6  (1886),  dei  den  KaII  TeriLnderlicher  BiegongBBteifigkeit  behandelt; 
K.  Peuaon,  Megsenger  of  Math.,  vol.  19  (1890),  der  den  Fall  behandelt,  daB  die 
Stfitzen  etwa«  nachgeben.  _^ 
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auf  der  Yerbiiiduiigsliuie  der  Stützpunkte  eineo  Koordinatenanfang, 
ziehen  die  x-Achae  horizontal  nach  rechts  und  die  y-Achse  vertikal 
nach  unten.  Die  Stützpunkte  seien  gegeben  durch  x  =  a,h,  c, . . . 
Die  Spannweiten,  &  —  a,  c  —  h, .  . .  bezeichnen  wir  mit  Iab,  ^bc,  ■  ■  ■ 
Wir  untersuchen  eine  Iteihe  von  liÜIIen. 

a)  Gleichförmige  Last. 

Es  sei  v>  die  Last  pro  Längeneinheit.    Die  Durchbi^piog  in  AB 
ist  nach  den  Resultaten  von  §  247,  a)  und  b)  durch  die  Gleichungen 
gegeben 
By  =  ^^w{x~  a) {h  -  x)  \{b  -  a)'  +  {x  -  a) (h  ~  x)\ 

-  -\(x  -  a)(b  -  x)  {MaQ>  +  X  -2a)  MAi2h  -  X  -  a)  ]l(h  -  a). 

Eine  ähnliche  Gleichung  läßt  sich  für  die  Durchbiegung  in  BC  hin- 
schreiben. Die  Bedingung  dafür,  daß  die  beiden  Werte  von  dy-dx 
in  0^  —  &  einander  gleich  sind,  ist 

-  \,  w(b^  ay  +  -l  (2  Ms  +  Ma)  {h  -  a) 

-  iiWCc  -  if  -i{2Mj,  +  Mc)(c  -  b), 
und  die  Dreimomeutengleichung  lautet  daher 

lAß{M.,  +  2MB)  +  Ij,c(2Mb  +  Mo)  =  iir{i»B  +  Hc).         (7) 

Um  den  Stützdruck  in  B  zu   bestimmen,   bilden   wir  die  Momenten- 
gleichung   für  AB   bezüglich  A    und  für  BC  bezüglich  C-     Wir  haben 

B^Iab  -  iwi^B  —  Mb^-Ma  =  0, 

B^Bc  -  ^«illc  -  Mb -^  Mc  =  0. 

Diese  Gleichungen  liefern  5^  und  B^ ,  und  der  Stötzdruek  in  B  ist  Bq  +  B^. 
Auf  diese  Weise  lassen  sich  alle  StUtzdrucke  berechnen. 

b)  Giciche  Spannweiten. 

Sind    die  Spannweiten    einander    gleich,    so    tsfit   sich  Gleichung  (i) 
als    lineare  Differenzen  gleich  ung    zweiter  Ordnung    in    der  Form  schreiben 

die  Lösung  ist  von  der  Form 

3[„^  l^u-l'  +  Aa''  +  Bß'; 

wo  A  und  B  Konstante  und  a  und  ß  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung  x*  -|-  4  a-  +  1  =0  bedeuten,  sodaB 


2  +  ys,  ß= 2  — -/s. 
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Die  Konstanten  A  und  B    sind    aus    den  Werten    von  Jlf    an    der  ersten 

und  an  der  letzten  Stütze  zu  bestimmen. 
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c)  GleichfSrmiffe  Belastwtg  der  einzelnen  Spannen. 

Es  bezeichne  wab  die  Last  pro  Lftngeneinheit  auf  der  Spanne  ÄS 
und  wbc  diejenige  auf  BC.  Ebenso  wie  in  Fall  a)  finden  wir  dann  die 
Dreimomenten gleichung  in  der  Form 

Iab{Ma  +  2  Jtfj,)  +  hci^Mi,  +  Mc)  "^iCABlU  +  \^Bcf^c. 

d)  Koneentrierte  Last  auf  einer  Spanne. 

Eiue  Last   W  sei  in  einem  Funkte  Q  von  £C,  der  durch  x  =^  l 
gegeben  ist,  konzentriert.     Die  Durchbiegung  in  AB  iat  gemäß  den 
Keeultaten  Ton  §  247,  a)  ausgedrSckt  durch  die  äleichuug 
By  =  -i{x-a){b^x)[M^{2b~x-d) 

+  MB(b  +  x~2a)]f(b-a), 
diejenige  in  BQ  ist  gegeben  durch 
B)-iWl{i~b)(c-Q(2c-h-l)(x-i) 

-(»-8{i!-!.)']/(«-S) 
-Hx~h){f-^x)iM,{2e~x-b}  +  Mc(c  +  x-  26)|/(»-J). 
Die  Stetigkeitsbedingung  für  dyjdx  in  2  ^  b  ist 
^{Ma  +  2Jtf„)(6  -  o)  -  i  W{i  -  h){c-l)(:2c-h-  |)/(c  -  6) 

und  die  Dreimomentengleichung  für  A,  B,  C  lautet  daher 

hB{M^  +  2M„)  +  }Bc{2MB  +  Mc)=  WlB<ihvO.-^hcllHc),  (8) 
wo  Ißq  und  Ific  die  Abstände  des  Punktes  Q  von  B  und  C.  Eut- 
sprecheud  ei^ibt  sich,  wenn  D  der  nächste  Stützpunkt  jenseits  C  ist, 
die  Dreimomentengleichung  für  B,  C,  D: 

Ibc{Mb  +  2  Jlfc)  +  Icd{2Mc  +  Mo)  =  Wh<ihc{y  +  U^Hbc).     (91 

§  249.  QrapMBolie  Lösung  des  Problems  der  darohl&nfendeii  Träger.') 
Die  Gleichgewichtagleichung  (2),  d.  i.  B  1  =  0,  ist  von  der- 
selben Form  wie  die  Gleichung  der  Kurve,  deren  Gestalt  eine  belastete 
Schnur  oder  Kette  annimmt,  wenn  die  auf  die  Längeneinheit  der 
horizontaleu  Projektion  entfallende  Last  mit  —  G  proportional  ist. 
Denn  wenn  T  die  Spannung  der  Schnur,  m  die  Last  pro  Längenein- 
heit der  horizontaleu  Projektion  und  ds  das  Bogenelement  der  Ketten- 
linie bezeichnet,  so  lauten  die  Gleichgewicht^gleichnugen,  bezogen 
auf  ein  den  Festsetzungen  von  §  246  entsprechendes  Acbsensjatem, 
folgendermaßen : 

Tf-  const.  -  .  etwa,        ."  (t  j")  +  m  ''  -  0; 
dg  '       as\    dsj  ih         ' 

1)  Da*  TerWtreu  geht  lorBck  auf  Hohr.    Siehe  Einleitung,  FuBnote  99. 

Lot«,  El«ilihai.  93         i      ,\,^,,|/, 
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durch  Elimination  von  T  ftthrec  diese  zu  der  Oleichang 

,p,  +  m-0. 

Die  Form  der  Kurve,  in  die  die  Zentrallinie  des  Balkens  in  jeder 
Spanne  übet^elit>  ist  somit  die  einer  Kettenünie  oder  Seilkurre,  wie 
sie  durcli  Kmfte,  die  fQr  ein  Stück  dx  der  Spanne  mit  GSx  pro- 
portional sind,  bestimmt  ist;  dabei  ist  rorau^esetzt,  daß  die  Seil- 
kurre  durcb  die  Endpunkte  der  Spanne  hindurohgefQIirt  ist.  Die 
Kräfte  GSx  mQssen  aufwärts  oder  abwärts  gerichtet  sein,  je  nachdem 
G  positiv  oder  negativ  ist. 

Die  Tangenten  einw  solchen  Seükurve  in  den  Endpunkten  einer 
Spanne  können  wir  finden,  ohne  die  Seilkurve  selbst  zu  bestimmen, 
denn  sie  hängen  nur  von  der  statischen  Resultanten  und  dem  Moment 
der  gedachten  Kräfte  Gdx  ab.  Um  dies  zu  erkennen,  bezeichnen 
wir  die  Enden  der  Spanne  mit  x  —  0  und  x=l  und  integrieren  die 
Gleichung  (2)  in  der  Form 

'R-y-f'i'''-   ('-''i'r.  +  o — ß-':)§d':: 

hieraus  erhalten  wir  die  Gleichung 

'''/,'ßB<"'-ß-')i'". 

woraus 

Diese  Werte  hängen  nur  von  der  Resultanten  und  dem  resultierenden 
Moment  der  Kräfte  Gdx  ab,  die  Richtung  der  Zentrallinie  des 
Balkens  an  den  Enden  des  Balkens  würden  wir  demnach  auch  so 
bestimmen  kSnnen,  daß  wir  nicht  fär  die  Kräfte  GSx,  sondern  fQr 
ein  statisch  gleichwertiges  Kräftesystem  die  Seilkurve  zeichnen. 

Das  Bieguugsmoment  G  in  einem  beliebigen  Punkt  einer  Spanne 
AB  können  wir  bestimmen,  indem  wir  das  aus  den  Biegungsmomenten 
an  den  Endeu  für  die  unbelastete  Spanne  berechnete  Kr^tepaar  hin- 
zufügen zu  dem  Kräftepaar,  das  bei  „gestützten"  Enden  aus  der  Be- 
lastung der  Spanne  sich  berechnet.  Das  Biegnngemoment,  das  von 
den  Kmftepaaren  an  den  Endeu  der  Spanne  herrührt,  stellt  sich 
graphisch  dar  durch  die  Ordinalen  der  Linie  A'ff  in  Fig.  40,  wo 
AA'  und  BIf  in  irgend  einem  passenden  Maßstab  die  Biegungs- 
moniente  in  A  und  B  repräsentieren.  Das  Biegungsmoment,  das  von 
der    gleichförmigen    Belastung     der    Spanne     herrührt,     ist     gleich 
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—  iwx(l  —  x),  wie  in  §  247,  b)  und  wird  durch  die  Ordinaten  einer 
Parabel,  Fig.  41,  veranschaulicht.  Das  aus  einer  konzentrierten  Last 
entspringende  BiegTongsmoment  ist  gleich  —  Wx  {l  —  |)/i,  wenn 
I  >  a:  >  0,  und  gleich  -  W{1  -  «)|//,  wenn  l>x>l  [vgl.  §  247,  d)]; 


Iffg.  41. 


es  wird  durch  die  Ordinate  einer  gebrochenen  Linie  dargestellt, 
Fig.  42.  Das  von  der  Belastuug  der  Spanne  herrGhrende  Biegungs- 
moment möge  allgemein  durch  die  Ordinate  der  dick  ausgezogenen 
Kurve  in  Fig.  43  dargestellt  werden. 


Die  fingierten  Kräfte  GSx  sind  statisch  gleichwertig  mit  fol- 
gendem Eräftesystem:  1)  einer  Kraft  <t>,  die  durch  den  Inhalt  des 
Dreiecks  ÄA'B  repräsentiert  wird  und  im  Punkte  g  im  Abstand 
^AB  von  A  nach  oben  wirkt,  2)  einer  Kraft  <!>',  die  durch  den  In- 
halt des  Dreiecks  ABB"  dargestellt  ist  und  im  Punkte  g'  im  Abstand 
^AS  von  A  nach  oben  wirkt,  S)  einer  Kraft  F,  die  durch  den  von 
AB  und  der  dick  gezogenen  Linie  (Fig.  4:t)  begrenzten  Flächeninhalt 
repräsentiert  wird  und  im  Schwerpunkt  dieses  Flächenstücks  nach 
unten  angreift.  Die  Wirkizngalinie  von  F  treffe  AB  im  Punkte  G. 
Wenn  die  Spanne  gleichförmig  belastet  ist,  so  ist  i^=  Jwi",  und  G 
ist  der  Mittelpunkt  von  AB.  Wenn,  eine  Einzellast  angreift,  so  ist 
F=\W%{1  —  %)  und  G  liegt  im  Abstand  i (J  +  I)  von  A. 

Die   Kraft   F  und    der  Punkt  G    ist   für  jede  Spanne   be^aunt. 
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ebenso  Bind  die  Punkte  g,  g'  bekannt.  Die  Kräfte  <t>,  <!>'  sind  ud- 
bekannt,  da  sie  den  Biegungamomenten  in  den  Stützpunkten  propor- 
tional sind;  doch  sind  diese  Kräfte  durch  gewisse  Relationeti  verknüpft. 
Wir  bezeichnen  die  Stützpunkte  der  Reihe  nach  mit  Ä^,  A^,. . .,  das 
der  ersten  Spanne  entsprechende  gleichwertige  Eräftesystem  mit  <t>,, 
<t>i',  F, ,  das  der  zweiten  entsprechende  System  mit  <t>, ,  O,',  F,  usw. 
Die  Biegungsmomente  in  den  Stützpunkten  seien  M^,  M^,  M^, . . . 
Dann  ist  z.  B,  <t>,' :  <l>j  =  JVf ,  ■  Ä^Ä^ :  Jtf,  ■  Ä-^A,,  somit  ist  das  Ver- 
lültnis  <t>j' :  <t>j  bekannt.  Ebenso  ist  das  Verhältnia  <t>j' :  ^^  be- 
kannt usw. 

Wären  die  Kräfte  (t>,  <t>'  sowohl  wie  F  ftlr  irgend  eine  Spanne 
bekannt,  so  wttrden  wir  zu  ihnen  ein  Seilpolygon  konstruieren  können, 
dessen  äußerste  Seiten  durch  die  Endpnnkte  der  Spanne  hindurch- 
geführt werden  könnten.  Da  die  Richtung  der  ZentralHnie  des 
Balkens  in  den  Stützpunkten  stetig  Ist,  so  liegen  die  äußersten 
Seiten  der  Seillinien,  die  von  dem  gemeinsamen  Endpunkt  zweier  auf- 
einander folgender  Spannen  auslaufen,  in  derselben  Geraden.  Die 
Seilpolygone,  die  zu  den  verschiedenen  Spannen  gehören,  bilden  daher 
ein  einziges  Seilpolygon,  das  dem  System  aller  Kräfte  0,  ^,  F  ent- 
spricht. 

§  250.   AnsflUmiDg  des  graphischen  Verfahrens. 

Die  obigen  Resultate  ermöglichen  es  uns,  das  eben  genannte 
Seileck  zu  konstruieren  und  die  Kräfte  <!>  bzw.  die  Biegungsmomente 
in  den  Stützpunkten  zu  bestimmen,  wenn  die  Biegungsmomente  im 
ersten  und  im  letzten  Auflager  gegeben  sind.  Wir  betrachten  den 
Fall,  daß  diese  beiden  Biegungsmomente  gleich  null  sind,  d.  h.,  daß 
die  Balkenenden  „gestützt"  siud.*)  Die  Seiten  des  Seilecks  bezeichnen 
wir  mit  1,  2,  3, . . .,  sodaß  die  Seiten  1,  3,  6,  . . .  durch  die  Stütz- 
punkte Af,,  Ä^,  A^, . . .  gehen. 

Wir  betrachten  das  von  den  Seiten  2,  3,  4  gebildete  Dreieck. 
Zwei  seiner  Ecken  liegen  auf  festen  Geraden,  nämlich  den  durch  g{ 
und  (jTj  gebenden  Vertikalen.  Dann  liegt  anch  die  dritte  Ecke  V^ 
auf  einer  festen  Geraden.  Denn  die  Seite  3  könnte  durch  die  Kräfte 
(t>,'  und  <i>f  und  die  Seilspannungen  in  2  und  4  im  Gleichgewicht  ge- 
halten werden,  daher  füllt  K,  in  die  Wirkungslinie  der  Resultanten  von 
■t>,'  und  <t>2;  diese  Linie  ist  aber  nichts  anderes  als  die  Vertikale  durch 
den  Punkt  «[,  wo  it^g^  =  AiQ^'  xsdA  a^g^'  -^  A^g^  ('^a*i';*j=--4i!7i'  =  -^i^i)- 

1)  Die  im  Text  gegebene  Sehildenin^  dea  graphiscbeD  YerfahreDB  erhebt 
nicht  dcD  ÄDfpruch  auf  VoUatilDdigkeit  Weitere  Einzelheiten  findet  dei  Leur 
bei  M.  Lery,  loe.  dt.  p.  431.  Auch  wäre  eine  Arbeit  von  Perrj  uid  Ayrton  in 
den  Ptoc  H'hj.  Soc.,  vol.  2S  (1H79)  einzusehen.  Eine  SuBerBt  klare  Duatellnng 
der  Theorie  entbilH  die  in  der  3iink'liing,  Fußnote  9'J,  angezogene  Abhandlung 
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Der  Pankt  C,  andererseits,  in  dem  die  Seite  2  die  durch  ^  gehende 
Vertikale  trifft,  bestimmt  aicli  durch  die  Bedingung,  daß  das  von  den 
Seiten    1    und    2   und   der    Strecke  A^,Cj    gebildete  Dreieck   für   den 


\^     « 

^' 

.Pn 

i^     ^ 

Schnittpunkt  der  Seiten  1  und  2  ein  Eröftedreieck  bedeutet,  so  zwar, 
daß  ^o^s  'i*  ^^™  gewählten  Eraftemaßstab  die  bekannte  Eraft  f, 
darstellt.  Da  die  £ck^i  des  Ton  den  Seiten  2,  3,  4  gebildeten  Drei- 
ecke auf  drei  festen  Parallelen  liegen  und  die  Seiten  2  und  3  durch 
die  festen  Punkte  C,  und  ^j  gehen,  so  muß  die  Seite  4 'durch  einen 
festen  Punkt  Ü^  gehen;  dieser  laßt  sich  dadurch  konstruieren,  daß 
man  zwei  Dreiecke  zeichnet,  die  den  gestellten  Bedingungen  genttgeu. 

Der  Punkt  Cg,  um  den  es  sieh  oben  zunächst  handelt,  kann  will- 
kürlich angenommen  werden;  ist  er  aber  einmal  gewählt,  so  stellt 
A^G^  die  konstante  Horizontalkomponente  der  Seilspannungen  in  dem- 
eelböi  Maßstab  dar,  in  dem  A^C^  die  Kraft  F^^  repräsentiert. 

Auf  dieselbe  Weise  können  wir  zeigen,  daß  die  Ecken  des  von 
den  Seiten  5,  6,  7  gebildeten  Dreiecks  auf  drei  festen  Vertikalen 
liegen,  und  daß  seine  Seiten  durch  drei  feste  Punkte  gehen.  Die  Ver- 
tikale, auf  der  der  Schnittpunkt  K,  der  Geraden  5  und  7  liegt,  geht 
diuvh  den  Punkt  «,,  wo  aj^»  —  ^jft'  und  o^g^  =  A.^g^.  Der  feste 
Punkt  C5,  durch  den  die  Seite  5  geht,  befindet  sich  auf  der  Verti- 
kalen durch  C^  und  zwar  in  einem  solchen  Abstand  von  C^,  daß  die 
Seiten  4  und  5  mit  C^C'ä  filr  den  Schnittpunkt  von  4  und  5  ein 
Eraftedreieck  ei^eben.  Die  Strecke  C^Q  stellt  dann  die  Eraft  F^  in 
einem  Maßstab  dar,  der  verschieden  ist  von  demjenigen,  in  dem  A^^C^ 
die  Eraft  .F,  repräsentiert;  denn  in  dem  Maßstab,  in  dem  0J2^  die 
Eraft  F^  darstellt,  wird  die  konstante  Horizontalkomponente  der  Seil- 
spannung durch  die  horizontale  Projektion  von  GjC'^  repräsentiert. 
Da  C^  bekannt  ist,  so  ist  das  Verhältnis  der  in  Rede  stehenden  Maße 
bestimmt,  und  somit  ist  Cj  ermittelt.  Die  Seite  6  geht  durch  den 
festen  Punkt  A^,  und  der  feste  Punkt  C,,  durch  den  die  Seite  7 
geht,  läßt  sich  in  derselben  Weise  konstruieren,  wie  vorhin  (7,  er- 
mittelt wurde. 
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Auf  diese  Weise  konstruieren  wir  zwei  Serien  von  Punkten, 
C„  Cs, .  . .,  Cj,_i,  ...  und  Q,  C„  . . .,  Cj,^.„  . . .  Ebenfalls  kon- 
struieren wir  die  Punktserie  «,,  k,,  .,.,«,,,. .,  wo  u^g^  =  -^,</x+i 
und  a^g^^i  ^  -^xfx-  Mi*  Hilfe  dieser  Punktserien  können  wir  das  ver- 
langte Seüeck  koustruieren. 

Es  seien  n  Spannen  Torhandeu,  das  Ende  A^  sei  ebenso  wie  Ä^ 
einfach  gestützt.  Die  Verbindungslinie  von  Cj,_,  und  A^  stellt  die 
letzte  Seite  (3«  —  1)  des  Seilpolygons  dar,  weil  die  Kraft  <l>^'  ebenso 
wie  <t>i  gleich  null  ist.  Die  Seite  (3  n  —  2)  schneidet  die  Seite 
(3 «  —  1)  auf  der  Wirkungslinie  von  F^  und  geht  durch  den  Punkt 
^Sn-a-  ^^i*  Vertikale  durch  a^_i  treffe  sie  im  Paukte  r,_i.  Dann 
stellt  die  Gerade  V„_lCt,_^  die  Seite  (Sn  — 4)  dar.  Die  Seite  (3n  —  3) 
bestimmt  sich  als  Verbindungslinie  des  Punktes,  in  dem  die  Seite 
(3n  — 2)  die  Vertikale  durch  9,  schneidet  mit  dem  Punkte,  indem  die  Seite 
(3n  ~  4)  die  Vertikale  durch  /„_,  triffi.  Diese  Seite  (3n  —  3)  gebt 
wegen  der  Art  der  Konstruktion  der  Pnnkte  C  notwend^;  durch 
A^_i.  Auf  diese  Weise  fortschreitend  können  wir  das  Seil  kon- 
struieren. 

Ist  das  Seilpolygon  gefunden,  so  können  wir  die  Biegungsmomente 
in  den  Aufli^rpunkten  aus  der  Figur  entnehmen.  Beispielsweise 
schneide  die  Seite  4  die  Vertikale  durch  Ai  in  S^.  Dann  stellen 
A^  Sj  und  die  Seiteu  3  und  4  für  den  Schnittpunkt  von  3  und  4  ein 
Kräftedreieck  dar.  Die  Horizoutalprojektion  der  nicht -vertikalen 
Seiteu  dieses  Dreiecke  ist  gleich  ^A^A^.  Somit  stellt  A^S^  die  Kraft 
<t>,  in  demselben  Maßstab  dar  wie  i^i-4,  die  Horizontalkomponente 
der  Seilspatinung.  AlS^/A^Af  repräsentiert  also  die  Kraft  4>j  in 
einem  konstanten  Maßstab.  O,  stellt  aber,  ebenfalls  in  einem  kon- 
stanten Maßstab,  das  Produkt  von  M^  und  A^A^  dar.  Demnach  re- 
präsentiert A^SJA^Af^  das  Biegungsmoment  in  A^  in  einem  kon- 
stanten Maßstab.  In  gleicher  Weise  ergibt  sich,  wenn  die  Seite  (3ic  4-  i) 
die  Vertikale  durch  A^  im  Punkte  S,  trifft,  daß  A,SJA,Al+,  das 
Biegungsmoment  in  A^  darstellt. 
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§  351.  Außer  dem  I^oblem  der  durchlaufenden  Träger  gibt  es 
viele  physikalische  und  techDische  Probleme,  die  sich  als  Probleme 
langer  diiimer  Stabe  behandeln  lassen  und  in  diesem  Sinne  einer  an- 
genäherten Lösung  fähig  sind.  Wir  wollen  uns  in  diesem  Kapitel 
mit  der  allgemeinen  Theorie  des  Verhaltens  derartiger  Körper  be- 
fassen, indem  wir  die  Anwendungen  der  Theorie  fQr  spätere  Kapitel 
vorbehalten.  Das  Neue  und  Besondere,  was  bei  dieser  Theorie  in 
Betracht  zu  ziehen  ist,  liegt  darin,  daß  die  gegenseitigen  Verschie- 
bnngfen  eines  langen  dünnen  Stabes  durchaus  nicht  .klein  zu  sein 
branchen,  die  Yerzermngen  aber  gleichzeitig  in  allen  Teilen  des  Stabes 
so  klein  sein  können,  daß  die  mathematisch«  Theorie  'anwendbar  ist. 
Dieser  Umstand  macht  einige  spezielle  kinematische  Untersuchungen 
notwendig,  die  die  in  Kapitel  I  erledigte  allgemeine  Analyse  der  Ver- 
zerrung ei^Dzen. 

§  252.  ElnematUc  dfinner  St&be.>) 
Im  ungespannten  Zustand  sei  der  Stab  zylindrisoh  oder'  prisma- 
tisch, sodaß  homologe  Strecken  verschiedener  Querschnitte  einander 
parallel  sind.  Wird  der  Stab  ein&ch  gedrillt  und  nicht  zugleich  ge- 
bogen, so  werden  Linienelemente  verschiedener  Querschnitte,  die  im 
un gespannten  Zustand  parallel  sind,  gegeneinander  geneigt  Wir 
greifen  eine  Schar  von  Linienelementeü  heraus,  die  im  ungespannten 
Zustand  einander  parallel  sind  und,  von  den  Schwerpunkten  der  Quer- 
schnitte auslaufend,  in  die  Richtung  der  Haupttragheitsacht^en  fallen. 
Die  Richtungen  zweier  solcher  Elemente,  die  in  Querschnitten  liegen, 
deren  Abstand  gleich  ßs  ist,  mögen  im  verzerrten  Ziwtand  den  Winkel 
Sf  einschließen.     Dann  mißt  lim  Öf/ds  den  DraU  (engl,  „fwist*). 

1)  Vgl.  Kelrin  und  Tait,  Nat.  Phü.,  Teil  I,  p.  94ff..  und  Kirchhoff,  J  f. 
Ma&.  (CreOt),  Bd.  66  (1869)  =  Geg.  Abhandlungen  (Leipzig  1882),  p.  286  ~ 
Vorhnmgen  über  math.  Physik,  M^umik,  Voiluang  SS. 
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Wird  der  Stab  gebogen,  bo  kann  der  Drall  nicht  ganz  so  einfach 
gemessen  werden.  Wir  wollen  annehmen,  daß  die  Zentrallinie  in 
eine  krumme  Linie  von  der  KrfimmuDg  1/^  und  der  Windong  \jS 
übergeht.  Wir  wählen  ein  festes  (x,  y,  z) -Koordinatensystem,  nnd 
zwar  sei  die  z- Achse  der  Zentrallinie  im  ungespannten  Zustand 
parallel,  die  x-  und  die  y-Achse  seien  den  7on  den  Schwerpunkten 
ausgehenden  Hauptträgheitsachsen  der  Querschnitte  im  gleichen  Zu- 
stand parallel.  P  sei  ein  beliebiger  Punkt  der  Zratrallinie,  and  im 
ungespannten  Zustand  mögen  drei  Linienelemente  im  Stabe  ron  P 
nach  den  Richtungen  der  (x,  y,  z)-Achsen  auslanfeu.  Wenn  der  Stab 
deformiert  wird,  so  bleiben  diese  Linienelemente  im  allgemeinen, 
nicht  rechtwinklig  zu  einander;  mit  ihrer  Hilfe  können  wir  jedoch  ein 
System  orthogonaler  (x,  y,  £)-Achsen  konstruieren.  Der  Anfangspunkt 
dieses  Systems  ist  durch  den  Ort  Pj  Ton  P  nach  der  Yerechiebung 
gegeben,' die  ;a>-Achse  ist  die  Tangente  der  verzerrten  Zentrallinie 
in  Pj ,  und  die  {x,  z)  -  Ebene  enthält  das  Linienelement,  das 
im  ungespannten  Zustand  rob  P  in  der  Richtung  der  x-Achse 
ausläuft  Die  {x,  z)-Ebene  stellt  eine  „Hauptebene"  des  Stabes 
dar.  Der  Bichtungssinn  der  a^-Achse  kann  willkfirlich  gewählt 
werden.  Die  «-Achse  wird  in  der  Richtung  positiv  gerechnet, 
in  der  die  Bogenlänge  der  Zentrallinie,  von  einem  festen  Punkte 
derselben  aus  gemessen,  zunimmt;  der  Richtungssinn  der  ^-Achse 
bestimmt  sich  dann  durch  die  Bedingung,  daß  die  {ps,  y,  2)-Achaen 
ein  rechtshändiges  System  bilden.  Das  in  der  oben  bezeichneten 
Weise  für  einen  Punkt  der  Zentrallinie  konstruierte  Achsensystem 
bezeichnen  wir  ab  die  „Torsion-Biegungs-Hauptachsen"  (engl.  .,prin- 
cipal  torsion-flerore  axes")  des  Stabes  in  diesem  Punkte. 

Es  sei  P  ein  Punkt  der  Zentrallinie  in  der  Nähe  von  P,  P,' 
der  Ort  desselben  nach  der  Verschiebung.  Die  Länge  Äs,  des  Bogen- 
stücks  P,  Pj'  der  verzerrten  Zentrallinie  wird  sich  etwas  von  der 
Länge  äs  von  P^  unterscheiden.  lat  s  die  Dehnung  der  Zentral- 
linie in  Pi,  so  haben  wir 

lim  iSsJSs)  -  1  -I-  s.  (1) 

Die  Dehnung  e  kann  gleich  null  sein.  Sie  muß,  wenn  die  mathema- 
tische ElaBtizitntstheorie  anwendbar  sein  soll,  eine  kleine  Große  von  der 
Größenordnung  der  Verzerrungen  sein,  mit  denen  die  Theorie  sich  befaßt. 
Die  Spitze  eines  Drelkants  zu  einander  senkrechter  Achsen  (x,  y,  z) 
bewege  sich  mit  der  Geschwindigkeit  eins  längs  der  verzerrten  Zentral- 
linie des  Stabes,  und  die  drei  Achsen  mögen  stets  die  Richtung  der 
Torsi  OD -Biegungs-Hauptachsen  des  Stabes  in  der  Spitze  des  Dreikants 
haben.  Wir  wollen  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  der  sich  das  Drei- 
kant dreht,  nach  den  instantanen  Achsenrichtungen  in  Komponenten 
zerlegen.     Wir  bezeichnen  diese  Komponenten    mit   x,   x,   t.     Dann 
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sind  X  und  x'  die  Komponenten  der  Krümmung  der  verzerrten  Zentral- 
linie  in  Pj,  und  r  ist  der  Drall  des  Stabes  in  P,. 

Wir  können  diese  Aussage  als  Definition  des  Dr&lls  und  der 
Krönunungskomponenten  ansehen.  Offenbar  deckt  sich  die  neue  De- 
finition des  Dralls  mit  deijenigen,  die  wir  oben  im  Falle  eines  nicht- 
gebogenen Stabes  aufstellten,  und  ersichtlich  sind  x,  x'  die  (geo- 
metrisch definierten)  Krümmungen  der  Projektionen  der  verzerrten 
Zentrallinie  auf  die  (t/,  e)-  und  die  (x,  2)-Ebene;  die  Resultante  von 
X  und  x'  ist  daher  ein  Vektor  von  der  Richtung  der  Binormalea  der 
verzerrten  Zentrallinie  und  vom  Betrage  l/p  der  Krömmung  dieser 
Kurve, 

§  253.  EinematiBolie  Formeln. 
Wir  untersuchen  au  erster  Stelle  die  Beziehnng  zwischen  dem 
Drall  des  Stabes  und  der  Windung  seiner  verzerrten  Zentrallinie. 
Es  mögen  l,  m,  n  die  Richtungskosinus  der  Binormalan  dieser  Kurve 
in  P^,  bezogen  auf  die  Torsion-Biegungs-Hanptachsen  in  P^,  und  V, 
m',  n  die  Richtungskosinus  der  Binormalen  in  P,',  bezogen  auf  die 
Torsion-BiegungB-Hauptacbsen  in  P,',  bezeichnen.  Die  Grenzwerte 
lim  (J  —  l)fd3i, . .  .  bezeichnen  wir  dann  mit  dl/dsi, .  . .  Femer  mögen 

r)j, -0 

l  -{-  91,.  • .  die  Richtungskosinus  der  Binormalen  in  P^',  bezogen  auf 
die  Torsion- Biegungs- Hauptachsen  in  Pj,  bezeichnen.  Wir  haben  dann 
die  Formeln') 

lim  Sl/dSi  -  dl/dSi  —  mx  +  nx, 

lim  Sm/Ssi  =  dm/dSi  —  nx  +  Ir, 

lim  Snjäs,  =  dn/ds,  —  Ix'  +  mx. 

i;  =  0 

Die  Windung  l/£  der  verzerrten  Zentrallinie  ist  gegeben  durch 
die  Formel 

l/r-  -lim  [(di)"  +  (ömy  +  (S»)']/(«s,)«; 

das  Vorzeichen  von  £  bestimmt  sich  durch  die  gegenseitige  Lage 
der  positiven  Richtungen  der  Hauptnormale,  der  Binormale  und  der 
Tangente  der  Kurve.  Wir  nehmen  an,  die  (in  Fig.  45  mit  «  be- 
zeichnete) Hauptnormale  sei  nach  dem  Krümmungsmittelpunkt  ge- 
richtet, die  Tangente  sei  im  Sitme  wachsender  Bogenlänge  «,  gezogen 
und   die  (in  Fig.  45   mit  b  bezeichnete)   Binormale    sei  so  gerichtet, 

1)  Vgl.  E.  J.  Ronth,  Dynamics  of  a  sysUm  of  rigid  bodie»  (London  1884), 
Teü  U,  Kap.  I. 
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daB     die     Hauptnormale,     die    Bi- 
normale  und  die  Tangente,  in  dieser 
Reihenfolge  genommeo,  den  Achsen 
eines  rechtshändigen  Systems  parallel 
sind.    Wir  können  nun  setzen 
i  =-  xp  —  —  cos/", 
m  -=  x'p  =  sin  /",    n  —  0, 
wo  (>  der  Erflnimungsradius ;   dann 
ist  -j-  Ä  —  /■    der    Winkel    zwischen 
der  Hauptebene  {x,  b)  des  Stabes 
und    der    Hauptnormalen    der    ver 
Substituieren   wir  in  den   Ausdruck   ftlr    XjZ? 
und  verfahren  nach  obiger  Yerabredimg,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

wo  tg /■--(«•/.).  (3) 

Die  .Notwendigkeit,  einen  Winkel  wie  f  in  die  Theorie  einzu- 
führen, wurde  zuerst  von  Saint-Venant  bemerkt.*)  Yen  den  Autoren, 
die  vorher  den  Gegenstand  behandelt  hatten,  war  nur  der  Fall,  daß 
f  verschwindet  oder  konstant  ist,  betrachtet  worden.  Die  Linien- 
elemente, die  im  deformierten  Stabe  von  der  verzerrten  Zentrallinie 
in  Richtung  der  Hauptnormalen  dieser  Karre  auslaufen,  fallen  im 
ungespannten  Zustand  nahezu  mit  einer  Schar  zur  Zentrallinie  senk- 
rechter Linien  susammen.  Wenn  f  verschwindet  oder  konstant  ist, 
so  sind  diese  Linienelemente  im  ungespannten  Zustand  parallel.  Von 
einem  gebogenen  und  gedrillten  Stabe,  in  dem  f  verschwindet  oder 
konstant  ist,  können  wir  sagen:  der  Stab  wQrde,  wenn  die  Biegung 
allein  rückgängig  gemacht  würde,  prismatisch  werden;  ist  f  ver- 
änderlich,  so  würde  der  Stab,  wenn  die  Biegung  allein  rückgangig 
gemacht  würde,  ein  gedrilltes  Prisma  vorstellen,  und  der  Drall  würde 
gleich  df/dSi  sein. 

Um  nun  x,  x\  t  zu  berechnen,  denken  wir  die  (a;,  y,  £)-Achsen 
in  Pj  mit  einem  hdiAigen  festen  Koordinatensystem  (x,  y,  z)  durch 
folgendes  Orthogonalschema  verknüpft: 


I      y        z 
z      l.     m,    n. 


w 


1)  Paris  C.  It.,  t.  17  (1848). 
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es  bedeuten  also  z.B.  Zj,   m^,   n,   die  Kichtungskosinus  der  äJ-Achse 
in  Pj,    bezogen  auf  die  festen  Achsen.     Wir  haben  die  neun  Glei- 


^5) 


dmjds^  =-  »ijt  —  mjX,     dm^jds^  =  m,x  —  m 

dnJdSi     =  M,r  —  K,«',        d»j/dSi    —  «gX    —  H, 

dlg/dSi  —  i,j('  —  ^x, 
dmjdsi  —  »»ix'  ~  nt,x, 
dn^/dSi  =«ix'  —  N|X; 

dieselben  drücken    die  Bedingungen  aus,    daß  die  (x,  y,  z)-Achsen 
fegt  sind,  während  die  (x,  y,  e)- Achsen  sich  mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit (x,  x',  t)  bewegen.*)    Wir  erhalten  daraus  Gleichungen  wie  z.  B. 
,    dl.    ,         dm,    ,        dn. 

Die  Differentiationen  nach  5,  können,  da  £  klein  ist,  durch  Diffe- 
rentiationen nach  s  ersetzt  werden,  vorausgesetzt  daß  die  linken  Seiten 
der  Gleichungen  mit  1  -(-  £  multipliziert  werden.  Wenn  x,  n',  z  selbst 
klein  sind  und  GrSBen  von  der  Ordnung  tx  Ternachlässigt  werden 
können,  so  ist  der  Faktor  1  +  £  durch  eins  zu  ersetzen.  Werden 
X,  X,  t  nicht  als  kleine  Größen  angesehen,  so  können  wir  filr  ihre 
Werte  eine  erste  Annäherung  erhalten,  indem  wir  1  -j-  f  durch  eins 
ersetzen.  Um  x,  x',  t  abzuschätzen,  können  wir  demnach  den  Unter- 
schied zwischen  da,  und  ds  außer  Acht  lassen  und  unsere  Formeln 
folgendermaßen  schreiben: 

,  dk    ,  dm,    ,         dn.      -i 

r      T  d\.  dm.    .        an.      I  >^. 

.  dJ,    ,  dm,    ,        dn^      1 

Die  RichtungskosinuB  li,  ■  . .  können  durch  drei  Winkel  d,  ^,  <t> 
ausgedrückt  werden,  wie  in  der  Theorie  der  Bewegung  eines  starren 
Körpers  üblich  ist.  Es  sei  9  der  Winkel,  den  die  £'-Achse  in  P, 
mit  der  festen  z-Achse  bildet,  V  der  Winkel,  den  eine  zu  diesen 
Achsen  parallele  Ebene  mit  der  festen  (x,  z)-Ebene  einschließt,  und 
<t>  der  Winkel,  den  die  Hauptebene  (x,  z)  des  Stabes  in  P^  mit  der 
Ebene  zf,2  bildet.  Die  in  Rede  stehenden  Richtungskosinus  drücken 
sich  dann  aus  durch  die  Gleichungen 


1}  Vgl.  E.  3.  Ronth,  loe.  dt.  p.  411. 
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ij— — smyaiiKp+coBVcoBeDcoBÖ,  m,=co3¥sm<l>+8inVco3<J'cosff, 
^«— sinVcos<t>— coaVsintteosö,  mg=co8Vcofl<l>— BmVsin^cosff, 
ij=     sinöcosT,  j/ij-^sinff  ainT, 

n^  =  —  sin  Ö  cos  <t>, 

«j  =       sin  6  sin  0, 

11.  =-      cos  8. 


(') 


und  P^^  gelegen. 


Die  Beziehungen  zwi- 
schen d0/ds,  d'VIds, 
d'^jds  und  x,  x,  t  er- 
geben sich  ohne  weiteres 
aus  Fig.  4G,  da  x,  x,  z 
die  Projektionen  auf  die 
Torsion  -  Biegungs  ■  Haupt- 
achsen in  P,  Ton  einem 
Vektor  darstellen,  der  mit 
den  in  gewissen  Geraden 
gelegenen  Vektoren  d8/ds, 
rfV/rfs,  dO/ds  gleichwertig 
ist.  Die  Gerade  P^i,  in 
die  dd/ds  fällt,  steht  senk- 
recht   zur    Ebene     zPi^, 

lg.  4(1.  und    rfV/rfs    und    dt>,'d8 

sind   in   den  Geraden  P,z 

Wir  haben  daher  die  Gleichungen 


'  ds 


cos  <t>  -|-  -j!*!  sin  9  sin  <l>, 


t8) 


§  354.    Oleiobungen  dea  Gleichgewichts. 

Weim  der  Stab  deformiert  wird,  so  drückt  sich  die  Wirkung 
desjenigen  Teils,  der  auf  der  einen  Seite  eines  Querschnitts  liegt,  auf 
den  andern  Teil  in  der  gewohnten  Weise  durch  Spannungen  aus,  die 
auf  die  Flächeneinheit  des  Querschnitts  bezogen  sind.  Diese  Span- 
nungen sind  statisch  gleichwertig  mit  einer  im  Schwerpunkt  des 
Querschnitts  angreifenden  Kraft  und  einem  Kmftepaar.  Da  die 
^  Achse  in  diesem  Punkt  in  die  Richtung  der  Zentrallinie  fällt,  so  sind 
die  Spannungen  auf  den  Querschnitt  mit  X.,  Y^,  Z,  zu  bezeichnen. 
Die  zu  den  {^,  y,  ^)-Achsen  parallelen  Komponenteu  der  Resultanten 
und  des  resultierenden  Moments  dieser  Spannungen  sind  N,  N',  T  und 
G,  G',  ff,  wo 
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N^ffx,dxdy,    N'-ffY,dxdy,         T  ~ffz,dxdy,  | 

G=ffyZ,dxdy,  G'=ff-xZ,dxdy,   S=fßxY,~yX;)dxdy;\ 

dabei  eind  die  Integrationen  Über  den  Querschnitt  erstreckt.  Die 
Kräfte  N,  N'  sind  „Schabkräfte",  die  Kraft  T  ist  die  „Zugbean- 
spruchung", die  Kräftepaare  G,  G'  sind  die  „Biegungsniomente",  das 
Kräftepaar  H  ist  das  ,^rillungsmonient".  Die  Kräfte  N,  N',  T 
wollen  wir  die  Spannungsresullanten  (engl,  streas-restätants),  und  die 
Kräftepaare  G,  G',  H  die  SpannungsmoTnenie  (engl,  stress-couples) 
nennen. 

Die  am  Stabe  angreifenden  Kräfte  messen  wir  durch  ihre  Re- 
sultante und  ihr  resultierendes  Moment  pro  Längeneinheit  der  Zentral- 
linicj  hierbei  können  wir  die  Dehnung  dieser  Linie  außer  Betracht 
lassen.  Die  Kräfte,  die  an  dem  Stück  des  Stabes  angreifen,  das  von 
den  durch  Pj  und  P,'  gelegten  Querschnitten  begrenzt  wird,  mögen 
statisch  sich  auf  eine  Kraft  P^  und  ein  Kräftepaar  reduzieren;  die 
Komponenten  dieser  Kraft  und  dieses  Kräftepaars,  bezogen  auf  die 
Torsion- Biegungs- Hauptachsen  in  P,,  bezeichnen  wir  mit  [X],  [Y],  [2] 
bezw,  [K],  [K^,  [8].  Wenn  P,'  mit  P,  zur  Deckung  gebracht  wird, 
so  verschwinden  alle  diese  Größen,  die  Quotienten  [Xyäs,  . . .  können 
jedoch  endliche  Grenzwerte  haben.     Wir  schreiben 

lim[X]/as  =  X,...,    Um  [KJ/ds  -  Ä", . . . ; 

dann  sind  X,  Y,  Z  die  Komponenten  der  Kraftresultanten  in  P^  pro 
Längeneinheit  der  Zentrallinie,  und  iT,  W,  ®  sind  die  Komponenten 
des  resultierenden  Moments. 

Die  Kräfte,  die  an  dem  von  zwei  Querschnitten  begrenzten  Stab- 
stQck  angreifen,  halten  nun  der  Resultanten  und  dem  resultierenden 
Moment  der  Spannungen  auf  dieee  Querschnitte  das  Gleichgewicht. 
Das  Zeichen  d  beziehe  eich  auf  den  Betrag,  um  den  der  zum  Quer- 
schnitt durch  P/  gehörende  Wert  einer  Größe  den  zum  Querschnitt 
durch  P|  gehörenden  Wert  übersteigt,  x,  y,  z  seien  die  auf  feste 
Achsen  bezogenen  Koordinaten  von  Pj,  i',  y',  z'  diejenigen  eines 
Punktes  der  Zentrallinie  zwischen  P,  und  P,'.  Nach  Schema  (4) 
können  wir  ohne  weiteres  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  hin- 
schreiben, z.  B. 

d  (l^N+l^N'  +  l^T)  +/(iiX  +  JjY+  l^Z)  ds  =■  0 

und 
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-  az{m,N  +  m,N'  +  m,T)  +  3  (m,N  +  m,N'  +  m,T)) 
+,/'l(y'-y)  (»,X  +  «,  r+  «,Z)  -  (z'-  a)  (m,X  +  m,y+  w,Z)\d$ 

+  l{kK+l,K  +  I,S)-0. 

Wir  dividieren  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  durch  ds 
und  gehen  zur  Grenze  über,  indem  wir  Ss  unbegrenzt  abnehmen 
lassen.  Diese  Operation  erfordert  die  ÄusfQhrong  gewisser  Diffe- 
rentiationen. Die  Ableitungen  von  /,,  ...  aind  durch  die  Gleichungen 
(5)  auBgedrQckt,  da  die  Dehnung  der  Zentrallinie  zu  Temachl&ssigen 
ist.  Wir  lassen  die  festen  (z,  j,  z)-Äch3en  mit  den  Torsion-Biegungs- 
Hauptachsen  des  Stabes  in  P^  zusammenfallen.  Xach  Äusfahrung  der 
Differentiationen  setzen  wir  dann  l,  =  l,  m,  =  0  usw.  Die  Grenzwerte 
von  di/ds,  dj/ds,  Sz/8s  sind  0,  0,  1.  Die  Grenzwerte  der  GrSfien 
.  +  *.  •  +  Jt 

{ä8)-'ßliX  +  l,Y+ltZ)ds,  ..,    {ds)-\llliK+ltK'  +  lt&)ds,... 

sind  X,  Y,  Z  und  K,  K',  «.    Die  Grenzwerte  der  Größen 

C«»)-;/^  -  J)  (n,X+n,r  +  n,Z)  ds,... 

sind    DulL     Wir  erhalten  daher  för  die   Gleicbf^wichtsgleichungeD 
folgende  Form'); 

ff-  -  S't  +  Tx-  +  X-0,  ] 
da  '  'I 

'^f  -  T»   +  lYt  +  y-  0,  [  (10) 

'"'  -  Xk  +Xk+  Z-0,  l 


-G'z  +  Hx  -y  +  K  -0, 


dG' 


-  Hx  +Gt  +y  +  K'-0,\  (11) 

''Jf  -  e»'  +  G'x  +  s  _  0.       J 

Außer    diesen   Gleichungen   haben    wir   im    allgemeinen   gewisse 

1 1  Die  Gleichungen  wurden  von  Clebach,  UlasliziUH,  §  60,  aufgestellt,  WKeu 
alier  tatBacblich  bereits  in  der  Arbeit  von  Kixchhoff,   Joe.  cit.  p.  *89,   enthalten- 
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spezielle  Bedingungen,  die  an  den  Endeu  des  Stabes  gelten.  Es  kann 
sich  dabei  nm  Befestigungsbedingungen  oder  darum  handeln,  daß  die 
an  den  Enden  des  Stabe»  angreifenden  Ei^te  und  Kräftepaare  ge- 
geben sind.  Im  letzteren  Falle  sind  die  Endwerte  der  Spannungs- 
resnltanten  und  Spannungsmomente  rorgeschrieben.  Diese  speziellen 
Bedingungen  dienen  zur  Bestimmung  der  Konstanten,  die  bei  der 
Integration  der  Qleichgewichtsgleichungen  eingefQhrt  werden. 

§  255.   Die  übllclie  N&henmgBtheorie. 

Die  Gleichgewichtagleichungen  enthalten  neun  unbekannte  GröBen: 
N,  N',  T,  G,  G',  H,  X,  x,  z.  Könnte  man  drei  weitere  Gleichungen 
zwischen  diesen  Größen  finden,  so  wttrden  wir  offenbar  eine  hin- 
reichende Zahl  von  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Krümmung  und 
des  Dralls  des  Stabes  und  der  Spannungsresultanten  und  Spannungs- 
momente  haben.  Die  öbliche  Näherungstheorie  —  eine  Verall- 
gemeinerung der  „Bemoulli-Eulerschen"  Theorie  —  geht  aus  von  der 
Annahme,  daß  die  Spannungsmomente  mit  der  ErQmmung  und  dem 
Drall  des  Stabes  durch  Gleichungen  von  folgender  Form  Terknüpft 
sind: 

G^Äx,    G'-Bx,    fl-Ct,  (12) 

wo  A,  B,  C  Konstanten  sind,  die  von  der  Elastizität  des  Materials 
und  der  Gestalt  des  Querschnitts  abhängen.  Von  den  in  verhältnis- 
mäßig einfachen  Fällen  erhaltenen  Resultaten  her  ist  die  Art  dieser 
Abhängigkeit  bekannt.     FOr  isotropes  Material  würden  wir  haben 

A-Emk',    B  =  Eak", 

wo  £  der  Youi^che  Modul  des  Materials,  ta  der  Flächeninhalt  des 
Querschnitts  und  k,  k'  die  Triigheitsradien  des  Querschnitts,  bezogen 
auf  die  x-  and  die  «/-Achse,  d.  h.  die  Hauptachsen  im  Schwerpunkt. 
In  demselben  Falle  würde  C  die  in  Kap.  XIV  betrachtete  Drillungs- 
steifigkeit  sein.  Besitzt  der  Querschnitt  des  Stabes  kinetische  Symmetrie, 
sodaß  A  =  B,  so  sind  die  Bi^ungsmomeote  G,  G',  wie  sie  durch  die 
Formeln  (12i  ausgedrückt  sind,  gleichwertig  mit  einem  einzigen 
Kräftepaar,  dessen  Achse  die  Binormale  der  verzerrten  Zentralliuie 
und  dessen  Betr^  BJq  ist,  wo  ^  der  Krümmungsradius  dieser  Kurve. 
Die  Theorie  ist  offenbar  unvollständig,  solange  nicht  gezeigt  ist, 
daß  die  Formeln  (12)  wenigstens  annähernd  richtig  sind.  Eine  Unter- 
suchung dieser  Frage,  die  sich  zum  Teil  auf  die  Arbeiten  von  Kirch- 
hoff und  von  Clebsch  stützt'),  wird  nachstehend  dargelegt  werden. 

1)  Siehe  Einleitung,  p.  2i). 
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§  256.   Natnr  des  Verzermngsznstandes  in  einem  gebogenen  und  ge- 
drillten Stab. 

In  der  £irclihoffscIiea  Theorie  der  dflnuen  Stäbe  spielen  gewisse 
kinematische  Oleicbungen  eine  große  Rolle.  Mit  diesen  Qleichungen 
hat  es  einige  Schwierigkeit,  und  die  folgende  direkte,  wenn  auch 
etwaa  langwierige  Untersuchung  schlagen  wir  vor  als  Ersatz  fOr  den 
kinematischen  Teil  der  Kirchhoffschen  Theorie.  Ein  danuer  Stab 
werde  gebogen,  sodaß  die  Zentrallinie  eine  gewisse  Krümmung  be- 
sitzt, und  gedrillt,  sodaß  der  „Drall"  einen  gewissen  Wert  hat;  wir 
suchen  die  etwaigen  Beschriinkuagen  festzustellen,  die  sich  dadurch 
für  die  Verzermng  in  dem  Stabe  ergeben.  Der  größeren  Allgemein- 
heit halber  nebmen  wir  an,  daß  die  Zentrallinie  auch  eine  gewisse 
Dehnung  erfährt. 

Wir  können  uns  nun  sicherlich  einen  Zustand  des  Stabes  vor- 
stellen, bei  dem  die  Querscbnitte  eben  und  zur  Zentrallinie  senk- 
recht bleiben  und  in  ihrer  Ebene  keine  Verzerrung  erfahren;  jeder 
Querschnitt  möge  überdies  in  der  Normalebeue  der  Zentrallinie  so 
orientiert  sein,  daß  der  Drall,  wie  er  oben  definiert  wurde,  den  vor- 
geschriebenen Wert  bat.  TJm  diesen  Zustand  des  Stabes  auszudrücken, 
bezeichnen  wir  mit  x,  y  die  Koordinaten  eines  Punktes  Q,  der  in 
einem  Querschnitt  mit  dem  Schwerpunkt  P  Hegt,  bezof^en  auf  die 
Hauptachsen  dieses  Querschnitts  in  P.  Wird  der  Querschnitt  in  der 
oben  dargelegten  Weise  als  Ganzes  verschoben,  so  rückt  der  Punkt  P 
nach  P|,  und  die  Koordinaten  von  P,,  bezogen  auf  beliebige  feste 
Achsen,  mögen  mit  x,  y,  z  bezeichnet  werden.  Die  Hauptachsen  des 
Querschnitts  in  P  rücken  ia  die  Lage  der  x-  und  der  y-Äcbse  in  P,, 
wie  sie  in  §  252  definiert  wurden.  Der  oben  beschriebene  Stabzustaud 
ist  daher  so  beschaffen,  daß  die  auf  die  festen  Achsen  bezogenen  Ko- 
ordinaten des  Funkes  Q^,  in  den  Q  verschoben  ist,  lauten 
z.-\-l^x-\-l^y,  y  -\-m^x-irmiy,  z  +  n^x-\-n^y, 
wo  ?i,  ...  die  durch  Schema  (4)  definierten  Richtungskosinus. 

Jeder  Stabzustand,  der  die  richtige  Dehnung  und  Krümmung  der 
Zentrallinie  und  den  richtigen  Drall  in  sich  schließt,  läßt  sich  aus 
dem  eben  beschriebenen  Zustand  durch  eine  Verschiebung  ableiten, 
die  im  Falle  eines  düunen  Stabes  sehr  klein  ist,  denn  ein  Punkt  jedes 
Querschnitts  und  eines  der  durch  jede  Tangente  der  Zentrallinie  ge- 
legten Ebenenelemente  bleiben  unverscboben.  Es  seien  |,  ij,  g  die 
Komponenten  dieser  hinzukommenden  Verschiebung  des  Punktes  Q, 
bezogen  auf  die  (j:,  y,  ^)-Achsen  im  Punkte  Pj.  Die  auf  die  festen 
Achsen  bezogenen  Koordinaten  der  Endlage  von  Q  sind 
X  -h  i,  (a:  -I-  5)  +  /,  (y  +  »i)  +  '«&,  y  +  »«1  (ic  -i-  g)  -i-  m^  (y  +  ri)  +  «,£, 
z  -1-  H,  (a:  -I-  |i  -f  «,  (y  -H  1?)  -f  %£.  (13) 
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um  die  Yerzei'rung  in  dem  Stabe  zu  berecbnen,  nehmen  wir  in 
der  Nähe  von  Q  einen  Punkt  Q'  an.  Im  unrerzerrtea  Zustand  wird 
Q'  im  allgemeinen  in  einem  andern  als  dem  durch  P  gelegten  Kormal- 
schnitt liegen.  Er  befinde  sich  etwa  in  dem  durch  P'  gelegten 
Kormal  schnitt,  sodaß  der  Bogen  PP'  =  äs.  Die  Koordinaten  von  Q', 
bezogen  auf  die  Hauptachseu  des  durch  P'  gelegten  Querschnitts  in 
P',  seiun  x  +  Öx,  y  +  Sy.  Dann  sind  äx,  Sy,  ds  die  Projektionen 
des  LinienelemeDts  QQ'  auf  die  festen  Achsen,  r  sei  die  LUnge 
dieses  Elements,  und  wir  schreiben 

Hx  =  Ir,  Sy  =  mr,  äs  —  «r, 
sodaß  l,  m,  n  die  Richtungskosinus  der  Geraden  QQ',  bezogen  auf 
die  festen  Achsen.  Für  die  Koordinaten  der  Endlage  von  Q'  gelten 
ähnliche  Formeln  wie  (13),  und  wir  können  daher  die  Länge  r,  der 
die  Endlagen  von  Q,  V'  verbindenden  Strecke  durch  r  und  l,  m,  n 
ausdrflcken.  Da  die  Richtung  l,  m,  n  willkürlich  ist,  so  liefert  uns 
das  Resultat  die  sechs  Yerzermngskomponenten. 

Bei  Berechnung  von  r,  müssen  wir  alle  Größen,  die  r  enthalten, 
bis  auf  Glieder  erster  Ordnung  gRnau  ausdrücken,  die  höheren  Po- 
tenzen von  r  dagegen  können  wir  vernachlässigen.  Um  die  Ausdrücke 
fOr  die  Koordinaten  der  Endlage  von  Q'  zu  erhalten,  sehen  wir  zu, 
welche  Änderungen  die  einzelnen  Glieder  von  (13)  erleiden.  Die 
Größen  x,  y,  z,  2,,  ...  sind  nur  Funktionen  von  s,  die  Größen  |,  ij, 
5  jedoch  sind  Funktionen  von  x,  y,  s.     Demnach  müssen  wir  in  (13) 

X  durch  X  +  3-  Mr,     y  durch  y  +  J-  nr,    z  durch  z  +  -^  w, 
ty  durch  \  +  ,'  nr, . . . 

X  durch  X  -\-lr,    y  durch  y  -j-  mr, 

H 
^  By   ■ 
ersetzen. 

Femer  sind  die  Größen  cx/cs,  . .  gegeben  durch  die  Gleichungen 

und  die  Größen  fli/fS,  ...  sind  gegeben  durch  die  Gleichungen 


WO  die  Koeffizienten  von  (1  + 1)  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (5). 
Hieraus  folgt,  daß  die  Differenz  der  x-Koordinaten  der  Endlagen 
Ton  Q  und  Q'  folgenden  Wert  hat: 
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r[(l+.)i,»+!,|(H-f|)!  +  ||».  +  ynl  +  (l  +  .)(i,.-!.«)"(«  +  l) 

+  '»(8f'  +  f|»'  +  ll»l  +  (l  +  ')ft''-W»t]- 

EntsprecheDde  Ausdrücke  haben  wir  für  die  Differenzen  der  y-  und 
der  z-Koordinaten;  {,,  l^,  ^  sind  darin  durch  m^,  m,,  m,  bezw.  durch 
n^,  n,,  »g  ersetzt.  Da  (4)  ein  Orthogonalschema  darstellt,  so  erhalten 
wir,  wenn  wir  diese  Ausdrücke  quadrieren  und  addieren, 

'■[('+li)'+l,-'»+s"+(i+')"l«'t-'(!'+'))]' 

und  dies  ist  gleich  r,'.  Wir  haben  somit  r,'  in  Form  einer  homogenen 
quadratischen  Funktion  von  l,  m,  n  ausgedrückt. 

Da  nun  die  Verzerrungen  klein  sind,  so  ist  *■,  nahezu  gleich  r, 
und  wir  können  schreiben 

r,»  -  r»  (1  +  2e), 
wo  e  die  Dehnung  in  der  Richtung  l,  m,  n.    Femer  werden  wir  haben 

e  =-  e^J*  +  e^,»w*  +  e,,«*  +  e^,mn  +  e,^nl  +  e^^lm, 
wo  die  Größen  e^^,  ...  die  sechs  Veraerrungskomponenten.  Der  Ko- 
effizient Ton  l  in  der  ersten  Zeile  des  Ausdrucks  (14)  muß  unge^r 
gleich  eins  sein,  und  die  Koeffizienten  von  m  und  n  in  derselben 
Zeile  müssen  nahezu  null  sein.  Entsprechendes  gilt  mutatis  mutandis 
für  die  Koeffizienten  von  l,  m,  n  ia  den  beiden  anderen  Zeilen.  Wir 
erhalten  sonach  folgende  Ausdrücke  für  die  Verzerrungskomponenten: 

"      ex'      r»      cy'      "*      cy    '  dx'  *■     / 

und 

''.--"+L--+(i+')|"'«-'ö'+')l.| 

■-..  - !!, + -ft  +  (1 + ')l'  ('+0-  'i  \\      (16) 

«..-■  +  SV  +  (1  +  ')(»(»  + 1)  -  'i'  +  8)J 

Bei  Ableitung  der  Formeln  (15)  und  (16)  haben  wir  nur  solche 
Annüherungen  eii^eführt,  die  sich  aus  der  Überlegung  ergeben,  da& 
die  Verzerrungen  „klein"  sind,  daß  insbesondere  die  Dehnung  e  der 
Zentrallinie    klein    sein    muß.     Ohne  weitere  Überlegungen  erkennen 
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wir  jedoch,  daß  die  einzelnen  Glieder  von  (16),  so  wie  sie  da  stehen, 
nicht  sämtlich  von  derselben  Größenordnung  sind.  In  erster  Linie 
ist  klar,  daß  die  Terme  —ry,  tx,  xy,  —x'x  klein  sein  müssen;  mit 
anderen  Worten:  die  linearen  Abmessungen  des  Querschnitts  mfisaeti 
klein  sein  im  VerhältDis  zum.  Krümmungsradius  der  Zentrallinie 
oder  zum  reziproken  Wert  des  Dralls.  Die  Glieder  x'5,  tij  . . .  sind 
ebenfalls  klein.  Wir  können  daher  die  Produkte  aus  £  und  diesen 
kleinen  Größen  vemacfalässigen  und  die  Gleichungen  folgendermaßen 
schreiben : 

e.,  -  11  -  Tj»  +  ll  -  TIJ  +  x'e,| 

e„  —  s  —  x'x  +  xy+  ^--  —  x'i  +  xt].  \ 

Nun  wird  die  L^e  des  Anfangspunktes  des  {x,  tf)-Systems  und 
die  der  Hauptebene  (x,  z)  von  der  Verschiebung  (|,  ij,  g)  nicht  be- 
troffen; diese  Verschiebung  unterliegt  daher  deu  Bedingungen: 

1)  %)  ^i  i  verschwinden   mit  x  und  y  für  alle  Werte  von  s. 

2)  cTiJ'cx  verschwindet  mit  x  und  y  fttr  alle  Werte  von  s. 
Hieraus  können  wir,  vorausgesetzt  daß  die  Verzerrung  im  Stabe 

überall  klein  ist,  schließen,  daß  die  notwendigen  Formen  der  Ver- 
zerrungskomponenten  durch  die  Gleichungen  (15)  und  (17)  gegeben 
sind,  wo  die  Funktionen  %,  rj,  g  den  Bedingungen  1)  und  2)  unter- 
liegen. 

§  257.    Nähenugsfonneln  für  die  VerzemiDg. 

Wir  haben  nun  die  Vereinfachungen  einzuführen,  die  aus  dem 
Umstand  entspringen,  daß  der  Stab  „dünn"  ist.  Die  Größen  g,  ij,  g 
lassen  sich  in  Potenzreihen  nach  x  und  y  entwickeln,  wobei  die  £nt- 
wicklongskoeffizienten  Funktionen  von  s  sind;  diese  Entwicklungen 
müssen  für  hinreichend  kleine  Werte  von  x  und  y,  d.  h.  für  einen 
Teil  des  Stabes  in  der  Umgebung  der  Zentrallinie*)  zutreffen.  Kon- 
stante Glieder  treten  in  diesen  Reihen  nicht  auf,  weil  £,  i),  g  mit  x 
und  y  verschwinden.  Femer  müssen  f^/(X  und  ri/iry  kleine  Größen 
von  der  Größenordnung  zulassiger  Veraerrungen  sein;  daher  müssen 
die  Koeffizienten  derjenigen  Glieder  von  g,  die  in  x  und  y  linear  sind, 

1)  Die  Entwicklungen  brauchen  nicht  fOr  den  ganzen  Querschnitt  gültig  zu 
sein.  Darch  daa  Yeraagen  der  Cauchyachen  Theorie  der  Tonion  einee  Prismas 
Ton  rechteckigem  Querschnitt  {£!inleitung,  FoBnote  So)  wird  dies  znr  Genüge  er- 
l&ntert.  Was  jedoch  die  relative  OrSBenordnung  von  Gliedern  wie  ty  nnd  ti] 
anbetrifft,  so  dürfte  es  fQr  die  im  Text  henutzle  Schlafiweise  wenig  ausmachen, 
dafi  der  Geltongsbereich  der  Entwickinngen  nur  ein  beschränkter  isl 
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von  dieser  Größenordnung  sein.  Daraus  folgt,  daS  |  selbst  von  höherer 
Ordnung  klein  Bein  muß,  nämlich  von  der  Ordnung  des  Produkts  der 
kleinen  Größe  i^jf-x  und  der  kleinen  Koordinate  x.  Ähnliche  Über- 
legungen lassen  sich  auf  ri  und  t  anwenden.  Ein  erster  Schritt,  die 
Gleichungen  (17)  zu  verein&chen,  wird  also  darin  bestehen,  daß  Terme 
wie  —  rij,  x'S  gestrichen  werden.  Ist  dies  geschehen,  so  haben  wir 
die  Formeln'): 

«„-ll-'y+S-  V-If +"+i''  !,.-.-«'«  +  «!(  +  IJ,  (18) 
Diese  stellen  zusammen  mit  (15)  Näherungswerte  fiir  die  Verzerrungs- 
kompon  tönten  dar. 

Wir  bemerke»  andererseits,  daß  eine  ähnliche  Betrachtung,  wie 
sie  eben  für  |  herangezogen  wurde,  auch  auf  >%lrs  anwendbar  ist; 
diese  Größe  muß  die  Größenordnung  des  Produkts  ans  der  kleinen 
Größe  f*^l/X's  und  der  kleinen  Koordinate  x,  oder  was  dasselbe  ist, 
die  Größenordnung  des  Produkts  aus  der  kleinen  Große  fi/rx  und 
dem  kleinen  Bruch  x/l  haben,  wo  l  eine  mit  der  Stahlänge  vergleich- 
bare (bezw.  übereinstimmende)  Strecke.  Somit  ist  r^/cs  im  atigemeinen 
klein  gegen  f^/'X.  Ähnliche  Überlegungen  lassen  sich  auf  fij/rs  und 
r£/?s  anwenden.*)  Der  zweite  Schritt  zur  Vereinfachung  der  Formeln 
(17)  besteht  darin,  daß  wir  c^fcs,  rtj/(S,  rt/^s  fortlassen^  wir  erhalten 
dann  die  Formeln*) 

'..-%-'t,    ',.-%  +  ",    «„-.-«■i  +  »J.        (19) 

Endlich  bemerken  wir,  daß  in  den  bereits  angeführten  Saint- 
Venantschen  Lösungen  £  verschwindet  und  daß  bei  mehreren  in 
Kap.  XVI    erhaltenen  Lösungen    £   klein   ist   gegen   x'x.     Bei    vielen 


1)  Ei  Bei  bemerkt,  daO  Saint-Venants  Formeln  fiii  die  Toraion  eines  Prismu 
aich  den  Formeln  (16)  und  (18)  unterordnen,  wenn  J:=i]=.0  gesetzt  wird; 
seine  Formeln  für  die  Bieffnng  durch  eine  am  Ende  angreifende  La«t  ergeben 
sich  aus  diesen,  wenn  wir  setzen 

In  jedem  Fall  muß  £  passend  bestimmt  werden. 

2)  Für  das  Resultat  liefern,  soweit  dUds  und  Sij'Ss  in  Frage  kommen,  die 
eben  angeführten  Saint-Venantschen  Formeln  ein  Beispiel.  Bei  den  Saint- 
Venautachen  Losungen  ist  ^  gleich 

'*  -  d"  '==  +  ^^"^  +  dl  ^'  +  '^'^'• 
wo  I  und  i'  die  Biegungafunktionen  aud  <1>  die  Torsion sfunktion   fflr  den  Quer- 
schnitt     Die  Funktionen  j;  und  x    sind  klein  Ton  der  Ordnung  a'x,    wo  a  eine 
passende  lineare  Abmessung  des  Querscbnitts.     In  diesem  Fall  ist  t  tatsB^tbli^ 
unabhängig  von  s. 

3)  Ea  sind  dies  die  Kircbboffscfaen  Formeln. 
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wichtigen  Problemen  ist  s  klein  gegen  Größen  wie  tx  oder  x'x. 
Wenn  dies  der  Fall  ist,  können  wir  in  der  Vereinfachung  der  Formeln 
(17)  noch  einen  Schritt  weiter  gehen,  indem  wir  e  fortlassen.  Sie 
wUrden  dann  lauten 

'..-li-'y,    '„-%  +  ■"•    «.,--»■»  +  »!(.         (20) 

Hiermit  müssen  wir  die  Formeln  (15)  kombinieren,  und  in  dem  er- 
halteneu Formelsystem  werden  wir,  unsern  Darlegungen  entsprecbenü, 
I,  t;,  £  als  nahezu  unabhängig  von  s  annehmen. 

Somit  ergibt  sich,  daß  von  den  Verzerrungen  in  einem  gebogenen 
und  gedrillten  Stabe  die  wichtigsten  folgende  sind:  1)  eine  Dehnung 
der  Lungsfasem,  die  mit  der  KrQmmung  der  Zentrallinie  in  der  in 
§  232  b)  angegebenen  Weise  verknüpft  ist,  2)  Schub  Verzerrungen  von 
der  Art  der  Verzerrungen,  die  bei  dem  in  Kap.  XIV  behandelten 
Torsionsproblem  auftreten,  3)  eine  gegenseitige  Verschiebung  der 
Slemente  eines  Querschnitts  parallel  zur  Querschnittsebene.  Die  letzte 
der  eben  genannten  Verzerrungen  ist  für  verschiedene  benachbarte 
Querschnitte  annähernd  die  gleicbe. 

§  258.   Ansf&Iimiigeii  zur  nbliclieD  Nähemngstlieorie. 

Um  die  Spauoungsresultanten  und  Spannangsmomente  zu  be- 
stimmen, brauchen  wir  die  Werte  der  Spannungskomponenten  X,, 
Y„  Z,.    Da 

wo  E  der  Youngsche  Modul  und  ff  die  Poiasonsche  Konstante  des 
Matertals,  so  kann  der  Wert  von  Z^  erst  ermittelt  werden,  wenn  die 
durch  die  Formeln  (15)  gegebenen  Querdehnungen  e^^,  e  und  die 
durch  die  dritte  der  Formeln  (17),  fl8),  (19)  oder  (20;  gegebene 
Längsdehnung  e,,  gefunden  ist.  Um  die  Spannungskomponeiiten  voll- 
ständig auszudrücken,  brauchen  wir  die  Werte  von  |,  rj,  S,  und  wir 
können  diese  nur  dadurch  ermitteln,  daß  wir  für  ein  kleines  Stabstilck 
die  Gleichgewichtsgleichungen  bei  gewissen  auf  der  zylindrischen  oder 
prismatischen  Begrenzunggfläche  geltenden  Bedingungen  lösen.  Schwingt 
der  Stab,  HO  wären  die  Gleichungen  der  kleinen  Bewegung  zu  lösen. 
Wir  können  jedoch  ajigeuüherto  Werte  der  Spanaungsresultanten  und 
Spann ungsmomente  finden,  indem  wir  die  einzelnen  Schritte  der  im 
letzten  Paragraphen  angewendeten  Schlußweise  wiederholen. 

Wenn  MassenkrÜfte  und  kinetische  Reaktionen  fehlen  und  die 
anfänglich  zylindrische  Begrenzungstläche  des  Stabes  spannungsfrei 
ist,  so  wird  das  von  zwei  benachbarten  Querschnitten  begrenzte  Stück 
durch    die    auf   die  Enden    wirkenden  Spannungen    im  Gleichgewicht 
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gebidten.  Xach  den  Schlußformeln  (15)  und  (20)  unseres  Näherungs- 
verfahreas  sitid  g,  i;.  ^  tod  s  iiuabhäugig,  und  in  dem  betrachteten 
StabstUck  können  auch  x,  x',  t  ala  unabhängig  von  s  angesehen 
werden.  Dieser  Stabteil  kann  daher  als  ein  Prisma  gelten,  das  durch 
SpaunuogeD  an  «lea  Enden  so  verzerrt  gehalten  wird,  daß  die  Ver- 
zerrung und  somit  auch  die  Spannung  in  entsprechenden  Punkten 
der  einzelnen  Querschnitte  dieselbe  ist.  Wie  der  Satz  von  §  237 
zeigt,  müssen  in  einem  solchen  Prisma  die  Spannungakomponenten 
X^,  Y^,  X^  verschwinden,  und  da  c„  durch  die  dritte  der  Gleichungen 
(20)  gegeben  ist,  müssen  wir  haben 

Ji-?"!-,;«'«-«),),     H  +  3_0.  (21) 

cx      oy  ^  "■"     cy       ex  "•     ' 

Weiterhin  müssen  die  Spannungskomponenten  X,,  F,,  Z^  durch  die 
Siiint-Venantschen  Formeln  gegeben  sein: 

^.-("G*-")'  ^■-l"(it  +  '')-  2. --£(«•«-««,  (22) 
WO  <t>  die  Torsionsfunktion  für  den  Querschnitt  (§  216).  Die  Span- 
nungsmomente sind  dann  durch  die  Formeln  (12),  §  255,  g^eben. 
Die  Spannungsresultanteu  verschwinden  bei  diesem  Grad  der  An- 
näherung. 

Wenn  wir  s  beibehalten,  also  die  Formeln  (15)  uod  (19)  zu- 
grunde legen,  so  andern  sich  die  Formeln  für  die  Spannungsmomente 
nicht,  und  die  Schubkraite  verschwinden  wie  vorhin.  Zu  dem  Aus- 
druck ff(x'3;  — xy)  auf  der  rechten  Seite  von  (21)  müssen  wir  das 
Glied  —  as  hinzufügen,  und  die  Zugbeanspruchung  ist  durch  die 
Formel  gegeben 

T  =  Eae,  (23) 

wo  v>  der  Flächeninhult  des  Querschnitts. 

Lassen  wir  die  Annahme  fallen,  daß  |,  ij,  ^  von  5  unabhängig 
sind,  so  können  wir  die  Annäherung  weiter  treiben,  indem  wir  die 
Verzerrungen  längs  eines  kleinen  Stabstücks  nicht  konstant,  sondern 
gleichförmig  veränderlich  annehmen.  Wenn  Massenktüfte  fehlen  und 
die  anfangs  zylindrische  Begrenz ungsHäche  spannungsfrei  ist,  so 
können,  wie  der  Satz  von  §  238  zeigt,  nur  die  Saint- Venantschen 
Lösungen  in  Frage  kommen.  Die  Spannungsmomente  und  die  Zug- 
beanspruchung sind  durch  dieselben  Formeln  wie  vorbin  gegeben, 
aber  die  Schubknifte  verschwinden  nicht. 

Im  allgemeinen  Falle,  wo  nicht  nur  an  den  Enden,  sondern  auch 
anderswo  am  Stabe  Kräfte  angreifen,  müßten  wir  die  Formeln  (171 
für  die  Verzerrungen  beibehalten,  und  die  F'jrmeln  (21)  treffen  nicht 
mehr  zu.  Wie  wir  aus  den  Untersuchungen  von  Kap.  XVI  wissen, 
gelten  die  Formeln  (12)  und  (23)  nicht  streug,  wenn  auch  'vieUeicht 
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angeDähert.     Die  ansubringenden  Korrektionen  liängen  TOn  der  Yer- 
teilnng  der  äußeren  Kräfte  über  die  Queraclinitte  ab. 

AuB  dieser  Erörterung  achließen  wir,  daß  die  Formeln  (12)  und 
(23)  in  denjenigen  Tailen  des  Stabes,  die  von  Belastungs-  oder  Sttttz- 
pnnkten  weiter  entfernt  sind,  gute  Näherungswerte  für  die  Spannung«- 
momente  und  die  Zugbeanspruchung  liefern,  daß  sie  aber  in  der  Xithe 
solcher  Stellen  ziemlich  unzuTerlässig  sind. 

Da  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  zuBammen  mit  den  Formeln  (12) 
alle  Spannongsresaltanten  sowohl  wie  die  KrQmmang  imd  den  Drall  be- 
stimmen, so  bestimmt  die  Formel  (33)  die  Dehnang  e. 

Unter  gewöhnlichen  ümstEUiden  ist  t  klein  gegen  ßrOßen  wie  xx,  die 
die  Dehnung  von  nicht  in  die  Zentrallinie  fallenden  L&ngsfasem  infolge 
der  Biegnng  darstellen.  Dies  ergibt  sich  folgendermaßen:  Die  Größen- 
ordnung von  T  ist  im  allgemeinen  dieselbe  wie  die  von  N  bezw.  N',  also 
den  Gleichungen  (ll)  zufolge  gleich  der  von  IG/cs.  Die  Gi-öflenordnung 
von  B  ist  daher  gleich  der  von  (.Em)  ~ '  ('•  G/(  s).  Nun  ist  x  von  der 
Größenordnung  G/Eaa*,  wo  a  eine  geeignete  lineare  Querschnitts  ahm  essung, 
und  die  Größenordnung  von  kx  ist  daher  gleich  der  von  (£(a)~'(G/a). 
XX  ist  also  im  allgemeinen  eine  viel  grfiSere  Zahl  als  s. 

Bei  jedem  Problem,  hei  dem  wir  es  mit  einer  beträchtlichen  Biegnng 
oder  Drillong  zu  tun  haben,  kOnnen  wir  in  erster  Annäherung  die  Zentral- 
linie als  ungedehnt  ansehen. 

Die  potentielle  Energie  des  Stabes  pro  Längeneinheit  findet  sich  aus 
den  Gleichungen  (21)  nnd  (22)  leicht  zu 

i(^*»  +  Bx'»  -!-  Cx*).  (24) 

Sind  Krümmung  und  Drall  null,  so  ist  die  potentielle  Energie  gleich 


§  259.  Von  HaoBO  aoB  kramme  Stäbe.*) 
Der  Stab  möge  im  ungespannten  Zustand  sowohl  KrQmmui^ 
wie  Drall  besitzen:  die  Zentrallinie  sei  eine  krumme  Linie,  und  die 
von  den  Schwerpunkten  der  Querschnitte  ausgehenden  Hauptachsen 
bilden  mit  den  Hanptnormalen  dieser  Kurve  Winkel,  die  von  Punkt 
zu  Punkt  längs  der  Kurve  sich  ändern.  Die  durch  den  Schwerpunkt 
gehenden  Hauptachsen  eines  Querschnitte  und  die  Tangente  der 
Zentrallinie  in  diesem  Punkt  bilden  ein  Dreikant  orthogonaler 
Achsen  (a:,,,  y^,  e^);  die  ^^-Achse  falle  in  die  Richtung  der  Tangente. 
Wir  nehmen  an,  der  Anfangspunkt  dieses  Koordinatensystems  bewege 
sich  ^gs  der  Kurve  mit  der  Geschwindigkeit  eins.  Die  Komponenten 
der  Winkelgeschwindigkeit  des  Dreikants,  bezogen  auf  die  instantanen 
Li^n   der  Achsen,   seien   X(„   x^',   r^-     Dann    sind    x^,   x^'   die  Korn- 


1)  Die  Theorie  ist  im  weBontlichen  von  ClebBcb,   Ekutiiüät,   g  ö6,    ausge- 
bildet.  In  allgemeinen  DmriBsen  ist  sie  angedeutet  von  Kirchboff,  loc.  cü.,  p.  439. 
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ponenten  der  AnfangakrlitnmuDg,  und  t^  tat  der  Aafanj^rslL  Ist 
1/2^0  die  Windung  der  Zentralliuie  in  einem  ihrer  Punkte  und 
J-«— /i,  der  Winkel,  den  die  (x,,,  ir^)-Hauptebene  in  diesem  Punkte 
mit  der  Hauptnormalen  der  Zentrallinie  einschließt,  so  haben  wir 
die  Formeln 

tg  /"o  -  -  v/^o.     ^0  =  l/X„  +  dfjds;  (25) 

die  den  Formeln  (2)  und  (3),  §  253,  entsprecheu. 

Wenn  nun  der  Stab  gebogen  und  gedrillt  wird,  bo  können  wir 
in  jedem  Punkt  der  verzerrten  Zentrallinie  in  derselben  Weise  wie 
in  §  252  ein  System  von  „Torsion -Biegungs-Hauptschsen"  konstruieren, 
sodaß  die  ^-Achse  mit  der  Tangente  der  verzerrten  Zentrnllinie  in 
dem  betreffenden  Punkte  zusammenfällt  und  die  (x,  j)-Ebene  dasjenige 
Linienelement  enthält,  das  im  u agespannten  Zustand  von  diesem 
Punkte  auslaufend  in  die  Richtung  der  x^-Achse  fällt.  Mittels  dieses 
Koordinatensystems  bestimmen  wir  ebenso  wie  früher  die  Krümmungs- 
komponenten der  verzerrten  Zentrallinie  und  den  Drall  des  Stabes. 
Wir  bezeichnen  die  Krümmungskomponenten  mit  x,,  X|'  und  den 
Drall  mit  t,. 

Die  Gleichgewichtsgleichungeu  ergeben  sich  nach  dem  Verfahren 
von  §  254  in  folgender  Form: 

''-Jl-N'r,  +  Tx,'  +  X  =  0,] 

'rfT  ~  ^''i  +^^^  +  r  =  0 , }  (26) 

uud 

^f^  -  G'ti  -I-  Hx^'  -  N'  +  K  =0,1 

^f^  -  Hx,  +Gt,  +N  +  K-  =  0,  [  (27) 

J^^_Gx/+  ß'x,  +  &  =  0.  J 

Durch  geeignete  Kräfte  würde  der  Stab  gerade  gerichtet  und  in 
prismatischer  Form  gehalten  werden  können,  imd  nach  der  Üblichen 
Nüherungstheorie  (g  255")  würden  die  Spannungamoraente  für  irgend 
einen  Querschnitt  gleich  —  Ax^ ,  —  .BVi  —  f^'^o  ^^^"-  ^^°  geraden 
prismatischen  Stab  würden  wir  durch  Biegung  und  DriUung  in  den 
durch  Xj,  X,',  Tj  bezeichneten  Zustand  überführen  können,  und  dem- 
selben Näherungsansalz  entsprechend  würden  die  hinzutretenden  Mo- 
meute  gleich  Ax^,  Bx,',  Cr,  sein.  Wenn  also  der  Stab  aus  dem 
durch  »0,  Xo'f  '^0  definierten  Zustand  in  den  durch  Xj,  x,',  r,  bezeich- 
neten   Zustand    übergeführt    wird,    so    treten    folgende    Spannungs- 
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momente  auf): 

G~Ä{x,-x^),    G'-B«-0,     -ff- C(r,  -  t„).      (28) 

Wie  ans  der  Brörterung  in  §  258  hervorgeht,  ist  die  Anwendbarkeit 
dieser  Formeln  in  dem  Falle,  wo  den  Stab  entlang  Kräfte  angreifen, 
weniger  verbürgt  als  in  dem  Falle,  wo  nur  an  den  Enden  Kräfte  und 
Kräftepaare  angebracht  sind. 

Wir  bemerken,  daB  selbst  wenn  der  Querschnitt  des  Stabes  kinetische 
Symmetrie  besitzt,  sodaB  A  =  B,  die  Biegungsmomecte  nicht  gleichwertig 
sind  mit  einem  einzigen  Kr&ftepaar  um  die  Binormale  der  verzerrten 
Zentrallinie,  außer  wenn  »//"o' ~  "i/^o-  ^^  diese  Bedingung  erfijllt,  so 
hat  das  Biegungsmoment  den  Betrag  B{l/fi^  ~  I/^q),  wo  p^  und  pg  die 
Krümmungsradien  der  Zentrallinie  im  gespannten  und  im  ungespannten 
Zustand. 

Das  obige  Verfahren  zur  Berechnung  der  Spannungsmomente  setzt 
voraus,  daB  das  Verhältnis  der  Stabdicke  zum  Krümmungsradius  und  zum 
reziproken  Wert  des  Dralls  von  der  GröBenordnung  der  in  der  mathe- 
matischen Elastizitätstheorie  betrachteten  kleinen  Verzerrungen  ist.  Nur 
wenn  diese  Bedingung  ertÜUt  ist,  kann  der  Stab  gerade  gerichtet  und 
drillungsfrei  gehalten  werden,  ohne  Verzerrungen  zu  erfahren,  die  diese 
GröBenordnung  überschreiten.  Die  Formeln  (28^  selbst  sind  jedoch  in 
ihrer  Bedeutung  als  Ntlherusgsformeln  f^r  die  Spannungsmomente  nicht 
an  jene  Bedingung  gebunden.  Wir  können  die  Frage  nach  dem  Verfahren 
von  §  256  in  Angriff  nehmen  und  die  Änfangskrümmung  und  den  An- 
fangsdrall durch  folgende  Gleichungen  in  die  Rechnung  einführen: 

oder 

WO  y  für  x^>/  —  *o'x  steht.     Statt  (14)  würden  wir  dann  finden 

+a^r;"(-<-.-'>-"+".'^i]" 
+'"K'+('+;;)'»+.;,(S+-.^ä-4;)i 

+  "i  +  ,"(("i-'^)!'— («i'-V)*-«i'6  +  »iil|]  ■ 
Bei  Ableitung  von  Näberuugsausdräcken  {ttr  die  Verzerrungskompo- 

1)  Diese  Formeln  verdankt  man  Clebsch.  Anf  ganz  anderem  Wege  wurden 
Bie  abgeleitet  von  A.  B.  Baeset,  Amer.  J.  of  Math.,  vol.  IT  (1895\ 
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nent«n  werde  mit  \y]  irgend  eine  Größe  von  der  Ordnung  des  Quotienten 
(Dicke)/ (KrOmmungsradius)  oder  (Dicke)/ (reziproker  Wert  des  Dralls),  be- 
rechnet für  den  Anfangs-  oder  den  Endzustand,  und  mit  [c]  irgend  eine 
Große  von  der  Ordanng  der  Verzemiag  bezeichnet.  So  sind  Tgy  und  TjI/ 
Ton  der  Größenordnung  [y];  ?|/ra:  und  (x,  — Xo)«/  sind  von  der  Ordnung  [r]. 
Streichen  wir  in  obigem  Ausdruck  fOr  r^*  alle  Glieder  von  der  Ordnung 
des  Produktes  [j'][e]  und  ebenso  alle  Glieder  von  der  Ordnung  [<]*,  so 
erhalten  n-ir  statt  (19)  die  Formeln 

'"~55~t'i~^«)*'   ''»."ej,  +  ('i-'o)3=j   e,.-«  +  (''i-»«o)!'-('«i'~'Si>- 

Ana  ihnen  würden  sich  die  Formeln  (28)  in  derselben  Weise  ableiten 
lassen  wie  (13)  ans  (19),  und  sie  würden  denselben  Beschränkungen 
unterliegen. 
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Kapitel  XIX. 
Probleme  des  Olelehgewlchts  dttnner  Stäbe. 

§  260.   KirchlLoffls  kinetiaclie  Analogie. 

Wir  gehen  zu  den  AnweDdungen  der  im  letzten  Kapitel  ent- 
wickelten Theorie  Ober  und  beginnen  mit  dem  Beweis  eines  Kirchhoff- 
schea  Satzes^),  wonach  die  Oleichungen  des  Gleichgewichte  eines  dQnnen 
Stabes,  der  im  ungespannten  Zustand  gerade  und  prismatisch  ist  und 
durch  Kräfte  und  Kiäftepaare  an  den  Enden  allein  gebogen  und  ge- 
drillt wird,  übereinetimmen  mit  den  Bewegungsgleichungen  eines 
schweren  starreu  Körpers,  der  sich  um  einen  festen  Punkt  dreht. 

Da  nur  an  den  Enden  des  Stabes  Kräfte  und  Kräftepaare  an- 
greifen, so  verschwinden  die  Größen  X,  Y,  Z  und  JT,  K',  %  iu  den 
Gleichungen  (10)  und  (11)  TOn  §  254.  Die  Gleichungen  (10)  dieses 
Paragraphen  gehen  üher  in 

^-W'r-l-rx'-O,     ''j^' -  Tx  +  if r  -  0,     jj- JVk'-I- J?'x  =  0,  (1) 

die  die  Konstanz  der  Resultanten  von  N,  N',  T  nach  Größe  und 
itichtung  ausdrücken;  in  der  Tat  stimmt  diese  Resultante  nach  Größe 
Richtung  und  Richtungssinn  ilberein  mit  der  Kraft,  die  an  dem  Ende 
des  Stabes,  das  dem  größten  Wert  von  s  entspricht,  angreift.  Wir 
bezeichnen  diese  Kraft  mit  R. 

Die  Gleichungen  (11)  von  g  254  gehen  nach  Einführung  der 
Relationen  (12),  §  255,  und  Streichen  von  K,  K',  &  über  in 


(2) 


Die  rechts  stehenden  Glieder  sind  gleich  den  Momenteu  einer  im  Punkte 
(0,  0,  1)  angreifenden  Kraft  ~  B  um  die  {x,  y,  eyAahaen.    Wir  können 

1^  0.  Kirchhoff,  loc.  eil.  p.  4S9. 
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daher  die  Gleichungen  (2)  deuten  als  die  Bewegungsgleichuugea  eines 
Kreisels,  d.  h.  eines  schweren  starren  Körpers,  der  sich  um  einen  festen 
Punkt  dreht.  In  dieser  Analogie  entspricht  der  Wirkungalinie  der  Kraft 
R  (die  in  dem  mit  dem  größten  Wert  von  s  zusammen&llenden  Stab- 
ende angreift)  die  aufwärts  gezogene  Vertikale,  s  bedeutet  die  Zeit,  und 
die  Große  von  B  stellt  das  Gewicht  des  Körpers  dar,  A,  B,  C  bedenten 
die  Trügheitsmomente  des  Körpers,  bezogen  auf  die  Hauptachsen  in 
dem  festen  Punkt,  (x,  %,  z)  stellt  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Körper» 
um  die  instantane  Lage  dieses  Achsendreikants  dar.  Der  Schwerpunkt 
des  Körpers  liegt  auf  der  C-Achse  im  Abstand  1  von  dem  festen 
Punkt;  und  diese  Achse,  die  zur  Zeit  s  den  festen  Punkt  mit  dem 
Schwerpunkt  verbindet,  ist  nach  Richtung  und  Richtungssinn  identisch 
mit  der  (im  Sinne  wachsender  Bogenlänge  s  gezogenen)  Tangente  der 
Zentrallinie  des  Stabes  in  dem  Punkte  P^,  der  von  dem  einen  Ende 
den  Bogenabstand  s  hat.  Der  Körper  bewegt  sich  so,  daß  seine 
Hauptachsen  in  dem  festen  Punkte  zur  Zeit  s  den  Torsion- Biegungs- 
Hauptachsen  des  Stabes  in  f,  parallel  sind. 

Eliminieren  wir  iV  und  W  aus  der  dritten  der  Gleichungen  (1) 
mittels  der  Gleichungen  (2),  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

oder,  wie  aus  der  dritten  der  Gleichungen  (2)  folgt, 
^''^[T+i(A»'  +  B«"+C.>)]-Oi 
dies  liefert  die  Gleichung 

T  +  \{A%^  +  Bx'*  +  Cr')  =  const.  (3) 

Diese  Gleichung  ist  gleichwertig  mit  der  Formel,  die  das  Enei^ie- 
integral  dei'  Beweguugsgleichungen  bei  der  kinetischen  Analogie  dar- 
stellt. 


§  261.  AnsdelmiiDg  des  Satzes  von  der  klnetisclieii  Analogie  auf  Stäbe, 
die  von  Hanse  aus  brnmm  Bind.^) 

Der  Eirchhoffsche  Satx  laßt  sich  auf  StüLe  ausdehnen,  die  im  un- 
gespaniiten  Zustand  Krümmung  und  Drall  besituen,  vorausgesetzt  daß  die 
Komponenten  x^i  ''o'  ^^"^  Anfangskriimmung  und  der  Anfangsdrall  ig,  wie 
sie  in  §  259  definiert  wurden,  konstant  sind.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  der 
Stab  im  un gespannten  Zustand  gerade,  aber  nicht  prismatisch  ist,  so  zwar, 
daß  homologe  transvei-sale  Strecken  verschiedener  Querschnitte  auf  einer 
Schrauben  fläche  liegen;  oder  wenn  die  Zentrallinie  ein  Kreisbogen  und 
der  Stab  drallfrei  ist;  oder  nenn  die  Zentral linie  ein  Stück  einer 
Schraubenlinie    ist  und   der  Stab   einen  Anfangsdrall   von  der  Art  besitzt, 

1)  J.  Larmor,  London  3lath.  Soc.  Proc,  vol.  16  (1881). 
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daä  er  prismatisch  sein  würde,  wenn  nur  die  Biegung  rfickgSngig  gemacht 
würde. 

Wird  der  Stab  durch  Kräfte  und  Kräftepaare,  die  an  seinen  Enden 
allein  angreifen,  gebogen  und  gedrillt,  sodaß  die  KrümmnngskompoDenten 
und  der  Drall,  wie  sie  in  §  S59  definiert  wurden,  gleich  x, ,  n,',  Ij  werden, 
so  genügen  die  Spannungsresultanten  N,  K",  T  den  Gleichungen 

"-^■h  +  t.;-o,  ''j^;-r,.  +  j-,.-o,  "J-AV+JfX-o.  (4) 

Diese  Gleichungen  drücken  aus,  daß  A',  A",  T  für  jeden  Querschnitt 
die  zu  den  Torsion -Biegungs-Hauptachsen  parallelen  Komponenteu  einer 
Kraft  sind,  die  nach  Größe  und  Richtung  konstant  ist.  Wir  bezeichnen 
diese  Kraft  wie  früher  mit  fi.  Da  die  Spannungsmomente  für  einen 
Querschnitt  gleich  A(K^  —  k^,  B{x^  —  x^),  C(t,  —  t^)  sind,  so  haben 
wir  die  Gleichungen 

^5  - B(x/  -  x;)..  +  C(t.  - To) V  - N\\ 

Das  kinetische  Analogon  ist  ein  starrer  Körper,  der  sich  um  einen 
festen  Punkt  dreht  und  einen  Gjrostaten  bezw.  ein  Schwungrad  tr&j^t, 
das  um  eine  im  Körper  feste  Achse  rotiert.  Der  Schwerpunkt  des 
Schwungrades  tSXXt  mit  dem  festen  Punkt  zusammen.  Die  Richtungs- 
kosinus l,  in,  n  der  Schwungradsachse,  bezogen  auf  die  Hauptachsen  des 
Körpers  in  jenem  Punkte,  und  das  Trägheitsmoment  h  des  Schwungrades, 
belogen  auf  diese  Achse,  sind  durch  die  Gleichungen  gegeben 

—  A^^-^hl,     —Bx^'~hm,     —Ct^  —  Iih.  (6) 

Die  Winkelgeschwindigkeit  des  starren  Körpers,  bezogen  auf  die  Haupt- 
achsen in  dem  festen  Punkt,  ist  gleich  {*,,  x,',  i,),  und  die  übrigen 
Größen  sind  wie  früher  zu  deuten. 

§  2G2.  Das  Problem  der  ElasUca.') 
Eine  erste  Anwendung  des  Satzes  von  §  260  knüpft  sich  au  dus 
Problem  der  Bestimmung  der  Formen,  die  ein  im  ungespannten  Zu- 
stand gerader  utid  prismatischer  dünoer  Stab,  der  nur  an  den  Eixleii 
durch  Kriifte  uud  Kräftepaare  beansprucht  wird,  annehmen  kann, 
wenn  der  Drall  null  ist  und  der  Stab   in  einer  Hauptebene  gebogi^n 

1)  DaB  Problem  der  Elnstica  wurde  sueret  von  Enler  gelöst.  Sielie  Khi- 
leitung,  p.  3.  Die  sTstematiseiie  Anwendung  des  Satueg  von  der  kinetistheu 
Analogie  auf  dies  Problem  wurde  durchj^Rführt  von  W.  Heß,  Math,  Ann.,  Bil.  2.^ 
(1886).  Zahlreiche  Spezialfälle  wnrden  untersucht  von  L,  Saalschütz,  Der  he- 
iagUte  Stab,  Leipzig  1880. 
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wird,  sodoS  die  ZentraHioie  eine  ebene  Kurve  wird.  Das  kinetische 
Analogon  ist  dann  ein  starres  Pendel  vom  Gewicht  B,  dos  aicli  um 
eine  feste  horizontale  Achse  dreht.  Die  Bewegung  des  Pendela  Ist 
durch  die  EDergiegleicbung  und  die  Anfangsbedingungen  yoUständig- 
bestimmt.  Ebenso  ist  die  Form  der  Zentrallinie  des  Stabes  durch 
die  betreffende  Form  der  Gleichung  (3)  und  die  Bedingungen  an  den 
Enden  TöUig  bestimmt. 

Die  BiegUBgsebene  sei  die  Ebene,  fQr  die  die 
Biegun^steifigkeit  gleich  .S  ist.  Dann  verschwinden  x 
und  T,  und  als  Spannungsmoment  haben  wir  das 
Bi^angsmoment  G'  —  Bx'  in  der  Biegungsebene. 
Spannungsresultanten  sind  eine  Zugbeanspruchung  T 
und  eine  Schubkraft  N;  letztere  ist  nach  dem  Krflm- 
mungsmittelpunkt  gerichtet.  6  sei  der  Winkel,  den  die 
im  Sinne  wachsender  Bogenlänge  gezogene  Tangente  in 
einem  Punkte  der  Zentrallinie  mit  der  Wirkungslinie 
der  Kraft  B  einschließt,  die  an  demjenigen  Ende  an- 
greift, von  dem  aus  s  gemessen  wird  (Fig.  47).  Wir 
haben  dann  T— —  ^cosö  und  x'—  —  d9läs,  und  die 
Hp  Gleichung  (3)  wird 
j^  „  —  ü  cos  e  +  \B{deidsy  =  coust.  (7) 

Beim  kinetischen  Analogon  ist  .B  das  Trägheitsmoment 
des  Pendels,  bezogen  auf  die  Drehnngsacfase,  und  der  Schwerpunkt  liegt 
im  Abstand  eins  von  dieser  Achse.  Die  Gerade,  die  den  Aufbänge- 
punkt mit  dem  Schwerpunkt  zur  Zeit  s  verbindet,  bildet  mit  der 
abwärts  gerichteten  Vertikalen  den  Winkel  6. 

Gleichung  (7)  kann  sehr  einfach  mittels  der  Gleichgewichts- 
gleichongen  erhalten  werden.  Diese  Gleichungen  lassen  sich  folgender- 
maßen schreiben: 

T BcoaO,    N i(  sin  Ö,    ^-|-JV-0; 

hieraus  ergibt  eich,  wenn  man  G'  —  —B(dO/ds)  setzt,  die  Gleichung 
£(<PO/ds»)  +  B^ne  =  0,  (8) 

und  Gleichung  (7)  stellt  das  erste  Int^ral  dieser  Gleichung  dar. 

Die  Kurve,  in  die  die  Zentrallinie  durch  die  Biegung  übei^eht, 
die  sogenannte  Elastica,  bestimmt  sich  mit  Hilfe  der  Gleichung  (7), 
Die  Keüaitate  gestalten  sich  verschieden,  je  nachdem  Wendepunkte 
vorhandeu  sind  oder  nicht.  In  einem  Wendepunkt  verschwindet 
d0/ds,  mithin  auch  das  Biegungsmoment,  sodaß  der  Stab  durch 
Kräfte  an  den  Enden  ohne  Moment  in  Form  einer  Elastka  mä 
Wendepunkt  gehalten  werden  kann.  Die  Endpunkte  selbst  sind  dann 
Wendepunkte,   und  es  ist  klar,   daß  alle  Wendepunkte  auf  der  Wir- 
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kungslinie  der  Ecdkraft  R,  der  Angriffslinie  (engl.  Une  of  Ointst), 
liegen.  Das  kinetische  Änalogon  zar  Elaatica  mit  Wendepunkt  ist 
ein  st^wingendes  Pendel.  Da  die  Zeit  zwischen  zwei  iostantanen 
Ruhelagen  des  Pendels  konstant,  nämlich  gleich  der  halben  Schwin- 
gungsdauer ist,  so  sind  die  Wendepunkte  gleichmäßig  über  die  Zeatral- 
Unie  des  Stabes  verteilt.  Um  eine  EUistica  ohne  Wendepunkt  zu  er- 
halten, hat  man  sowohl  Eräftepaare  wie  Kräfte  an  den  Enden  anzu- 
bringen. Das  kinetische  Änalogon  ist  ein  rotierendes  Pendel.  In 
dem  besonderen  Falle,  wo  Kräfte  an  den  Enden  nicht  angreifen,  biegt 
sich  der  Stab  zu  einem  Kreisbogen.  Das  kinetische  Änalogon  ist  in 
diesem  Falle  ein  starrer  Korper,  der  um  eine  durch  den  Schwerpunkt 
gehende  horizontale  Achse  sich  dreht. 

Ist  die  Zentrailinie  des  Stabes  im  angespannten  Zustand  ein  Kreis 
und  Anfangsdrall  nicht  vorhanden,  so  ist  das  kinetische  Analogen  (§  261) 
ein  Pendel,  auf  dessen  Achse  ein  Schwungrad  symmetrisch  aufgesetzt  ist. 
Die  Bewegung  des  Pendels  ist  unabhängig  von  der  des  Schwungrads,  und 
entsprechend  sind  die  möglichen  Formen  der  Zenti:allinie  des  durch  End- 
kröfte  und  -moment«  verbogenen  Stabs  dieselbeu  wie  für  einen  von  Hause 
aus  geraden  Stab.  Nur  die  Oröfie  des  Endmoments  ist  infolge  der  an- 
fänglichen Krümmung  eine  andere. 

§  263.   ElnteÜTUig  der  Formen  der  Elaatica. 

a)  Elastica  mit  Wendepttnict. 

Wir  messen  s  von  einem  Wendepunkt  aus  und  bezeichnen  mit  «  den 
Wert  von  $  im  Wendepunkt  s  —  0.  Wir  schreiben  Gleichung  (7)  in  der 
Form 

iB(|^)*-|-B(cos«-cosÖ)  =  0.  (9) 

Um  sie  zn  integrieren,  führen  wir  Jacobische  elliptische  Funktionen  eines 
Argumentes  u  vom  Uodul  Je  ein,  die  durch  die  Gleichungen 

it  =  sYB/£,     Ä  — sinja  (10) 

gegeben  sind.     Dann  haben  wir 

^*-2itcn{»  +  Ä),     siniÖ-it8n(«  +  Ä),  (ll) 

wo  K  die  reelle  Viertelperiode  der  elliptischen  Funktionen.  Um  die  Ge- 
stalt der  Kurve  zu  bestimmen,  führen  vrir  ein  festes  (i,  y)-Achsensystem 
ein,  und  zwar  falle  die  x-Acbse  mit  der  Angriffslinie  zusammen.  Wir 
haben  dann  die  Gleichungen 

ds.jds  —  cosÖ,     dj/ds  =  sinö, 

und  diese  Gleichungen  ergeben 
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(12) 


WO  £  am  u   das    elliptische  Integral   zweiter  Gattung   bedeutet,   das    sich 
durch  die  Formel 


t  =  /du»  udu 


ausdrückt,  und  die  Integr&tionskonstanten  so  bestimmt  sind,  daß  z  und  y 
mit  s  Terach winden.  Die  Wendepunkte  sind  gegeben  durch  cosö  ^  coso 
oder  8n'(«-i-  K)  =■  1,  das  Bogenstück  zwischen  Kwei  aufeinander  folgenden 
Wendepunkten  ist  daher  gleich  ^yB/R-K,  und  die  Wendepunkte  sind 
gleichmäßig  in  Abständen 

2yBjB(2EamK  —  K) 
Aber  die  x-Achse  verteilt. 

Die  Punkte,  in  denen  die  Tangente  zur  Angriffslinie  parallel  ist, 
sind  durch  sin  Ö  "  0  oder  sn  (m  +  ^  dn  (m  +  /v)  =  0  gegeben,  sodaB  m 
«in  ungerades  Vielfaches  von  K.  Hieraus  folgt,  daB  die  Kurve  aus  einer 
Reihe  von  Sogen  besteht,  die  durch  die  Wendepunkte  voneinander  getrennt 
sind  und  durch  die  Punkte,  in  denen  die  Tangente  zur  Ängriffitlinie 
parallel  ist,  in  gleiche  Halbbogen  zerlegt  werden. 

Die  Änderung  der  Form  der  Kurve  mit  wachsendem  Winkel  a  ist 
aus  den  Figuren  48 — 55  zu  ersehen.  Ist  n>-  i^jt,  so  ist  i  für  kleine 
Werte  ¥on  H  negativ  und  hat  absolut  genommen  den  größten  Wert,  wenn 
«  den  kleinsten  positiven  Wert  hat,  der  der  Gleichung  dn*(M  +  Ä)  =  J- 
genügt.  Diesen  Wert  bezeichnen  wir  mit  «, .  Derjenige  Wert  von  «, 
für  den  i  verschwindet,  ist  durch  die  Gleichung  m  =  2  { E  am(«  +  A') 
—  EamK]  gegeben.  Wenn  m  diesen  Wert  iibersc breitet,  ist  i  positiv, 
und  für  m  =■  a  jST  —  Mj  hat  x  ein  Maximum.  Die  Figuren  50 — 52  stellen 
Fälle  dar,  wo  r^  bezüglich  größer,  gleich  oder  kleiner  als  \  x^  ist.  Fig.  53 
zeigt  den  Fall,  wo  k*-  =  0  oder  2  £  am  Ä"  =  Ä",  Dies  tritt'ungeßhr  für 
a  —  130"  ein.  In  diesem  Falle  liegen  alle  Doppelpunkte  und  Wende- 
punkte im  Koordinaten  an  fang,  und  die  Kurve  kann  aus  mehreren  genau 
kongruenten  übereinander  liegenden  Stücken  bestehen.  Fig.  54  stellt  einen 
Fall  dar,  wo  2EainK<K  oder  x*-<0;  die  Kurve  rückt  in  der  nega- 
tiven Richtung  der  x-Achse  vor  Den  Grenzfall,  wo  k  =  7t,  zeigt  Fig.  55: 
der  (unendlich  lange)  Stab  bildet  eine  einzige  Schleife,  und  das  Pendel  der 
kinetischen  Analogie  führt-,  genau  von  der  instabilen  Gleichgewichtslage 
aus  schwingend,  gerade  eine  vollständige  Umdrehung  aas. 

h)  EtiisHcu  ohne    Wendrpunli. 

Wenn  keine  Wendepunkte  vorhanden  sind,  schreiben  wir  Gleichung 
(7)  in  der  Form 

i  B  Q'  =.  R  cos  0  +  ;;  (l  +  2  -•.-^'),  (13) 
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wo   k  klemer   als  eins  Ist,   und  führen   Jacobische   elliptische  Fiuüctionen 
vom  Modul  k  und  Tom  Argoment  m  ein,  wo 

u  =  i;-^sYs/B.  (U) 

Wir  messen   s   Ton   einem  Punkte  aus,    wo   8  verschwindet.  Dann  haben 


de        2  -i/B  ,  .    ,  „ 


(15) 


und    die    Koordinaten    x    und   y    drUcken  sich    in  m    durch  folgende  Glei- 
chungen aus: 

LOT.,  Bl«u.tu..  DigWccCy  Google 
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(16) 


,r^^^^2^ 


hierin  sind  die  Integrationskonstanten  so  gewählt,  dafi  z  mit  s  verschwin- 
det; die  x-Acbse  verläuft  zur  Wirkongalinie 
von  B  parallel  und  zwar  in  einem  eolcben 
Abstände,  daS  die  Kraft  B  und  das  Moment 
-  S/(de/ds),  die  an  den  Enden  des  Stabes 
angebracht  werden  mflssen,  statisch  gleich- 
wertig sind  mit  einer  längs  der  x- Achse 
^'  wirkenden  Kraft  R.    Die  Karre  besteht  aus 

einer  Reihe  von  Schleifen,  die  sämtlich  auf 

einer  Seite  von  der  Achse  liegen.     Die   Form   der  Kurve   ist   in   Fig.  b& 

dargestellt. 

§  264.  Enioken  eines  langen  dünnen  Ständers  nnter  vertikaler  Last*) 
Die  Oreczform  der  MasUca  fär  sehr  kleioes  a  erhalten  wir,  wenn 
wir   in    Gleichung  (8)    6   statt    sind  schreiben.     Wir  haben  dann  in 
erster  Annäherung 

0~acos{sYR/B],  i  =  s,  j  =  aYB/B  ain  {iYR/B)  ,  {11) 
sodaß  die  Kurve  amühemd  eine  Sinuskurve  von  kleiner  Amplitude 
ist.  Der  Abstand  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Wendepunkten 
ist  gleich  nYß/It.  Es  zeigt  sich  also,  daß  ein  langer  gerader  Stab 
durdi  Kräfte,  die  an  den  Enden  in  Richtung  der  Anfangslage  des 
Stabs  angreifen,  gebogen  werden  kann,  falls  die  Länge  l  und  die 
Kraft  B  durch  die  Ungleichung 

PB  >  jr'B  (18) 

verknüpft  sind. 

Wenn  an  dem  einen  Ende  die 
Stabrichtung  in  der  Eraftrichtung 
festgehalten  wird,  so  ist  die  Länge 
gleich  dem  doppelten  Abstand 
zweier  aufeinander  folgenden  Wende- 
punkte, und  statt  der  Ungleichung 
(18)  haben  wir 

l*B>{x'B.  (19) 

Wenn  beide  Stabenden  in  der- 
selben geraden  Linie  festgehalten  wer- 
den, so  ist  die  Länge  gleich  dem 
doppelten  Abstand  zweier  aufeinander 


)  Die  Theorie  geht  ans  t 


1  Enler.     Siehe  EMeituug,  p.  4.    , 

L\,mzc.CyCiOOgle 
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folgenden  Wendepunkte,  und  statt  der  Ungleichung  (18)  haben  wir 
l'R>4it*]i.  (20) 

Diese  drei  Fälle  sind  in  Fig.  57  veranschaulicht. 

Wir  könueD  diese  Ergebnisse  auch  sehr  leicht  ableiten,  ohne  von  der  all- 
gemeinen Theorie  der  Elasiica  auszugehen.  Wir  nehmen  den  zweiten 
Fall,  betrachten  also  einen  vertikal  gestellten  langen  dflnnen  Stab,  der  an 
der  Spitze  ein  Gewicht  R  trägt,  wahrend  das  untere  Ende  vertikal  fest- 
gehalten wird.^)  Die  i-Achse  sei  die  durch  den  tiefsten  Punkt  gezogeoe, 
nach  oben  gerichtete  Vertikale,  die  j-Ächae  die  durch  denselben  Punkt 
gehende,  in  der  BiegvmgBebene  verlaufende  Horizontale  (Fig.  57  b).  Wird 
der  Stftb  nur  sehr  schwach  gebogen,  so  lautet  die  Gleichung  des  Gleich- 
gewichts des  von  einem  beliebigen  Querschnitt  nnd  dem  belasteten  Ende 
begrenzten  Stabstücks  mit  hinreichender  Annäherung 

-■B0  +  Ä(j-,-j)-O, 

WO  7i  die  Verschiebung  des  heiasteten  Endes.  Diejenige  LOsung  dieser 
Gleichung,  die  den  Bedingungen  genügt,  daß  y  mit  s  verschwindet,  und 
daß  y  =  jj  flir  I  =■  l,  ist 

und  diese  Lösung  läßt  dj/dx.  mit  x  verschwinden,  wenn  cos  [lyE'/B]  —0. 
Der  kleinste  Wert  von  l,  durch  den  die  Bedingungen  sich  befriedigen 
lassen,   ist  daher  ^aYsJS. 

Aus  obigem  schließen  wir,  dafi  der  Stab  in  dem  durch  Fig.  57  b 
dargestellten  Fall,  wenn  die  Lunge  etwas  größer  als  }  n  YB/R  oder 
die  Last  etwas  grÖBer  als  \x*S/}*  ist,  unter  der  Last  sich  so  biegt, 
daß  die  Zentrallinie  die  Form  des  Halbbogens  einer  Sinuslinie  von 
kleiner  Amplitude  annimmt  Ist  die  Länge  des  Stabes  kleiner  uls  die 
kritische  Lange,  so  verkürzt  er  sich  lediglich  unter  Einwirkung  der 
Last.  Ist  die  lÄnge  größer  als  die  kritische  Länge,  so  würde  der 
Stab,  wenn  er  genau  zylindrisch  wäre  und  die  Last  genau  zentral  an- 
griffe, lediglich  zusammengedrückt  werden;  das  Gleichgewicht  eines 
derartig  zusammengedrückten  Stabes  ist  aber  inslaiä.  Um  dies 
darzutun,  haben  wir  nur  zu  zeigen,  daß  die  potentielle  Energie 
des  Systems  bei  Biegung  kleiner  ist  als  bei  Verkürzung. 

§  265.   Beraehnimg  der  Verzerrangseiiergie  des  Ständers. 

Die  Länge  l  sei  etwas  größer  als  ^nYB/li.  Es  bezeichne  o  den 
Inhalt    des    Querschnitt    des    Stabes    und   E    den   Youngschen    Modul  des 

1)  Wir  vemachlägHigen  das  Eigengewicht  des  Stabes.  Das  Problem  der 
Biegung  eines  Teitikalen  Siabes  durch  sein  eigenes  Gewicht  werden  wir  in  §  !T6 
bebau  dein.  ^-~.  • 
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Stoffes.  WeDc  der  Stab  einfach  zusammengedrückt  wird,  so  betragt  die 
Yerliüraung  lilEa,  das  belastet«  Kode  sinkt  lua  dae  Stück  KllEa,  und 
der  daher  rührende  Verlust  an  potentieller  Energie  ist  gleich  IPlIEta. 
Die  potentielle  Energie,  die  beim  Übergang  vom  ungespannten  zum  ge- 
preßten Znstand  verloren  geht,  betragt  daher  ^Ii*l/£to. 

Wenn  der  Stab  sich  biegt  und  die  Form  des  Halbbogens  einer 
Elastica  von  kleinem  Winkel  a  annimmt,  so  ist  die  potentielle  Eoergie, 
die  durch  das  Herabsinken  der  Last  verloren  geht,  gleich  R(l  —  /  cosßds), 
wo  die  Integration  den  Stab  entlang  erstreckt  ist.  Die  potentielle  Energie 
der  Biegung  ist  gleich  ^BJ  (dß/dayds  oder  gleich  BJ  (oosÖ  —  <ioaa)ds. 
Die  Zugbeanspruchung  hat  flir  jeden  Querschnitt  den  Betr^  EaB,  wo  c 
die  Dehnung  der  Zentrallinie,  andererseits  ist  sie  gleich  —  RaosO,  und 
die  potentielle  Energie  der  Kontraktion  ist  daher  gleich  ^Etaj  {It  cos  öjEatfds 
oder  gleich  ^[H'/Ea)  {l  —  j  sin*ödsj.  Mithin  beträgt  der  Verlust  an 
potentieller  Energie  beim  Übergang  vom  ungespannten  in  den  gebogenen  Zustand 

K  1^(1  + cos«) -2_/*co8Ö(Ifl|  -^{R''/Ea)[l-fün'0dsi. 

Der  OberschuB  der  potentiellen  Energie  des  zusammengedruckten  Stabes 
Über  die  des  gebogenen  Stabes  ist  d^er  gleich 

B  {[(1 +  COS«)  -  2/'cosÖdit}  +  ii(IiyEa>)J\m'0äs  -  IR*/Eai.    (21) 

Wir  haben  nnn 

it'-H' — ) 


Der  obige  Ausdruck  (31)  ist  daher  gleich 

m\\}<*  -  H/Ea  }  +  i  (JiyEa)fsm''  Öds  (22) 

Bezeichnen  wir  die  Strecke  ^  «  Vb/B  mit  I^,  so  haben  wir 

mithin  annähernd  A-*  =  4  (///(,  — l),  sodaU 

ik*~B/E<^=i(l/I^-iy~B/Em; 
dies  ist  positiv,  falls 

oder 

Die  GröBe  B  ist  das  Produkt  aus  Ea  und  dem  Quadpt  des  Tr«g- 
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heitsradius  des  QnerscHnitts,  der  bezogen  ist  auf  eine  durch  den  Schwer- 
punkt gehende,  eur  Biegongsebene  senkrechte  Achse.  Bezeichnen  wir  diesen 
Tr&gheitsradius  mit  c,  so  finden  wir,  daß  die  potentielle  Energie  des  zu- 
sanunengedrückten  Stabes  jedenfalls  größer  ist  als  die  des  gebogenen 
Stabes,  wenn 

l>h  +  itc.  (23) 

Das  Glied  \nc  liefert  eine  Korrektion  ftlr  die  nach  der  üblichen  Formel 
berechnete  kritische  Länge;  sie  ist  natürlich  in  allen  Fällen,  wo  die  Theorie 
dUnner  Stäbe  anwendbar  ist,  belanglos.  Eine  andere  KoiTektion  von  der- 
selben Ordnung  würde  sich  ei^eben,  wenn  der  besondere  Zustand  der 
Teile  des  Stabes  in  der  Nähe  der  Enden  in  Rflcksicht  gezogen  würde. 
Wenn  die  Kräfte,  die  das  untere  Ende  festhalten,  so  verteilt  sind,  daß 
die  Verzerrung  in  der  Nähe  desselben  durch  die  Theorie  dünner  Stäbe 
richtig  dai^estellt  wird,  so  bldht  der  Endquerschnitt  als  Ganzes  nicht 
fest,  und  die  Spannungen  an  diesem  Ende  leisten  eine  gewisse  Arbeit 
[vgl.  §  235  f)].  Wird  er  andererseits  festgehalten,  so  treten  nahe  am 
Ende  ,4okale  StOrnngen"  auf,  und  die  hinzukommende  Energie,  die  von 
ihnen  abhängt,  mOßte  noch  in  Betracht  gezogen  werden.  Ähnliche  lokale 
Störungen  werden  in  der  Nähe  des  belasteten  Endes  auftreten. 

§  266.   EnickfeBtigkeit. 

Sowohl  im  Falle  des  kurzen  und  einfacli  zusammengedrDckten 
als  auch  im  Falle  des  langen  und  gebogenen  Stabes  ist  vorausgesetzt, 
daß  es  sich  um  elastische  Yerzerrungeu  handelt,  d.  h.  um  Verzerrungen, 
die  bei  Entfernung  der  Last  verschwinden.  Soll  die  in  §  264  dar- 
gelegte Eulersche  Theorie  der  Knickung  eines  langen  dünnen  Stän- 
ders praktische  Bedeutung  haben,  so  muß  nattlrlich  die  Last,  die  den 
Ungleichungen  vom  Typus  (19)  zufolge  erforderlich  ist,  um  Biegung 
zu  bewirken,  kleiner  sein  als  diejenige,  die  bleibende  Formänderung 
durch  Zerdrücken  hervorrufen  würde.  Diese  Bedingung  ist  nun  er- 
füllt, wenn  die  Höhe  des  Ständers  groß  ist  gegen  die  linearen  Ab- 
messungen des  Querschnitts.  Eine  genaue  Berechnung  des  kleinsten 
dieser  Bedingung  genügenden  Wertes  des  Verhältnisses  der  Höhe 
zum  Durehmesser  scheitert  an  dem  Umstand,  daß  über  die  Bruch- 
bedingungen im  allgemeinen  (Kap.  IV)  und  Über  das  Eintreten  des 
ZerdrUckens  (§  189)  nichts  Genaues  bekannt  ist. 

Praktisch  kommen  für  die  Bedingungen  des  Knickena  eines  be- 
lasteten Stabes  oder  Ständers  noch  andere  Erwägungen  in  Frage. 
Wenn  die  Last  nicht  genau  zentral  angreift  oder  wenn  ihre  Richtung 
nicht  genau  mit  der  des  Stabes  zusammenfällt,  so  ist  die  Vertikallast 
noch  von  einem  Bieguugsmoment  oder  einer  Querkraft  begleitet.  Die 
von  der  Last  R  herrührende  Verkürzung  ist  gleich  JijEta.  Wenn 
die  Last  nicht  genau  zentrisch  angreift,  so  ist  das  Biegungsmoment 
von  der  Größenordnung  Rc,  wo  c  eine  lineare  Querschnitts- 
abmesBUUg;  die  von  dem  Biegungsmoment  herrührende   Dehnung  der 
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Läogsfaser  ist  von  der  Ordnung  R<?IIi,  kann  also  sehr  wohl  (nnme- 
risch)  zwei-  oder  dreimal  so  groß  sein  wie  die  Verkaraung  RiEw. 
Das  Biegungsmoment  kann  daher  den  Stab  schon  knicken,  wenn  die 
Last  noch  kleiner  ist  als  diejenige,  die  ihn  zerdröckt.  Bildet  anderer- 
seits die  Angriffslinie  einen  kleinen  Winkel  ß  mit  der  Zentrallinie, 
so  liefert  die  Querkraft  Esmß  in  einem  Abstand,  der  mit  der  Stab- 
länge l  vergleichbar  ist,  ein  Biegungsmoment,  das  mit  IB  sin  ß  ver- 
gleichbar ist;  die  von  diesem  Bieguugsmoment  herrührende  Dehnung 
einer  Längafaser  ist  vergleichbar  mit  IBc  sin  ß/S.  Somit  vermag 
bereits  ein  geringer  Rieht ungsunterschied  zwischen  Angriffslinie  und 
Zentrallinie  einen  einigermaßen  langen  Ständer  zum  Knicken  zn 
bringen.  Die  hier  geschilderten  Unsicherheitsmöglichkeiten  lassen  sich 
am  besten  mittels  der  Saint-Vemmtschen  Biegungstheorie  (Kap.  XV) 
untersuchen;  aber  aus  einem  Grunde,  den  wir  bereits  erwähnten,  be- 
steht wenig  Aussicht  auf  eine  genaue  Ermittlung  der  in  Frage  kom- 
menden Sicherheitsbedingungen. 

Natürlich  sind  Überlegungen,  wie  sie  hier  fflr  den  Vorgang  des 
Knickens  eines  belasteten  Stabes  auseinander  gesetzt  sind,  auch  auf 
andere  Knickprobleme  anwendbar.  Daß  sie  herangezogen  werden 
mUssen,  hat  E.  Lamarle')  betont.  Kritische  und  er^nzende  Aas- 
ftlhrungen  zu  seiner  Arbeit  hat  K.  Pearson  gegeben.*)  Neuerdings 
sind  die  Fragen  der  Knickfestigkeit  Gegenstand  einer  größeren  Dis- 
kussion gewesen.') 

§  267.    Elastische  StabiUt&t. 

Die  Möglichkeit  einer  geradlinigen  Form  und  einer  gebogenen 
Form  bei  gleicher  Endlast  steht  mit  dem  Theorem  von  §  118  nicht 
in  Widerspruch;  denn  der  dünne  Stab  kann,  ohne  Verzerrungen  zu  er- 
fahren, die  größer  sind  als  die  in  der  mathematischen  Elastizitäts- 
theorie betrachteten,  so  deformiert  werden,  daß  die  relativen  Verschie- 
bungen seiner  Teile  nicht  klein  sind.*) 

Die  Theorie  der  Stabilität  elastischer  Svsteme,  wie  sie  durch  die 
Ausführungen  in  den  §§  264,  2(>b  an  einem  Beispiel  gekennzeichnet 
ist,  läßt  sich  mit  der  Poincareschen  Theorie  des  „Verzweigungs- 
gieichgewichta"')    in  Zusammenhang  bringen.     Die  Form   des  Stabes 

1)  „M^m.  tut  la  flexiou  du  boia",  ^iiii.  des  traveaux  publica  de  Belgique, 
t.  t  (lt!46). 

2)  Todhunter  nnd  Peareons  HisUinj,  vol.  1,  p.  678ff. 

3j  Es  sei  verwiesen  auf  die  Arbeiten  von  J.  Eilbler,  C.  J.  Kriemler,  L.  PraDdtl 
in  der  Zeüschr.  d.  V.  deaUcher  Ingenieure,  Bd.  -14  (1900),  von  Kubier  und  Kriemlei- 
in  der  Zeitsehr.  Math.  Vhys.,  »de.  46—47  (1900—1902),  und  die  DiaaerUtioD  von 
Kriemler,  „Labile  und  stabile  GleichgewicbUfiguren  . . .  auf  Biegung  be&nspmchtcr 
Stäbe  .  .  ."  (Karlsruhe  iaO:!i. 

4)  Vgl.  G.  H.  Bryan,  Cambridije  Phil.  Siic.  JProc.,  vol.  6  i,1888). 

5)  Acta  MaÜiemalica,  t.  7  ^188i);l. 
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ist  beBtimmt .  durcli  die  Dehnung  c  am  belasteten  Ende  and  die  Ge- 
aamtkrümmang  a;  und  diese  GröBen  häim^a  tou  der  Last  B  ab, 
wenn  die  Länge  I  und  die  Bi^ungssteifigkeit  B  als  konstant  ange- 
aehen  werden.  Wir  kSniien  den  Zustand  des  Stabes  durch  einen 
Punkt  mit  den  Koordinaten  e  und  a  darstellen,  und  wenn  R  variiert, 
beschreibt  der  Punkt  eine  Kurve.  Wenn  R  kleiner  ist  als  die  kriti- 
sche Last,  so  verschwindet  a,  und  der  Gleichgewichtszustand,  definiert 
durch  c  als  Funktion  von  R,  ist  stabil.  Wenn  B  den  kritischen 
Wert  überschreitet,  so  würde  ein  möglicher  Oleichgewicbtszustand 
immer  noch  durch  « =  0  gegeben  sein;  es  gibt  jedoch  noch 
einen  andern  möglichen  Gleichgewichtszustand,  bei  dem  a  nicht 
verschwindet,  und  bei  diesem  Zustand  sind  a  und  £  bestimmte 
Funktionen  von  R-,  die  Gleichgewichtszustände  für  wechselnde 
Werte  von  Ü  sind  daher  durch  Punkte  einer  gewissen  Kurve  dai^e- 
stellt.  Diese  Kurve  läuft  von  demjenigen  Punkte  der  Geraden  d;  —  0 
aus,  der  die  Dehnung  oder  vielmehr  die  Verkürsung  unter  der  kriti- 
schen Last  darstellt.  Poincare  bezeichnet  einen  derartigen  Punkt  als 
einen  „Verzweigungspunkt",  und  er  zeigte  daß  in  einem  solchen  Punkt 
im  allgemeinen  ein  .^Stabüitäts Wechsel"  stattfindet;  für  gegenwärtiges 
Beispiel  besagt  dies  folgendes:  Zustände,  die  durch  Punkte  auf  der 
Geraden  a^O  dargestellt  sind,  in  denen  e  die  Dehnung  unter  der 
kritischen  Last  numerisch  überschreitet,  sind  instabil,  und  die  Stabi- 
lität geht  vom  Verzweigungspunkte  ans  auf  diejenigen  Zustände  über, 
die  durch  Punkte  auf  der  Kurve,  für  die  k  +  0,  dargestellt  sind. 

g  268.  Stabilität  der  Elastioa  mit  Wendepunkt. 
Wenn  das  untere  Ende  des  belasteten  Stabes  in  vertikaler  Stellung 
festgehalten  wird  und  die  Länge  l  etwas  größer  ist  als  ^nyB/R,  so  ist 
«ine  Sinuskurve  von  kleiner  Amplitude  mit  zwei  Wendepunkten  eine  mög- 
liche Form  der  Zentrallinie  (Fig.  58  b).  Eine  andere  mögliche  Form  ist 
eine  Elastica,  wie  sie  in  Fig.  ö8  c  dargestellt  ist.  Im  allgemeinen  sind, 
wenn  n  eine  ganze  Zahl,  die  der  Bedingung 

i{2n  +  l)]i>iyBjB>i(2n~l)n  (24) 

genügt,  n  Formen  außer  der  instabilen  geradlinigen  Form  möglich,  und 
sie  besteben  bezüglich  aus  1,  3,  .  .  .,  2n  —  l  Halbbogen  verschiedener 
Kurven  der  £Zastica-Familie.  Die  Formen  dieser  Kurven  sind  bezüglich 
durch  die  Gleichungen 

K  —  iYbJb  X  [l,  ^,  ...  1/(2  n-1)]  (2b) 

gegeben.  Wir  wollen  zeigen,  daß  alle  diese  Formen  instabil  sind  außer 
derjenigen,  zu  der  das  größte  K,  d.  h.  die  kleinste  Zahl  von  Wende- 
punkten gehört.^) 

1)  Zu  dem  entgegengesetzten  Besnlt*t  gelangt  L.  SaalEchütz,  Der  btlasteU 
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Beben  wir  &b  von  der  praktisch  bedentnngsloBen  potentiellen  Energie^ 
die  von  der  Dehnnng  oder  Yarkürzting  der  Zentrallinie  herrflbrt,  so 
kflnnen  wir  den  Verlust  an  potantieller  Energie  beim  Übergang  vom  nn- 
gespannten  Zustand  zai  gebogenen  Form,  welche  n  +  1  Wendepunkte 
aufzeigt,  in  derselben  Weise  wie  in  g  265  berechnen  und  erhalten 

fi  p  (1  +  cos  «)  -  Z^/'cos  Sds],  (26) 

oder 

(2 r  4-  1)  V£S{i K^-iE^—2 K^k/) ,  (27) 


wo  E^  für  JEamÄ^  geschrieben  ist  und  der  Index  r  die  Zahl  (r -\-  1) 
der  Wendepunkte  feststellt  Wir  vergleichen  die  potentiellen  Energien, 
die  den  Formen  mit  r+  1  und  s+  1  Wendepunkten  entsprechen;  s  sei 
grfißer  als  r.     Da 

(2r+l)K^  =  (28-i-l)K„  (38) 

so  ist  die  potentielle  Energie  des  Stabes  mit  « +  1  Wendepunkten  die 
gr&Bere,  falls 

(2  «  +  1)  (2  E,  +  K,k,')  >  (2  r  -I-  1)  (2  E^  +  -^r  V)- 
Da  nun 

E  um  K  -  {1  -  }i^(K  +  l-^'^f), 
SO  lantet  diese  Bedingnug 

('-v)(i+^^-t)>('-''')('+¥;4f)      (»') 

Stab  (Leipzig  1880),  doch  halte  ich  seine  BeweiBführang  nicht  fflr  flbeneugend. 
Das  im  Text  angegebene  Resultat  deckt  sich  mit  dem  Ergebnis,  das  J.  Lannor, 
he.  eit.  p.  460,  mittels  eines  anderen  VeHahrens  erhUt. 
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SO  folgt,  dafi  (l  —  ft*)  ( 1  +  -jf  jr)  mit  wachsendem  A;  abnimmt  Wenn  mm 
3>r,  so  ifitÄ,<Ä",  nnd  fc,<fc,.;  demnach  ist  die  Ungleicbang  (29)  erfallt. 

In  dem  in  Fig.  58  dargestellten  Fall  handelt  es  sich  um  drei  mög- 
liche Formen:  a)  die  instabile  geradlinige  Form,  b)  die  gebogene  Form 
mit  zwei  Wendepunkten,  c)  die  gebogene  Form  mit  einem  Wendepunkt. 
Für  die  Form  c)  ist  der  Winkel  «  gegeben  durch  K  —  \-x  und  liegt 
zwischen  175"  und  176". 

Die  Folgerung,  daß  die  stabile  Form  die  mit  einem  einzigen  Wende- 
ptmkte  ist,  steht  mit  der  Poincar^schen  Theorie  des  Stabilit&ts wechseis  in 
einem  Verzweignngspunkt  nicht  im  Widerspruch,  da  diejenigen  Kurven  in 
der  (t,  (c)-Ebene,  welche  Formen  mit  zwei  oder  mehr  Wendepunkten  dar- 
stellen, nicht  von  der  Linie  abzweigen,  welche  Formen  mit  einem  Wende- 
punkt repräsentieren,  sondern  von  der  Qeraden  a  —  0,  welche  geradlinige 
Formen  darstellt. 

Die  Instabilität  deijeuigen  Formen  der  Flastica,  die  zwischen  den 
Enden  eine  größere  als  die  kleinstmögliche  Zahl  von  Wendepunkten  be- 
sitzen, ist  als  Erfahrungstatsache  wohl  bekannt.  Jeder  besondere  Fall 
laßt  sich  in  dergelben  Weise  untersuchen  wie  der  oben  behandelte  spezielle 
Fall,  bei  dem  die  Tangente  an  dem  einen  Ende  in  Bichtnng  der  Angriffs- 
linie festgehalten  wird.  Eine  derartige  Untersuchung  vermag  jedoch  nicht 
die  Frage  zu  entscheiden,  ob  irgend  eine  spezielle  Form  är  Verschie- 
bungen stabil  ist,  bei  denen  die  Zentralliuie  aus  ihrer  Ebene  heraus- 
bewegt  wird.  Diese  Frage  ist  noch  nicht  vollstllndig  gelöst.  Einen  beson- 
deren Fall  werden  wir  in  §  273  e)  behandeln. 

§  269.   Darcta  Endkräfte  nnd  -momente  gebogener  nnd  gedrillter  Stab. 

Wir  nehmen  nun  das  allgemeine  Problem  von  §  260  wieder  auf 
und  drücken  die  Richtungen  der  Toraion-Biegnngs-Hauptaclisen  in 
einem  Punkte  Pj  der  verzerrten  Zentrallinie  mittels  der  in  §  253 
definierten  Winkel  Ö,  M*,  *  aus.  AU  feste  Richtung  Pj  z  in  Fig.  46 
jenes  Paragraphen  wählen  wir  die  Richtung  der  Kraft,  die  an  dem- 
jenigen Ende  des  Stabes  angreift,  dem  der  größte  Wert  von  s  ent- 
spricht. Die  Spannungsresultanten  "N,  N",  T  sind  gleichwertig  mit 
einer  in  dieser  Richtung  wirkenden  Krall  R,  mithin  gleich 

(N,  N',  T)  =  R{-  sin 9  cos *,  sin 6  ain *,  cos  0).  (30) 

Gleichung  (3),  §  260,  geht  über  in 

i{Ax'  +  Bx*  +  Ct^  -f-  Ü  coB e  =  const.  (31) 

Da  die  an  den  Stabenden  angreifenden  Kräfte  kein  Moment  um 
die  Gerade  P^z  ergeben,  so  ist  die  Summe  der  Komponenten  der 
Spannungsmomente  nm  eine  Achse,  die  durch  den  Schwerpunkt  eines 
Querschnitts  zu  dieser  Geraden  parallel  läuft,  gleich  der  entsprechen- 
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den  Summe  für  denjenigen  Endquerschnitt,  dem  der  größte  Wert  von 
s  angehört.     Wir  haben  daher  die  Gleichung 

-  Ax  sin  fl  coiä  *  —  Sx  sin  9  sin  4>  +  Cr  cos  0  =  conet.  (32) 
Die  entsprechende  Gleichung  beim  Kreiselproblem  drQckt  die  Kon- 
stanz der  Impulskomponeute  des  Kreisels  um  eine  dureb  den  festen 
Punkt  gehende  vertikale  Achse  aus. 

Die  Gleichungen  (31)  und  (32)  stellen  zwei  Integmle  der  Glei- 
chungen (2),  §  360,  dar;  könnten  wir  ein  drittes  Integral  bekommen, 
so  würden  dd/ds,  dV/ds,  rf<t>/rfs  sich  durch  8,  V,  <t>  ausdrucken  lassen, 
und  wir  könnten  die  möglichen  Formen  ermitteln,  in  denen  der  Stab 
gehalten  werden  kann.  Im  aUgemeinen  Falle  ist  ein  drittes  Integral 
nicht  bekannt;  wenn  aber  die  beiden  Biegungssteifigkeiten  A  und  B 
einander  gleich  sind,  so  läßt  die  dritte  dieser  Gleichungen  sofort  das 
Integral  zu 

T  —  const.  (33) 

Die  Größen  x,  x,  x  drücken  sich  mittels  der  Gleichungen  (8),  §  253, 
durch  e,  T,  <I>,  rfö/rfs, . . .  aus,  und  die  Gleichungen  (31),  (32),  (33) 
lassen  eich  so  integrieren'),  daß  6,  H*,  <l>  als  Funktionen  von  s  aus- 
gedrückt erscheinen,  und  die  Form  der  Zentrallinie  bestimmt 
sich  dann  durch  die  Gleichungen 

.--  =  sin  ö  cos  'f,      -5^  =  sin  ö  sin  V,       ,    =  cos  ö, 

da  'dl  '      dg  ' 

wo  s,  y,  z  auf  feste  Achsen  bezogene  Koordinaten. 

Wir  wollen  nicht  weiter  auf  diese  allgemeine  Theorie  eingehen, 
sondern  einige  wichtige  Spezialfälle  betrachten, 

§  270.   Zu  einer  Sohranbenlinie  gebogener  St&b.*) 

Die  gldclimäßige  Bewegujig  eines  symmetrischen  Kreisels,  dessen 

Figurenachse    mit   der   nach    oben   gerichteten  Vertikalen  einen  kon- 

stiuiten  Winkel  ^  n  —  a  einschließt,  stellt  das  Analogon  einer  gewissen 

Konfiguration    eines   gebogenen    und   gedrillten  Stabes   dar,   für  den 

A  =  B.     Setzen  wir  ff  =  J-b  -  a,  ddjds  =  0,  so  folgt  aus  (8),  §  253, 

dV  ^       '      d'V  .    ^  i*   ,     .       dV 

x  =  —  ,    cosacoBV,     x=   ,    cosasinO,    t=    , — (-sina,- 

ds  '  ds  'da  dg 

und  aus  den  Gleichungen  (31),  (32),  (33)  von  §  269 

t  =  const.,     x'  +  x''  =  const.,     dV/rfs  =  consL 

Die    Krümmung    der     Zentrallinie     ist    konstant    und    zwar    gleich 

cos  a  (dV/ds),   die  Binormale  dieser  Kurve  liegt  in   der  (a:,  y)-Ebene 

i)  Siehe  F.  Klein  und  A.  Sommerfeld,   Theorie  des  Kreisel»,  Heft  2,  Leipzig 
1898,  oder  E.  T.  WTiittacker,  Äxalylical  Dynamics,  Cambridge  1904.. 
2)  Vgl.  Kirclihoff,  ioe.  cit.  p.  13«. 
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und  bildet  mit  der  negativen  rr-Achse  den  Winkel  <P.  Daraus  folgt, 
daß  (t>  mit  dem  Winkel  identisch  ist,  der  in  §  253  mit  f  bezeidmet 
wurde,  und  daß  die  Windung  der  Kiure  den  Betr^  sin  a  (dV/ds) 
hat.  Da  die  Zentrallinie  eine  Kurve  konstanter  Krümmung  und 
Windung  ist,  ist  es  eine  Sehraubmlinie,  die  auf  einem  geraden  Kreis- 
eylinder  verläuft.  Die  Achse  der  Schraubenlinie  ist  parallel  zur  Wir- 
kungalinie  von  R,  und  a  ist  der  Winket,  den  die  Tangente  in  irgend 
Einern  Punkte  mit  einer  zu  dieser  Achse  senkrechteu  Ebene  ein- 
schließt. 

Es  sei  r  der  Radius  dee  ZjUnders,  auf  dsm  die  Schraubenlinie 
liegt.  Die  Krümmung  1/p  und  die  Windung  1/Z  sind  durch  die 
Gleichungen  gegebeu 

XJQ  =  eoB* a/r,     1/2."  —  sin  a  cos  ujr,  (34) 

und  wir  können  schreiben 

x  =  —  cos*  coa* a/r,     x  =  ain<t>  cos' a/r,        1 
d^/iis  —  cos  a/r,  d^jds  —  r  —  sin  a  cos  afr.]         ^     ^ 

Aus  den  Gleichungen  (2),  §  260,  erhalten  wir 
{N,  N')  =  (—  cos  <t>,  sin  <t>)  \Cx  cos*  ajr  —  Bama  cos'  a/r'] ; 
die  Gleichungen  (30)  ergeben  dann 

J{  _  Cr  cos  «/r  —  S  sin  «  cos'  a/r'.  (36) 

Die   am  Ende  angreifende  Kraft  zieht   oder  drückt,  je  nachdem  die 
rechte  Seite  von  (36)  positiv  oder  negativ  ist.   (Siehe  Fig.  59). 
Soll   es   eine    Zugkraft    sein,  so    muß    x    größer    sein    als 
Üsiaa  cos a/Cr. 

Die  Achse  des  am  Ende  angreifenden  Kräfte  paare 
liegt  in  der  Tangentialebene  dee  Zylinders  im  Endpunkt  der 
Zentrallinie,  und  die  Komponenten  dieses  Kraftepaars  um 
die  Binormalß  und  die  Tangente  der  Schraubenlinie  in  diesem 
Punkt  sind  gleich  B  cos'  a/r  und  gleich  Ct.  Die  Kompo- 
nenten desselben  Kräftepaare  um  die  Tangente  des  Quer- 
schnitts und  die  Erzeugende  des  Zylinders  in  demselben 
Punkt  sind  daher  gleich  Br  und  gleich  K,  wo  K  durch 
folgende  Gleichung  gegeben  ist: 

K=CTBma  +  B  cos'  a/r.  (37) 

Daraus  folgt,  daß  dem  Stab  ein  gegebener  Drall  und  seiner  Zentrallinie 
die  Form  einer  gegebenen  Schraubenlinie  durch  ein  „Gerenk"  („Dyname" 
engl,  „wrench")  erteilt  werden  kann,  das  aus  der  durch  (36)  gegebenen 
Kraft  und  dem  durch  (37)  gegebenen  Kräftepaar  besteht;  die  Achse 
des  Gereuks  fällt  in  die  Achse  der  Schraubenlinie.     Die  Kraft  uud 
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das  Ktäftepaar  der  Renkung  werden  durch  zwei  an  den  Stabenden 
befeBtigte  starre  Blöcke  ausgeübt. 

Die  SchraubeDlinienfonti  kann  durch  EudkrBfte  allein,  obne  Kr&fte- 
paare,  erbalten  werden.  Die  Kraft  hat  dann  den  Betrag  S  cos*  d/r*  sin  ot 
und  drückt  ISngs  der  Achse  der  Schraubenlinie.  In  diesem  Fall  mufi  ein 
Drall  vom  Betrage  —  B  cos*  a/Cr  sin  a  vorhanden  sein.  Ebenso  kann  diese 
Porm  durch  Endmomente  allein,  ohne  Krftftepaare,  erhalten  werden;  das 
ErSftepaar  hat  dann  den  Betrag  Baosu/r,  nnd  seine  Achse  ist  d«r 
Achse  der  Schraubenlinie  parallel.  In  diesem  Fall  muB  ein  Drall  vom 
Betrage  B  sin  a  cos  a/Cr  auftreten. 

Handelt  es  sich  um  einen  Stab,  der,  wenn  bloß  die  Biegung  rQck- 
gftugig  gemacht  würde,  prismatisch  w&re,  so  verschwindet  dtf/ds,  and  der 
Drall  des  Stabes  ist  gleich  der  Windnng  der  Zentrallinie  (yg\.  §  253). 
um  den  Stab  so  zu  halten,  daß  dieser  Drall  auftritt  und  die  Zentral- 
linie eine  gegebene  Schraubenlinie  bildet,  ist  eine  Senkung  um  die  Achse 
der  SchranbenUaie  erforderlich;  die  Kraft  li  und  das  Uoment  K  des  Ge- 
renks  sind  dnrch  die  Gleichungen  gegeben 

B {B  -  C)sma  cos*  «/r*,     K  =- {B  cos*  o  +  C  sin*  a)  cos  a/r. 

§  271.   Tli«orie  der  Spiralfedem.') 

Wenn  die  Querschnitte  des  Stabes  kinetische  Symmetrie  besitzen, 
Bodaß  A  ^  B,  und  wenn  der  ungespannte  Stab  die  Form  einer 
Schraubenlinie  und  einen  solchen  Drall  besitzt,  daB  er,  wenn  bloß 
die  Biegung  rückgängig  gemacht  würde,  prismatisch  wäre,  so  können 

wir  den  Anfangszuatand  durch  folgende  Formeln  ausdrücken: 

Xg  —  0,     Xfl'  "  "0*' ''/'')     ^0  =  si"  "  '^^  <^/^'  (3^) 

Durch  geeignete  Krufte  und  Krüftepaare  kann  der  Stab  in  dem  Zu- 
stand gehalten  werden,  der  sich  durch  die  Formeln  ausdrQckt 

K,  —  0,     t/  •=  cos*ai/r,,  r,  =  siuK,  cosai/f,,  (39) 

wo  r, ,  a^  der  Radius  und  der  Steigungswinkel  einer  neuen  Schrauben- 
linie. Die  Span  QU  ngsm  Omenta  in  einem  beliebigen  Querschnitt  sind 
dann  gegeben  durch  die  Gleichungen 

G-O,    G'-Bf";-"'--"^""-),     fl-cC'°Y°''^-  ""■^°°"), 
und  die  Span nungsresul tauten  sind  gegeben  durch 
.V  =  0,     T=N'tga^, 


1)  Vgl.  Kelvin  und  Tait,  JVat    Phü.,  Teil  II,  p.  130  ff. 
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Die  OleichungeD  TOa  §  259  Bind  sämtlich  befriedigt.  Die  neue 
Konfiguration  läßt  gicli  dnrch  ein  Oerenk  erhalten,  dessen  Achse  mit 
der  Achse  der  Schraubenlinie  zneammenTällt  und  dessen  Komponenten, 
die  Kraft  R  und  das  Moment  K,  durch  folgende  Gleichungen  ge- 
geben sind; 

'■  \  '■       .  '  '      ''  ^ ':     '/  (40) 

g  -  Ck ...  (■"  ';]"'  '■  -  -"-'p--!)  +  B  CO,  «.  (i-^°i-  -  g^)  I 

Auf  dies  Ergebnis  gründet  sich  die  Theorie  der  Spiralfedern.  Im 
ungespamiten  Zustand  sei  die  Feder  durch  die  Gleichungen  (38)  be- 
fltimmt,  3odaB  die  Zentrallinie  eine  Schraubenlinie  vom  Steigungs- 
winkel u  auf  einem  Zylinder  vom  Radius  r  ist  und  die  Hauptnormalen 
und  Binormalen  der  einzelnen  Querschnitte  homologe  Linien  dieser 
Querschnitte  darstellen.  Die  Länge  der  Schraubenlinie  sei  l,  die  ihrer 
Projektion  auf  die  Achse  der  Schraubenlinie  sei  h;  die  Zjlinderkoordi- 
naten  r,  6,  g  der  beiden  Enden  sind  dann  r,  0,  0  und  r,  %,h,  wo 

X=-{1  cos  a)/r,     h  =  l  sm  a.  (41) 

Wir  nehmen  an,  die  Feder  werde  durch  ein  Gerenk  um  die  Achse 
der  Schraubenlinie  deformiert;  die  Kraft  R  und  das  Moment  K  des 
Oerenks  seien  gegeben.  Wir  werden  TCrmuteo,  daß  die  Zentrallinie 
der  verzerrten  Feder  eine  Schraubenlinie  vom  Steigungswinkel  cc,  auf 
einem  Zylinder  vom  Radius  r,  wird  und  daß  die  Hauptnormalen 
und  Binormalen  fOr  die  einzelnen  Querschnitte  homologe  Linien 
bleiben.  Dann  drücken  sich  R  und  K  mittels  der  Gleichungen  (40) 
in  0^  nnd  r^  aus.  Ist  die  Deformation  klein,  so  können  wir  r  -\-  Sr 
und  a  +  8a  statt  r^,  o,  schreiben  und  annehmen,  daß  die  Änderungen 
Sx  lind  Sh,  die  i  und  h  erfahren,  klein  sind.     Wir  haben 

dA  -  Q,  cosß)dß,     Sx [('  sin  a)/r]da  -  [(/  cos  a)!r*]Sr, 

woraus 

da  =  (dA)/(?cos((),     (Sr)/r^  -^  —  (sin«  ■  dh  +  r  coaa  ■  äx)/lr  cos*a 

Mithin 

0    -  -       -   =  —  sm  «  C08  a-j  -f-  -  -      oa  =  cos«  ,     +  sin  «  -*  , 

nnd 

.'COB'o  I       *»■  (l      ■  *"  COBB,  BinE,, 

g „  _  cos* a  - ,-  —  a  sm «  cos c     —  — i—  ox  ~    i- "  "''  ■ 

Daraus  folgt,  daß  die  Kraft  R  und  das  Kräftepaar  [^K  sich 
folgendermaßen  in  l,  r,  a,  öh,  Sx  ausdrücken: 
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^  =  /-.[(Ccob'w  +  Bsia*a)Ök  +  (C -  B)  sin«  cos«  ■  r«/],  1 

;  (42) 

K  =  jj.  [(C  -  £)  Bin  a  cos  «  ■  rfA  +  (C  ain»  a  +  B  (i06*a)rdx]-} 

Wird  die  Feder  durch  axiale  Kraft  alleio '),  ohne  Moment,  deformiert, 
BO  sind  die  axiale  Verschiebung  Sit  and  die  Winkel  Verschiebung  6x  Aurch 
die  Gleichungen  gegeben 


"-"■    -B    +     n    )"■    't^-'' 


Sl 


Ist  der  Querschnitt  der  Feder  ein  Kreia  vom  Radius  a,  so  ist  l/C—l/B 
=  ia/Ena*,  wo  ff  die  Poissonsche  Eonstante  und  E  der  Youngsche 
Modul  des  Materials.  Mithin  ist  sowohl  6li  wie  6%  positiv.  In  demselben 
Falle  ist  ör  negativ,  sodaß  die  Feder,  wenn  sie  ausgereckt  wird,  sich 
starker  aufrollt, 

§  272.    Weitere  Besnltate. 

a)  Durch  Endmommte  beanspruchter  Stab. 

Wenn  ein  Stab,  der  im  nngespannten  Zustand  gerade  und  prismatiscb 
ist,  durch  Kräftepaare,  die  an  den  Enden  angreifen,  gebogen  und  gedrillt 
gehalten  wird,  so  ist  das  kinetische  Analogen  ein  starrer  Körper,  der  sich 
krSftefrei  bewegt.  W,  Heß')  hat  die  Analogie  im  einzelnen  durchgefilhrt. 
Besitzt  der  Qaenchnitt  kinetische  Symmetrie,  sodaB  Ä  =  S,  so  sind,  vria 
die  Gleich gewiehtsgleichungen  zeigen,  der  Drall  x  und  die  Krflmmung 
(x*  -f-  ä'')    Konstanten,  und  wenn  wir  wie  in  §  253 

tg /■--«'/« 
setzen,  wird 

£{df/ds)  —  (B~C)v. 

Daraus  folgt,  daß  die  Windung  der  Zentrallinie  CxjB  ist,  daß  diese 
Kurve  mithin  eine  auf  einem  Kreiszyliuder  gelehrte  Schraubenlinie  ist 
Führen  wir  wie  in  §  253  die  Eulerschen  Winkel  fl,  V,  4>  ein  und  w&hlen 
die  Achse  der  Schraubenlinie  parallel  zur  z-Achse  in  Fig.  46  jenes  Para- 
graphen, so  ist  0  konstant,  nnd  \n  ~  d  ist  der  St«igmigswinkel  a  der 
Schraubenlinie.  Die  Achse  des  Endmoments  ist  die  Achse  der  Schrauben- 
linie, sein  Betrag  ist  S  cos  ajr,  wie  bereits  früher  gefunden  wurde,  unter 
r  den  Radius  des  Zylinders  verstanden,  auf  dem  die  Schraubenlinie  liegt. 

1)  Die  Resultate  für  diesen  Fall  fand  Saint-Yenant,  Pari»,  C.  R.,  t.  17 
(1843).  Eine  Anzahl  spezieller  Fälle  wurde  ausgearbeitet  von  Kelvin  und  Tait, 
loc.  dt,  und  ebenso  von  J.  Perry,  Applied  Mechanics  (London  1899).  Die  Theorie 
ist  esperimentell  bestätigt  worden  von  J.  W.  Miller,  Phys.  Reo.  vol.  14  (ISO»). 
Die  Schwingungen  einer  Spiralfeder,  die  ein  so  schweres  Oewiclit  tr&gt,  daß  die 
Trägheit  der  Feder  vemachläEsigt  werden  kann,  sind  von  L.  R.  Wilberforce, 
Fliil  Mag.  (8er.  6),  vol.  38  (1804),  der  oben  entwickelten  Theorie  entsprechend 
bebandelt  worden. 

3)  Mtah.  Ann.  Bd.  SS  (1884). 
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b)  Gerader  Stab  mit  Anfangsdrall. 

Wenn  der  Stab  im  angespannten  Zustand  den  Drall  t^  und  keine 
Krttmmang  besitzt,  wenn  ferner  der  Querschnitt  kinetische  Symmetrie  hat, 
sodaB  A  ^  B,  kann  der  Stab  durch  eine  Senkung  um  die  Achse  der 
Schraubenlinie  so  gebogen  gehalten  werden,  daß  seine  Zentrallinie  die 
Form  einer  ScHraubenliaie  (a,  r)  hat,  und  so  gedrillt  gehalten  werden, 
daß  der  Drall  gleich  t,  ist;  die  Kraft  II  und  das  Moment  K  des  Gerenks 
ergeben  sich,  wenn  man  in  den  Gleichungen  (36)  und  (37)  von  §  270 
1^  —  T(,  für  I  schreibt 

c)  RingfBrmig  gebogener  und  gleidimüßig  gedrillter  Stab. 

Weun  der  Stab  im  ungespannten  Zustande  gerade  und  prismatisch 
ist  und  der  Querschnitt  kinetische  Symmetrie  besitzt,  so  ist  eine  der  For- 
men, in  denen  er  durch  Endkritfte  und  -momente  gehalten  werden  kann, 
diejenige,  bei  der  die  Zentrallinie  ein  Kreis  und  der  Drall  den  Stab  ent- 
lang gleichförmig  ist.  Die  Zugbeanspruchung  verschwindet  und  die  Schub- 
kraft ist  in  jedem  Querschnitt  nach  dem  Mittelpunkt  des  Kreises  hin  ge- 
richtet, ihr  Betrag  ist  Ci/r,  wo  r  der  Radios  des  Kreises. 

d)  Stabilität  eines  gedrückten  und  gedrillten  Stabes. 

Wenn  der  Stab,  der  als  anfänglich  gerade  und  prismatisch  voraus- 
gesetzt wird,  durch  Endmomente  gedrillt  wird,  ohne  jedoch  gekrOmmt  zu 
werden,  so  kSnnen  diese  Kr&ftepaare  einen  Betrag  haben,  der  geeignet 
wBre,  den  Stab  gedrillt  und  gebogen  zu  halten.  Ist  A  —  S,  so  muß  die 
Zentrallinie,  wenn  Biegung  eintritt,  eine  Schraubenlinie  sein.  Wenn  das 
Ei^ftepaar  K  gerade  groß  genug  ist,  um  den  Stab  ohne  Verschiebung  der 
Enden  zu  biegen,  so  bildet  die  Zentrallinie  gerade  einen  Schraubengang, 
der  Radius  r  der  Schraubenlinie  ist  sehr  klein  und  der  Steigungswinkel 
0  ist  nahezu  gleich  -^  tc.     Wir  haben  die  Gleichungen 

K  '^  Ct  =  Br~^  cos  tt,     l  vosa  —  2nr, 
wo  T  der  Drall  und  l  die  Länge  des  Stabes.    Somit  ist  diese  Konfiguration 
möglich,    falls    2xll  —  K/B.     Wir   erkennen,    daß 
bei  einem  drillenden  Kr&ftepaar,    das    größer  ist   als 
2«B/l,  der  gerade  gedrillte  Stab  instabil  ist. 

Allgemeiner  läßt  sich  diese  StabilitStsfirage  durch 
Betrachtung  des  Falles  behandeln,  daß  der  Stab 
durch  eine  Endkraft  R  und  ein  drillendes  EiWepaar 
K  in  einer  Form  gehalten  wird,  die  die  Zentral- 
linie nahezu  gerade  läßt.  Das  kinetische  Analogen 
ist  ein  symmetrischer  Kreisel,  der  sich  so  benegt, 
daß  seine  Achse  nahezu  aufrecht  bleibt.  Das  Problem 
gestattet  eine  einfache  Lösung,  wenn  feste  (x,  y,  z}- 
Achsen  eingeführt  werden  und  zwar  als  z-Achse  die 
Achse  der  Endmomente  bzw.  die  Angriffslinie,  Die 
Zentrallinie  ist  dieser  Achse  benachbart  und  schneidet 
sie  an  den  Enden.  Der  Drall  t  ist  konstant  and 
das  Torsiousmoment  Cr  kann  in  hinreichender  An- 
näherung gleich  K  gesetzt  werden.  Das  Biegungs- 
moment hat  den  Betrag  B/q,  wo  q  der  Krümmungs- 
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radiiu  der  Zeatralliuie,  und  seine  Achse  f&Ut  zusammen  mit  der  Bi- 
normalen dieser  Kurve.  Die  Kichtungskosinus  der  Binormalen  sind  ge- 
geben durch  Äusdrfleke  wie 

/dy  d'z  _  dl.  d'3\ 
^\d»  dg"       rf«  dg»;' 
die  Komponenten  des  in  einem  beliebigen  Querschnitt  auftretenden  Biegungs- 
moments  nm  die  i-  und  um  die  j-Ächse  lassen  sich  daher  mit  hinreichen- 
der Ann&hemug  durch 

ausdrücken. 

Um  das  Gleichgewicht  des  von  diesem  Querschnitt  und  dem  einen 
Ende  begrenzten  StabstUcks  auszudrücken,  nehmen  wir  Momente  um  Achsen, 
die  durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnitts  zur  x-  und  zur  y-Achse 
parallel  laufen,  und  erhalten  so  die  Gleichungen 


-yJi-0, 


.■"y 


J  +  O  +  ,ü-0, 


(43) 


Das  vollständige  Integr&bystem  lautet 

X  =.  /,,  sin  (9jS  +  si)  +  ij  sin  (g,s  +  tj), 
y  =  Xj  COS  (?,«  "i"  £,)  4-  ij  cos  (((,s  +  «,), 

wo    ij,  /.j,  Bj,  Sj    willkürliche    Konstanten    und    g^,  g,    die    Wurzeln    der 

Gleichung 

Bq*  +  Kq-  B^O. 

Die  Grenzbedingungen  sind  l)  daß  die  Koordinaten  %  und  j  an  den  Enden 
»  ^  0  und  s  =■  l  verschwinden,  2)  daß  die  Achse  der  Endmoments  mit 
der  z-Aohse  zusammenfallt.  Die  Gleichungen  (43)  zeigen,  daß  das  zweite 
System  von  Bedingungen  befriedigt  ist,  wenn  das  erste  erfllllt  ist.  Wir 
haben  daher  die  Gleichungeu 

i,  sin  s^  +  ij  sin  t^  =  0,     L^  cos  s,  +  L^  cos  e,  —  0, 
und 

i,  sin  (q,l  +  t,)  +  X,  sin  (q,!.  +  5^)  -  Ü, 
X,  cos  {qj  +  El)  -t-  X,  cos  (q^l  +  Ej)  —  0, 
Wenn  wir  X,  cos  e,  und  X,  sin  ej  aus   dem  eisten  Qleiobuugspaar  in  das 
zweite  einsetzen,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen 

Xi{sin(5ii  +  «,)-sin(7,i  +  01  =0, 
Xi  {cos{q^l  +  t^)-0O8{qil  +  t,)]  =  0, 
aus  denen  folgt,  daß  Vj?  und  q^l    sich   um  ein  Vielfaches    von  2«  unter- 
scheiden.     Der  kleinste  Wert  der  LUnge  l,  durch  den  sich  die  Bedingungen 
befriedigen  lassen,  ist  durch  die  Gleichung  gegeben 

2  «/V  =  Ui  —  3!  I 
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Der  dem  Druck  R  und  dem  drillenden  Moment  K  unterworfene  Stab 
ist  daher  instabil,  wenn 


.  <. 


,+,. 


(44) 


Diese  Bedingung^)  schließt  diejenige  in  sich,  die  wir  oben  fOr  den  Fall 
erhielten,  daS  keine  Druckkraft  wirkt,  und  ebenso  di^enige,  die  in  (18), 
§  264,  für  den  Fall  erhalten  wurde,  daß  kein  Eriftepaar  angreift  Wirkt 
auf  den  Stab  statt  des  Drucks  eine  Zugkraft,  so  ist  B  negativ,  ein  hin- 
reichend großer  Zug  wird  somit  die  geradlinige  Form  auch  bei  einem 
starken  drillenden  Moment  stabil  machen. 

e)  Slab&itäl  einer  schmalen  Schiene  m  ihrer  Ebene.*) 
Der  Querschnitt  des  Stabes  sei  so  beschaffen,  daß  die  Biegungasteifig- 
keit  B,  die  bei  Biegung  in  der  einen  Hauptebene  in  Betracht  kommt, 
groß  ist  entweder  gegen  die  Biegungssteifigkeit  A,  die  der  Biegung  in  der 
dazu  senkrechten  Ebene  entspricht,  oder  gegen  die  Drillungssteifigkeit  0. 
Dies  würde  z.  B.  der  Fall  sein,  wenn  der  Querschnitt  ein  Rechteck  ist, 
von  dem  zwei  Seiten  bedeutend  länger  sind  als  die  beiden  anderen.  Der 
Stab,  der  an  dem  einen  Ende  in  horizontaler  Lage  eingemauert  sei,  werde 
durch  eine  vertikale  Querkraft  It  gebogen,  die  am  anderen  Ende  in  der 
Ebeue  der  größten  Biegungssteifigkeit  angreift.  Wir  bedienen  ims  der  Be- 
zeichnungen TOD  §  353  und  nehmen  an,  deß  die  Angriffslinie  der  Last  R 
nach  Richtung  und  Bichtungssina  mit  der  Geraden  PjZ  flbereinstimmt, 
die  (z,  s)-Ebene  wählen  wir  parallel  zu  der  Vertikalebene,  die  die  Zentral- 
linie  im  ungespannten  Zustand 
enthBlt.  Wenn  die  Länge  l  oder 
die  Last  R  nicht  zu  groß  ist, 
während  die  Biegungssteifigkeit 
B  sehr  beträchtlich  ist,  so  biegt 
sich  der  Stab  etwas  in  dieser 
Ebene  in  der  in  Kap.  SV  erörter- 
ten Art  und  Weise.  Wenn  aber 
die  LSnge  oder  die  Last  gewisse 
Grenzen  überschreitet,  kann  der 
Stab  durch  die  Krafb,  die  in  der 
oben  bezeichneten  Richtung  am 
Ende    wirkt,    so    gefaßt    werden, 

daß     die     Zentrallinie     aus     der  ^1,^  ,^ 

(z,  z)-Ebene  sich  herausbiegt,  uud 

der  Stab  wird  dann  anch  eine  Drillung  erfahren.  Es  zeigt  sich,  daß  der 
Haugel  an  Drillui^sstei£gkeit  für  das  Auftreten  dieser  „Kippersoheinung" 
ebenso  sehr  in  Betracht  kommt  wie  geringe  Biegimgssteifigkeii 

1)  HaDTerdanktdaaReEultatA.a.areenhill,iVoe.  Jn«(,M«cA.£n^'ne«r«  1683. 

2)  Tgl.  A.  G.  M.  Uichell,  PfciJ.  Mag.  (8er.  6),  toL  48  (1889),  und  L.  Prandtl, 
„Eipperscheinnngen"  (Disg.),  Nflmberg  1899. 
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S  werde  vom  festen  Ende  der  Zentrallinie  ans  gemessen,  i,,  j^,  Zj 
seien  die  Koordinaten  des  belasteten  Endes.  Ferner  seien  x,  7,  z 
die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  verzerrten  ZentraÜiuie. 
um  das  Gleichgewicht  desjenigen  Stabstäcks  auszudrücken,  das  von 
dem  doFch  P,  gelegten  Querschnitt  und  dem  belasteten  Ende  begrenzt 
ist,  nehmen  wir  Momente  um  Achsen,  die  durch  P^  parallel  zu  den 
festen  Achsen  laufen.  Unter  Benutzung  der  durch  das  Schema  (4)  in 
§  253  definierten  Biehtnngskosinos  erhalten  wir  die  Gleichnngen 

-(A%i,  +B*Vj  +cWg)  +(7, -y)iJ  =  o,  I 

-  (A*m,  +  Bx'mt  +  Oftn^)  -  (xi  -  x)  ü  =  0,  (45) 

Axni   +  Bic'ii,  +  Ct«j  =  0.  ) 

Setzen  wir  für  k,  »',  x  ans  den  Gleichungen  (8)  von  §  253  und  für 
/,,...  aas  den  Gleichungen  (7)  desselben  Paragraphen  die  Werte  ein, 
so  erhalten  wir 

A»li  +  Bx'f,  +  Ctl, 
-  [—  {A  sin'  *  +  B  coB»  *)  sinV  +  (^  —  B)  sin  *  cos  *  sinM*  cos  0]  ^^ 
+  C  cos  V  sin  e  ^*  -f-  [-  (.1  cos**  +  B  sin»*)  cos¥  sin  0  cosö 

+  {A  —  B)  sin*  cos*  sin  V  sin»  +  (7  cos  V  sinÖ  cosÖ]^*, 
Axnii  +  Bx'nij  +  Ctm^ 
=  [  {A  sin-  *  +  B  cos»  *)  cos  Y  +  (-i  -  B)  sin  *  cos  «  sin  V  cos  6]  -^* 
+  C  Bin  ö  sin  V  ^  -  [(A  cos*  *  +  B  sin'  *)  sin  V  sin  Ö  cos  6 

+  (A~  B)  sin  *  cos  *  cos  V  sin  fl  —  C  sin  T  sin  ff  cos  8]  ^, 
Axtii  +  Bx'wj  +  CtMj 

(.4  —  B)  sin  *  cos  *  sin  ö  j    +  C  aosB    ,- 

+  (A  sin'e  cos»*  +  B  sin'Ö  sin»*  +  Ccos»Ö)^*  ' 

Wir  führen  nun  für  die  Gleichungen  (45)  Nähenmgsformeln  ein,  in- 
dem wir  A  und  0  als  klein  gegen  B  und  6  als  nahezu  gleich  -j-n  an- 
nehmen, solange  *  und  H*  klein  sind;  femer  setzen  wir  x,  mit  l  und  x 
mit  s  gleich.  Wir  streichen  in  den  Ausdrücken  ftr  {AmI^  -f.  .■■),■.  . 
alle  augenscheinlich  imbedeutenden  Tenne.  Dana  bekommen  wir  die 
Gleichnngen 


D»  <iy/<I»  -  m,  -  siD  e  si»  f 

den  beiden  ersten  Gleichnugea  dieses  Systems 
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Dod  ans  der  zweiten  und  dritten  Oleichtmg  desselben  Systems 

die  zuletzt  hingeschriebenen  beiden  Oleichnngen  ergeben,  wenn  wir  d^/ds 
ans  ihnen  eliminieren,  folgende  Gleichung 

Dieselbe  läßt  sich  durch  die  Suhstitutiunen 

g  =  ^((_s)»Ä//^Ö,       <t)-7,0-s/  (47) 

auf  die  Besselsche  Gleichung  transformieren.     Wir  erbalten 

and  das  Integral  dieser  Qleicbung  ist  von  der  Form 

0-lA^J^(t)  +  li^J_^(m('-')\  (48) 

wo  A'  und  B'  Konstanten. 

Wenn  nun  s  '^  l,  so  verschwindet  d'Vjds  und  ebenso  das  Drillungs- 
moment Cr;  mithin  verschwindet  d'i>/ds.  Diese  Bedingung  verlangt,  daB 
A'  verschwindet.  Ferner  verschwindet  <J>  fiir  « =  0,  und  die  kritische 
Länge  ist  somit  gegeben  durch  die  Gleichung  J_^    (|)  =  0  ftlr  g  =  ^  I^M/YaC, 


oder 


.  +  (_)■ '. "1''" + . , 


.-(aH)-6-u...(en-2}  ^'(f 

Von  dieser  Gleichung  für  R^t*/AC  ist  die  kleinste  Wurzel  ungefShr  gleich 
16,  und  wir  schließen  daraus,  daß  der  Stab,  der  durch  eine  am  Ende 
angreifende  Querkraft  in  der  Ebene  der  größten  Biegungssteifigkeit  ge- 
bogen wird,  instabil  ist,  falls  l'^  y{ACy  jlir,  wo  y  eine  Zahl,  die  sehr 
nahe  gleich  2  ist 

Das  Ergebnis  ist  von  A.  G.  M.  Michell  und  L.  Prandtl  experi- 
mentell bestätigt  worden.  Zu  bemerken  ist  noch,  d&B  ein  Stab,  wenn  er  die 
berechnete  L&nge  besitzt,  von  der  Last  B  ziemlich  stark  gebogen  wird, 
falls  nicht  eben  B  groß  ist  gegen  A  und  C,  daß  also  die  obige  Methode 
auf  das  allgemeine  Problem  der  Stabilität  der  Elastica  für  Verschiebungen, 
die  aas  ihrer  Ebene  herausfallen,  nicht  anwendbar  ist. 

§  273.    Blegitmg  eines  Stabes  daroli  Kräfte,  die  über  bbIsb  Länge 

verteilt  sind. 

Wenn  an  dem  Stab  außer  au  den  Enden  auch  in  anderen  Punkten 

Kräfte    und    Kräftepaare   angreifen    und    wenn    für    die   Spannungs- 

momente  die   üblichen  Näherungswerte  (§  255)  angesetzt  werden,  so 
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sind  Stabfonnen  möglicli,  vie  sie  durch  Endkräfte  und  -momente 
nllein  nicht  erzielt  werden  könnten.  Wirken  Kräftepaare  nur  an  den 
Enden,  so   geht  die  dritte  der  Gleichungen  (11)   von  §  254   Ober   in 

soll  also  der  Stab  eine  vorgeschriebene  Krümmung  annehmen,  ohne 
dflß  äußere  Krüftepaare  über  seine  Länge  verteilt  sind,  so  muß  der 
Drall  sich  länge  des  Stabes  in  gewisser  Weise  ändern;  mit  anderen 
Worten,  ein  bis  auf  eine  Konstante  TÖllig  bestimmter  Drall  ist  er- 
forderlich. 

Wenn  Kräftepaare  nur  an  den  Enden  angreifen  und  die  KrUmmung 
gegeben  ist,  während  der  Drall  in  der  verlangten  Weise  variiert,  sind 
Ä'  und  N'  durch  die  beiden  ersten  Gleichungen  (2),  §  260,  gegeben. 
Die  erforderlichen  Kräfte  X,  Y,  Z  von  §  254  und  die  Zugbeanspruchung 
T  sind  dann  durch  die  drei  Gleichungen  (10)  jenes  Paragraphen  mit- 
einander verknüpft.  Wir  können  daher  noch  eine  weitere  Bedingung 
för  diese  Größen  vorschreiben.  Beispielsweise  können  wir  Z^^Q 
setzen  und  erkennen  dann,  daß  wir  einen  Stab  durch  Kräfte,  die  in 
jedem  Punkt  normal  zu  seiner  Zentrallinie  angreifen,  so  gebogen 
halten  können,  daß  letztere  mit  einer  gegebenen  Kurve  zusammen- 
fällt, vorausgesetzt,  daß  der  Stab  einen  geeigneten  Drall  besitzt. 

Ahnliches  läßt  sich  in  dem  Fall  aussagen,  wo  der  Stab  im  un- 
gespannten Znstand  gegebene  Krümmung  und  gegebenen  Drall  besitzt. 

Als  Beispiel'),  wo  diese  Bemerkungen  Anwendung  finden,  nehmen 
wir  den  Fall  eines  Stabes,  der  im  uagespannten  Zustand  ein  Ereisring 
vom  Radius  r^  ist  mit  der  Eigenschaft,  daß  die  eine  Hauptachse  jedes 
Querschnitts  mit  der  Ringebene  den  ftlr  alle  Querschnitte  gleichen  Winkel 
/g  einschließt.  Wir  bezeichnen  mit  B  die  dieser  Achse  eatsprecbeude 
Biegungssteifigkeit.  Der  Anfangszustand  drückt  sich  aus  durch  die  Glei- 
chungen 

X(,  ■=  —  r^" '  cos /■g ,     x'j  =  r^"' sin/ö,     io  =  0. 
Nun  werde  der  Stab  zn  einem  Ereisring  vom  Radius  r^  so  gebogen,  daß 
die    eine  Hauptachse   jedes  Querschnitts    mit    der  Ringebene    den    ftlr  alle 
Querschnitte    gleichen    Winkel    f^    einschließt.      Der    Zustand    des    Stabes 
drückt  sich  dann  aus  durch  die  Gleichungen 

Um  den  Stab  in  diesem  Zustand  zn  erhalten,  mflssen  an  jedem  Queiachnitt 
Er&fte  angebracht  werden,  die  mit  einem  KrSftepaar  um  die  Zenbal- 
linie  gleichwertig  sind;  der  Betrag  dieses  KrKftepaars  pro  Längen- 
einheit ist 

^_',^  ( J  sin  /;  cos  /i  -  ü  CO.  /;  .ia  /i)  -  i  (^  -  B)  sin  /;  00»  /■, . 
1)  Vgl.  Kelvin  und  Tnit,  Not.  Phä.,  Teil  II,  p.  188f, 
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§  274.    Biegimg  eines  Stalles  In  einer  Ebene  dorob  glficlifdTmlgeii 
Nonnaldrnoli. 

Wir  betrachten  nanmefar  das  Problem  eines  Stabes,  der  durch 
gleichförmig  Über  seine  Länge  verteilten  normalen  Di-uck  in  einer 
Hauptebene  gebogen  gehalten  wird. 

Wir  bezeichnen  mit  F  die  Resultante  der  Schubkrnft  N  und  der 
Zugbeanepruchnng  T  in  einem  beliebigen  Querschnitt,  mit  i^i,  Fj  ihre 
Komponenten  bezöglich  fester  (s,  y)-Ächsen  in  der  Ebene  der  ge- 
bogenen Zentrallinie.  Wir  können  die  Gleichgewi  uhtsgJ ei chun gen 
aufstellen,  indem  wir  alle  auf  ein  beliebiges  Stabstück  wirkenden 
Kräfte  nach  den   festen  Achsen  auflösen.     Diese   Gleichungen  lauten 

ds  ds  '     ds     '  ds 

Daraus   folgt,   daB    der  Eoordinateuanfang  so    gewählt   werden  kann, 
daß  wir  haben 

F. yX,     F,  =  iX; 

Die  Größe  von  F  in  einem  beliebigen  Punkt  P  der  Zentmllinie  ist 
daher  rX,  wo  r  die  Entfernung  OP,  nnd  die  Richtung  von  F  steht 
senkrecht  zn  OP.  Dies  Ergebnis  läßt  sich  in  folgender  Form  aus- 
sprechen: Es  seien  P^  und  Pg  zwei  beliebige  Punkte  der  verzerrten 
Zentraltinie  und  i^^  und  F^  die  Resultanten  aus  der  Schubkraft  und 
der  Zugbeanspruchung  in  den  durch  P,  und  P^  gelegten  Querschnitten 
(der  Richtungssinn  von  F^,  F^  ist  so  festgelegt,  daß  diese  Kräfte  die 
auf  das  Stabstück  zwischen  P,  und  P,  vom  übrigen  Stabe  ausgeübten 
Wirkungen  bezeichnen).  Man  ziehe  von  P^,  P,  aus  die  Geraden  Pj  0, 
FjO  senkrecht  zur  Richtung  von  F^  bezw.  von  F^.  Der  Bogen  PiPj 
läßt  sich  au^aasen  als  die  Grenze  eines  Polygons  von  großer  Seiten- 
zahl, das  von  den  Biegungsmomenten  an  seinen  Enden,  von  den 
Kräften  F^,  F^  und  von  einer  Kraft  Xds  im  Gleichgewicht  gehalten 
wird,  die  senkrecht  zu  jeder  Poly- 
gonseite von  der  Länge  ds  wirkt. 
Die  Kräfte  sind  dann  senkrecht  zu 
den  Seiten  der  von  OP^,  OP^  und 
diesem  Polygon  gebildeten  Figur  ^t  / 
und  ihnen  proportional;  die  Länge  V 
von  OPi  und  OP^  ist  FJX  bezw.  ^  •' 
P,/X    Der  Richtungssinn,  in  dem 

die  Linien  gezogen  werden  müssen,  ^'b  '-■ 

ist  in  Fig.  62  angegeben.') 

Es  bezeichne  r  den  Abstand  OP.     Dann  ist 

1)  In  der  Fignr  ist  OF^  1\  aU  KiUftc -Polygon  gekennzeichnet.  Die  Theorie 
verdankt  man  M.  Levy,  J-  de  Math.  (Lioiivilifi,  {Sör.  3),  t.  10  (1K84). 
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da  ds 

Das  SpännuDgsmoment  G'  befriedigt  die  Gleichung 

,     =  ~  N  ='  rX  j-  • 
Somit  haben  wir 

G'  =  I  Xr*  +  const. 
In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  Zentrallinie  im  imgespanntea  Zu- 
stand  eine   gerade  Linie   oder  ein   Kreis   ist,   ist  die  Krfimmutig  1/^ 
der  Kurve,  in  die  sie  durch  die  Biegung  übergeht,  durch  die  Gleichung 
gegeben 

B/p  =  iXr»  +  const.  (49) 

Aus  dieser  Gleichung  lassen  sich  die  möglichen  Formen  der  Zentral- 
linie bestimmen.^) 

§  275.    Stabilität  «ineB  EreisringB  anter  normalem  Dmok. 
Wena    die     Zentrallinie    im     ungespannten    Zustand    ein    Kreis    vom 
Radius  a  ist  und  der  Stab  sehr  schwach  gebogen  wird,  so  IftBt  sich  Glei- 
chung (49)  in  der  N&hemngsform  schreiben 
rf'u    ,  ,       X 

wo  1/h  und  6  die  Polarkoordinaten  eines  Punktes  der  Zentrallinie,  be- 
zogen auf  0  als  Koordinatenanfang,  tmd  c  eine  Konstante.  Der  Wert 
von  w  unterscheidet  sich  sehr  wenig  von  l/a;  wir  können  daher  w  =  1/a  + 1 
setzen,  wo  i  klein  ist  und  erhalten  die  NäherungsgleichuDg 

Mithin  ist  |  von  der  Form  ^  aasend  -\-  y),  wo  ^  und  y  Konstanten  be- 
deuten und  n  durch  folgende  Gleichung  gegeben  ist; 

«'^=1  -1-XaVB- 
Nun  muB  |  eine  periodische  Funktion  von  0  mit  der  Periode  2  n  sein, 
denn  andernfalls  würde  der  Stab  aufhören,  einen  geschlossenen  Ring  zu 
bilden.  Somit  muß  n  eioe  ganze  Zahl  sein.  Wäre  «  ^  1,  so  würde  sich 
der  Kreis  ohne  Formänderung  verschieben.  Den  kleinsten  Wert  des  Dmcks 
X,  bei  dem  eine  Deformation  der  Kreisforra  auftreten  kann,  erhalten  wir, 
wenn  wir  m  ^=  2  setzen.  Daraus  folgt,  daß  der  Ring  unter  dem  Druck 
sich  einfach  zusammenzieht,  solange  X  <[  3  B/a\  daß  aber  die  Möglich- 
keit des  Knickens  gegeben  ist,  wenn 

X>3B/a'.^  (50) 

1)  Die  vollBtändige  Integration  von  Gleichung  (40)  mittels  elliptischer 
Funktionen  leistete  G.  Halphen,  Paris,  C.  R.,  t.  98  (1R84).  Siehe  auch  seinen 
Traite  des  fonclions  elliptiqufS,  Partie  2,  Ch.  5  (Paris  18H8).  Der  Gegenstand  ist 
weiterhin  von  A.  G.  Greenhill,  Math.  An».,  Bd,  öS  (I80ii),  behandelt  worden. 

2)  Man  verdankt  daa  Resultat  M.  Lütj,  Ioc.  eil. 
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§  276.  Stabilität  elnsr  doroli  ilir  Eigengewiclit  defonnlerten  Sänle.'} 
Als  weiteres  Beispiel  für  das  Gleichguwicht  eines  Stabes,  auf  den 
über  seine  Länge  verteilte  Kräfte  wirken,  betrachten  wir  das  Problem 
«iner  homogenen,  prismatischen  vertikalen  Sänl^  die  durch  ihr  Eigen- 
gewicht gebogen  wird.  Ein  lauger  dünner  Stab  werde  in  einer  ver- 
tikalen Ebene  so  aufgestellt,  daß  das  untere  Ende  vertikal  zu  bleiben 
gezTTungen  ist;  wir  nehmen  an,  der  Stab  sei  so  lang,  daß  er  sich  zur 
Seite  biegt.  Der  Nullpunkt  des  festen  (x,  y)-Eoordinaten3yetems  falle 
mit  dem  unteren  Ende  zusammen,  die  x-Achse  Bei  vertikal  aufwärts 
gerichtet,  und  die  y-Achse  liege  in  der  Biegungsebene 
(siehe  Fig.  63).    Um  das  Gleichgewicht  des  StabstOcks  / 

auszudrücken,  das  von  einem  beliebigen  Querschnitt  und 
dem  freien  Ende  begrenzt  ist,  lösen  wir  nach  der  Nor- 
malen der  Zentral linie  auf,  und  da  die  Zantrallinie 
nahezu  mit  der  zAchse  zusammenfällt,  erhalten  wir  die 
Gleichung 


N^W-,- 


dj 


Flg.  M. 

WO    W  das   Gewicht    des   Stabes.     Die   Gleichgewichts- 
gleichung dG/ds  +  ^^=0  läßt  sich  daher  durch  die  Näherungsglei- 
chung ersetzen 

b2.+  w'^P-0,  (61) 

WO  p  für  dj/di  geschrieben  ist.  Die  Grenzbedingungen  lauten  da- 
hin, daß  dpjdt  für  X  =  ?  verschwindet  und  dafi  y  und  j>  für  x  —  0 
verschwinden. 

Gleichung  (51)  läßt  sich  durch  die  Substitutionen 

E-*l/ra('-')'  y-i ('-')*  (62) 

in  die  Besselsche  Gleichung  überfahren.     Wir  erhalten 
und  das  Integral  ist  von  der  Form 

p-[^v^({)  +  jrj-_j  (£)](;-!)*,  (53) 

WO  jl'  »md  S  Konstanten. 

Um  dp/di  für  X  =  i  verschwinden  zu  lassen,  müssen  wir  A'  =0 
setzen,    und   um  p   für   x  -°  0    verschwinden  zu  lassen,  müssen   wir 

1)  Man  verdankt  die  Tbeorie  A.  0.  Gräenhill,  Cambridge  I^il.  Soc.  Proc., 
vol.  i  (I8tji).  Eiuei  kritischen  EtUtterong  wurde  eie  miterzogen  von  C.  Chree, 
Ctmibridge  PftiJ.  Soc.  Proc.  vol.  7  (1892). 
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J_^(|)  =  0  setzen  für  |  =  |i(B^/B)*.  Die  kritische  Länge  ist 
daher  darch  die  Gleichung  gegeben 

1_J_?.'T^+..    +f_V-__ ' »^"  =  0 

Z-2     B    ^        ■  ^  *■     -'   8-6--(8n)-S-6-(3H  — 1)     ß» 

Von  dieser  Gleichung  filr  t*  WjB  ist  die  kleinste  Wurzel  gleich 
(7,91  . . .),  and  wir  schließen  daraus,  daß  der  Stab  durch  sein  eigenes 
Gewicht  gebogen  werden  wird,  wenn  die  Länge  den  Betrag  {2,83  . .  .) 
yBjW  überschreitet. 

Greenbill  (Joe.  dt.  p.  487}  hat  eine  Anzahl  von  Fällen  au^;^- 
arbeitet,  wo  der  Stab  verimderlichen  Querschnitt  besitzt,  und  h&t  eeine 
Ergebnisse  zur  Erklärung  der  Formen  und  des  Wachstums  der 
Bäume  herangezogen. 
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Kapitel  XX. 
SehwingaDgen  von  StSben.  Probleme  dynamisehen  Widerstandes. 

§  277.  Die  Schwingungen  dünner  Stäbe  oder  Drähte,  die  im 
angespannten  Zustand  gerade  und  prismntiBcb  sind,  zerfallen  natur- 
gemäß in  drei  Klassen:  Längsschwingungen,  Drillungaschwingungen, 
Querschwingungen.  Die  „Längsschwingungen"  i,engl.  „longitudinal 
vibrations")  kennzeichnen  sich  durch  die  periodische  Dehnung  und 
Verkürzung  von  Elementen  der  ZentraUinie  und  werden  aus 
diesem  Grunde  zuweilen  auch  als  ,J>ehnungsschwingungen*'  bezeichnet. 
Die  „Querschwingungen"  (engl,  „lateral  vibrations")  kennzeichnen  sich 
durch  die  periodische  Biegung  und  Geradrichtung  von  Teilen  der 
Zentrallinie,  indem  Punkte  dieser  Kurve  senkrecht  zu  ihrer  unver- 
zerrten Lage  sich  hin  und  her  bewegen;  nus  diesem  Glrunde  werden 
eie  zuweilen  als  „Biegungsschwingungen"  bezeichnet.  In  Kap.  XII 
untersachten  wir  gewisse  Schwingung&arten  eines  Kreiszylinders.  Von 
diesen  bat  die  eine  Klasse  genau  den  Typus  von  Drillungsschwingungen, 
und  andere  Klassen  haben  praktisch  genommen  den  Tjpns  von  Deh- 
nungs-  und  Biegungsschwingungen,  wenn  die  Länge  des  Zylinders 
groß  ist  im  Vergleich  zum  Radius  des  Querschnitts,  Wir  haben  nun 
darzulegen,  wie  sich  die  Theorie  dieser  Schwingungen  für  einen  dünnen 
Stab  von  beliebiger  Quersehnittsform  aus  der  Theorie  von  Kap.  XVIIl 
ableiten  laßt. 

Um  die  Theorie  anwenden  zu  können,  müssen  wir  voraussetzen, 
daß  die  üblichen  Annäherungen,  wie  sie  in  §  255  und  §  258  geschil- 
dert wurden,  zulässig  sind,  wenn  der  Stab  schwingt.  Diese  Annahme 
läßt  sich  teilweise  durch  die  Bemerkung  rechtfertigen,  daß  die  Glei- 
chungen der  Bewegung  mit  den  Gleichungen  des  Gleichgewichts  bei 
bestimmten  Massenkräften  — -  den  umgekehrten  kinetischen  Reaktionen 
—  übereinstimmen.  Unsere  Voraussetzung  deckt  sich  dann  mit  der 
Annahme,  daß  die  Art  der  Verteilung  dieser  Kräfte  keine  derartige 
ist,  daß  die  Gültigkeit  der  Näheningsgleiuhungen  (21),  (22),  (2;t)  von 
§  258  ernstlich  in  Frage  gestellt  erscheint.  Die  Annahme  läßt  sieh 
in  anderer  Form  noch  dahin  aussprechen,  daß  während  der  Schwingung 
des  Stabes  die  innere  Verzerrung  in  dem  zwischen  zwei  benachbarten 
Querschnitt«n  gelegenen  Stabstück  dieselbe  ist,  wie  wenn  jenes  Stuck 
durch  Spannungen  auf  die  Enden,  die  der  augenblicklichen  Dehnung, 
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Drillung  und  KrUmmimg  entsprechen,  im  Gleichgewicht  gehalten 
vOrde.  Eine  völlige  Rechtfertigung  dieser  Annahme  ist  bisher  noch 
nicht  gegeben;  sie  wird  jedoch  gestützt  durch  die  angefahrten 
Resultate,  die  im  Falle  des  Kieiszylinders  erhalten  sind.  Man  kann 
wohl  sagen,  daß  die  Annahme  bei  den  langsameren  Schwingungen, 
die  die  wichtigsten  sind,  eine  bessere  Annäherung  liefert  als  bei  den 
Schwingungen  von  größerer  Frequenz  und  daß  die  Annäherung  für 
die  erste ren  völlig  genügt. 

Die  verschiedenen  Schwingungen  sind  von  Lord  Rayleigb')  in 
so  erschöpfender  Weise  behandelt,  daß  wir  uns  damit  begnügen 
können,  die  Schwinguugsgleichungen  abzuleiten.  Nach  Aufstellung 
dieser  Gleichungen  werden  wir  sie  auf  einige  Probleme  dynamischen 
Widerstandes  anwenden. 

§  278.    DehnnngSBoliwiiigTUigeti. 

Es  sei  M'  die  zur  Zentrallinie  parallele  Verschiebung  des  Schwer- 
punktes desjenigen  Querschnitts,  der  im  Gleichgewichtszustand  von 
einem  bestimmten  Funkt  der  Kurve  den  Abstand  s  hat.  Die  Dehnung 
ist  dann  (tcjfs,  und  die  Zugbeanspruchung  ist  gleich  Em(cu-/cs), 
wo  E  der  Yonngsche  Modul  und  ra  der  Querschnittsinhalt,  Die 
kinetische  Reaktion,  bezogen  auf  die  Längeneinheit  des  Stabes,  ist 
gleich  Qa(c*tc/ft*),  wo  p  die  Materialdichte.  Die  Bewegungsgleichimg, 
die  in  derselben  Weise  wie  die  Gleichgewichtsgleichungen  in  §  254 
gebildet  ist,  lautet 

^  dt'~^  8s>  ■  <*■' 

Die  Bedingung,  die  an  einem  freien  Ende  zu  erfüllen  ist,  ist  cw/cs  —  O; 
an  einem  befestigten  Ende  verschwindet  w. 

Leiten  wir  die  Bewegungsgleichung  mittels  der  Energie -Methode 
(§  115)  ab,  so  können  wir  die  TrSgheit  der  Querbewegung'),  durch  die 
die  Querschnitte  in  ihrer  eigenen  Ebene  gedehnt  oder  verkürzt  werden,  in 
Rechnung  ziehen.  Sind  x  und  y  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
eines  Querschnitts,  bezogen  auf  zwei  durch  den  Schwerpunkt  gehende 
Achsen,  so  sind  die  seitlichen  Verschiebungen 

-  ax(ctc/cs),      -  <sp{cw/(s), 
wo  ff  die  PoissoQSche  Konstante.     Die  kinetische  Energie   pro  Längenein- 
heit ist  somit  gleich 

1)  Theory  of  Somd.  Kapitel  VII  und  VIÜ. 

2)  Die  Qaezverzerrung  ist  bereita  in  Rechnung  geüogen,  indem  die  Zog- 
beauBpruehung  als  Produkt  von  E  und  a(d'wds)  auagedrückt  ist.  Wenn  die 
Längsverzerrung  allein  berück aichtigt  würde,  wäre  die  Konetante,  die  in  den 
Auadruck  (Sr  die  Zugbeansprachung  eingeht,  nicht  E,  Bondern  1-)~^M- 
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wo  K  der  Trägheitgradins  eines  Querschnitts,   bezogen    auf  die  Zentral- 
linie.     Die  potentielle  Energie  pro  Längeneinheit  ist 

und  die  Variationsgleichung  der  Bewegung  lautet  daher 

'/-"/[*-  m  ^ '<:.)'] -i^'m>=^' 

wo  die  Integration  nach  s  den  Stab   entlang   erstreckt   ist.     Bei  Ausfüh- 
rung der  Variationen  benutzen  wir  die  Identitäten 

cioBäw    ,   B'w,  d  ßvi  .    \       dwdaw    ,    a'w,  d  fdw  ,    \ 

-dt  dt  +-ef-'^«'  =  F(U*"')'    B7-sJ-  +  js^^''-rATs'^V' 
^  Wät  ä«T(  -  Wdi'  ^V  =  8»\didt  -et  -  diidt'^V 

+  i 

integrieren   wir    nach    Teilen    und    setzen    den  Koeffizienten  von  6ic  unter 
dem  Doppelintegralzeichen  gleich  null,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

*(a;-'-»^'sÄ)--^a."  « 

Durch  Beibehaltung  des  Terms  faK*'e*tv/es'ct*  würden  wir  die  von 
Pochhammer  und  Chree  (§  20l)  gefundene  Korrektion  flir  die  Wellen- 
geschwindigkeit oder  die  von  Lord  Kayleigh')  berechnete  Korrektion  für 
die  Frequenz  der  freien  Schwingung  erhalten. 

§  279.  DriUun^ssoIiwiiLgnngeii. 
Es  bezeichne  H*  den  Wiokel,  um  den  zwei  Querschoitte  gegen- 
einander gedreht  sind,  sodaS  ?V/^s  der  Drall  des  Stabes.  Die  Schwer- 
punkte der  Querschnitte  sind  nicht  verschoben,  dagegen  sind  die  Ver- 
schiebungskomponenten  eines  beliebigen  Punktee  eines  Querschnitts, 
bezogen  auf  die  wie  früher  definierten  (x,  i/)-Ach8en,  gleich  —  Vy  und 
gleich  Tx.  Das  Drillungemoment  ist  gleich  C  (o'Vfcs),  wo  C 
die  Drillongs Steifigkeit.  Das  Moment  der  kinetischen  Reaktionen 
um  die  Zentrallinie,  bezogen  auf  die  Längeneinheit,  ist  gleich 
tfe}K'{c*W/(,t'^.  Die  Bewegungsgleichung,  in  derselben  Weise  ge- 
bildet wie  die  dritte  der  Gleichgewichtsgleichungen  (11)  von  §254,  lautet 

(«oi^iy-C^J.  (3) 

Die   an    einem   freien  Ende   zu    erfüllende  Bedingung  ist  cV/rs  =  0; 
an  einem  festen  Ende  verschwindet  V. 

Wenn  wir  die  Energiemethode  anwenden,  so  können  wir  die  Träg- 
heit   der  Bewegung    in  Rechnung    ziehen,    durch    die    die  Querschnitt«  zu 


1)  Theory  of  Sound,  S  167. 
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krummen  Flächen  deformiert  werden.  Es  sei  <!>  die  Torsionsfunktion  für 
den  puerschnitt  (§  216).  Die  longitudinale  Verschiebung  ist  dann 
0{?^/'cs),  und  die  kinetische  Energie  des  Stabes  pro L&ngeneinheit  ist  gleich 


^'["^eir+©7»H' 


Die  potentielle  Energie  ist  gleich  ^  C(cH'/cs)'  und  die  wie  Torhin  gebildete 
Schwingungsgleichung  lautet 

Setzen  wir  in  dieser  Oleichung  die  zu  dem  Querschnitt  gehörenden  Werte 
von  C  und  f'^^da  ein,  so  würden  wir  zu  einer  Bewegungsgleichong  von 
der  Form  (2)  gelangen  und  kOnnten  eine  Korrektion  für  die  Wellen- 
geschwindigkeit und  die  Frequenzen  der  Schwingungen  ableiten.  Im  Falle 
eines  Kreiszylinders  tritt  ein  Korrektionsglied  nicht  auf,  und  die  Wellen- 
geschwindigkeit bat  den  in  §  200  bestimmten  Wert 

§  280.  Blegungsscliwiiignngen. 
Der  Stab  schwinge  in  eiDer  Hnuptebene,  etwa  in  der  (wie  in 
§  252  definierten)  (x,  e)-Ebene.  m  bezeichne  die  Verschiebung  des 
Schwerpunkts  eines  Querschnitts  senkrecht  zur  unverzerrten  Zentral- 
linie.  Den  Winkel  zwischen  dieser  letzteren  und  der  Tangente  der 
verzerrten  ZentraUinie  können  wir  gleich  du/'cs  und  die  Krammung 
gleich  f'u/'r^  setzen.  Das  Biegungsmoment  G'  ist  gleich  Bc^ujds', 
wo  B  =  Eak'*,  unter  //  den  Trägheitsradius  des  Querschnitts  bezüg- 
lich einer  durch  den  Schwerpunkt  gehenden,  zur  Biegungsehene  senk- 
rechten Achse  verstanden.  Die  GröSe  der  kinetischen  RealitioD,  be- 
zogen auf  die  Längeneinheit,  ist  in  erster  Annäherung  gleich  (fio{c*u/c^) 
und  ihre  Hichtung  die  der  Verschiebung  u.  Die  Longitudinale  Ver- 
schiebung eines  Punktes  ist  —  x{(iu/<is);  das  für  die  Längeneinheit 
berechnete  Uoment  der  kinetischen  Reaktionen  um  eine  zur  Biegungs- 
ebene  senkrechte  Achse  ist  daher  gleich  Qmk"*(fi*u/dsdt*).  Die 
Schwingungsgleichnngen,  in  derselben  Weise  gebildet  wie  die  zweiten 
Gleichungen  derGleichgewicht8gleichungB3ysteme(10)und(ll)  von  §  254, 
lauten 

'^■J-  poj^j",     Emk'''^  +  A'=  tfak'*  J^J^-i;  (4) 

eliminieren  wir  N,  so  erhalten  wir  die  Schwingungsgleichung 

Wenn  „rotatorische  Trägheit"  vernachlässigt  wird,  so  haben  wir  die 
Näherongsgle  ich  u  n  g 
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uDd  die  Schubkraft  N  io  einem  beliebigen  Querschnitt  ist  gleich 
—  EaV^c^iijd^.  An  einem  freien  Ende  Terschwinden  ö'u/gs*  und 
B'u/cs',  an  einem  eingeklemmten  Ende  verschwinden  u  und  dujds, 
an  einem  gestützten  Ende"  verschwinden  u  und  c^uj'cs*. 

Wenn  wir  das  Glied,  das  den  Einfluß  rotatorischer  TrSgbeit  darstellt, 
beibehielten,  so  könnten  wir  fQr  die  Welle ngesch windigkeit  oder  die 
Schwingnngszahl  eine  Korrektion  von  der  Art  der  früher  erwähnten  Kor- 
rektionen erhalten.*)  Eine  andere  Korrektion,  die  ebenso  bedeutend  wie 
diese  sein  kann,  falls  der  Qnersolinitt  des  Stabes  keine  kinetische  Sym- 
metrie besitzt,  läßt  sich  mittels  der  Energiemethode  ableiten  durch  Berfick' 
sichtigung  der  Ti^gheit  der  Bewegung,  die  die  Querschnitte  in  ihrer 
eigenen  Ebene  Terzerrt.')  Die  Verschiebungakomponeuten  in  der  Ebene 
des  Querschnitts  parallel  zu  der  in  die  Biegungsebene  fallenden  x-Achse 
und  einer  dazu  senkrechten  ^-Achse  sind 

"  +  i-''f"(a;»-y»},      <'3g"^3'i 

die  kinetische  Energie  pro  L&ngeneinheit  drückt  sich,  genau  bis  auf  Gheder 
vierter  Ordnung  in  den  linearen  QnerschnittsabmesBungen,  durch  die  For- 
mel aus 

ic-lfe)  +•(*  -'^318,.«,  +  '  Uj  ]■' 
WO  k  der  Trägheitsradius  des  Querschnitts  bezüglich  einer  durch  den 
Schwerpunkt  gehenden  in  der  Biegungsebene  gelegenen  Achse.  Das  Glied 
in  ij(i'*  — i*)  hangt  ab  von  der  Tr&gheit  der  Bewegung,  durch  die  die 
Querschnitte  in  ihrer  Ebene  verzerrt  werden,  und  das  Glied  in  X'*  hSngt 
ab  von  der  rotatorischen  Trägheit  Die  potentielle  Energie  drückt  sich 
aus  durch 

Die  Variationsgleichung  der  Bewegung  lautet 


r;)"]-o- 


Bei  Ausführung  der  Variationen  benutzen  wir  die  Identitäten 

dt  cs'~dt~^  et  ss'dt'^  ^^"ds'df 

-ct\^'*ds^dt+  dt  ST'-)  +  FsV"dVdT'-  ds    5>'J' 

1)  Vgl  Lord  lUyleigh,  Theory  of  Sound,  §  188. 

S)  Die  Quergchnitto  werden  auch  an  krummen  Flächen  verzerrt  und  zur 
verzerrten  Zentraliinie  achritg  geiteltt;  die  Tr&gheit  dieser  Bewegungen  wflrde 
aber  eine  viel  kleinere  Korrektion  liefern. 
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auQerdem    IdentitUten    von    dem    in    §  278    benutzten   Typtis.     £s    ergibt 

sich  die  Beweguagsgleichung 

Korrehtionea  des  Snergieausdrucks,  wie  sie  hier  betrachtet  sind, 
werdea  natürlich  die  Randbedingungen  för  ein  freies  oder  gestütztes  Ende 
ebenso  sehr  berühren  wie  die  Differentialgleichung  der  Schwingung.  Ihre 
Begründung  kann  nicht  als  besonders  streng  angesehen  werden,  da  sie  auf 
der  VoraussetzoDg  beruht,  daß  die  innere  Verzerrung  in  einem  kleinen 
von  benachbarten  Querschnitten  begren/.ten  Stück  des  schwingenden  Stabes 
die  gleiche  ist  wie  für  ein  Prisma,  in  welchem  die  richtige  Dehnung, 
Drillung  oder  Krümmung  durch  Kräfte  hervorgebraeht  wird,  die  an  den 
Enden  angreifen  und  das  Prisma  im  Gleichgewicht  halten.  Lord  Baj- 
leigh  macht  darauf  aufmerksam,  daB  die  Bedeutung  derartiger  Korrek- 
tionen mit  der  Frequenz  der  Schwingung  zunimmt.  Wir  bemerkten  bereits, 
daS  die  grundlegende  Yoraussetzung  mit  wachsender  Schwingungszahl  an 
Geltung  verliert. 

§  281.    Stab,  am  einen  Ende  befestigt,  am  andern  longitadlnal 
gestoßen. 'j 

Wir  wollen,  um  die  Anwendungen  der  Theorie  der  Stabachwia- 
gungen  anf  Probleme  dynamischen  Widerstandes  zu  illustrieren,  einige 
Probleme  lösen,  bei  denen  ein  langer  dünner  Stab  durcb  Stöße  oder 
bewegliche  Lasten  in  Dehnungsschwingungen  versetzt  wird. 

Wir  behandeln  zunächst  das  Problem  eines  Stabes,  der  am  einen 
Ende  befestigt  ist  und  am  andern  Ende  durch  einen  schweren  Körper 
gestoßen  wird,  der  sich  in  der  Längsrichtung  des  Stabes  bewegt. 
Wir  messen  t  vom  Ängenblick  des  Zusammenstoßes  und  s  vom 
befestigten  Ende  aus  und  bezeichnen  mit  l  die  Stablänge,  mit  m  das 
Verhältnis  der  Masse  des  anschlt^enden  Körpers  zu  der  des  Stabes, 
mit  V  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  im  Augenblick  des  Anpralls, 
mit  w  die  longitudinale  Verschiebung  und  mit  a  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit von  Dehnungswellen  im  Stabe. 

Die  DifTerential gleich ung  der  Dehnungswellen  lautet 

r."  «''',"■  (**> 

Die  Grenzbedingung  für  s  =  0  ist  «■  =  0.  Die  Grenzbedingung 
Tiir  s  =  Z  drückt  sich  aus  durch  die  Bewegungsgleichung  des  stoßenden 
Körpers,  also  durch 

ml  ^ ,,  ^  ~  a*  -    ,  (y) 

_  et-  rs'  ^  ' 

1)  Vgl.  1,  Bouasinesq,  Applicalions  de«  pottntiels  .  ,  .,  p.  608ff.,  oder  auch 
Saint- Venant  in  der  Clebach -Ausgabe,  Note  linale  da  §  611  und  Changemnitt  et 
additiom. 


-cbv  Google 


LoDgitadinaler  Stofi  gegen  einen  befestigten  Stab.  495 

da  der  Druck  an  diesem  Ende  (in  den  Bezeichnungen  von  §  278) 
gleich  —  Em(cw/cs)  und  Eaja^  gleich  der  Masse  des  Stabes  pro 
Längeneinheit  ist.  Die  Anfangsbedingung  bes^^,  daß  zur  Zeil:  f  ^  0 
för  alle  Werte  von  s  zwischen  0  und  l  die  Beziehung  if  =  0,  für 
s^l  aber  die  Beziehung 

\\m{dwldt)  =  ~  V  (10) 

gilt,  da  die  Geschwindigkeit  des  gestoSeneu  Endes  im  Augenblick 
des  Anpralls  gleich  der  dea  stoßenden  Körpers  wird. 

Wir  haben  mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  und  Bedii^^ngen  ic  für 
positive  Werte  von  t  für  alle  zwischen  0  und  l  liegenden  Werte  von 
s  zu  bestimmen.     Der  erste  Schritt  ist,  die  allgemeine  Lösung   der 
DifferentialgleichuDg  (8)  aufzustellen;  sie  drückt  sich  aus  in  der  Form 
w  "  f{at  -  s)  +  F{at  t  s),  (11) 

wo  f  und  F  wiUkflrliche  Funktionen  bezeichnen. 

Der  zweite  Schritt  besteht  darin,  mit  Hilfe  der  Grenz bedingung 
für  s  =  0  eine  der  willkürlichen  Funktionen  zu  eliminieren.  Diese  Be- 
dingung schreibt  sich  in  der  Tat  folgendermaßen: 

«<.()+ f(»()-0, 
und  wir   können  daher  die  Lösung  der  Gleichung  (8)  in  der  Form 
ansdrUcken 

w  -  f{ai  -  s)  -  f{at  +  s).  (12) 

Der  dritte  Schritt  ist,  die  Fnnktion/'mittels  der  Anfangsbedingungen 
i^r  ein  bestimmtes  Intervall  zu  bestimmen.  Wir  denken  uns  f  als 
Funktion  eines  Arguments  g,  daß  je  nach  Bedarf  gleich  at  —  s  oder 
gleich  at-\-s  gesetzt  werden  kann.  Da  dwjbs  und  ZwJGt  für  alle 
Wert«  von  s  zwischen  0  und  l  mit  t  verschwinden,  so  haben  wir, 
sokngei>£>0,  -  f  (_  §)  - /'(gj  =  o,  /-(- £)-/-(£)  =  0. 
Daraus  folgt,  daß  wenn  Z  >  g  >  —  i,  /"  (J)  verschwindet,  /"(£)  also  eine 
Konstante  ist,  die  gleich  null  gesetzt  werden  kann;  wir  haben  dem- 
nach das  Ergebnis: 

wenn  i  >  g  v  -  ^,     ist  ^(0  =  0.  (13) 

Der  vierte  Schritt  besteht  darin,  mit  Hilfe  der  Qrenzbedingung  (9) 
für  s  =  l  eine  Gleichung  aufzustellen,  mittels  deren  der  Verlauf  von 
f(X)  «I3  Funktion  von  J  außerhalb  des  Intei'valls  ?>£>  —  /  ermittelt 
werden  kann.  Die  gewünschte  Gleichung,  die  sogenannte  „fortsetzende 
Gleichung"*),  lautet 

ml[f"{at  -  l)  -  r'{at  -^  l)]  ^f(at-l)  +  f  {at  +  l), 
oder  was  dasselbe  ist, 

1)  KqufOion  promotriee,  bei  Saiut-Veuuit. 
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r (B  +  (i>or(ß -r (e - 20 - (v^orct - 2!)-    (i*) 

Wir  betrachten  diese  Gtleichung  in  erster  Instanz  als  eine  Gleichong 
zur  Bestimmung  von  f  {^.  Die  rechte  Seite  ist  bekannt,  in  der  Tat 
ist  gezeigt,  daB  aie  im  Interrall  3  /  >  £  >  ^  null  ist.  Wir  können 
daber  die  Form  von  /'(g)  in  diesem  Intervall  bestimmen,  indem  wir 
die  Gleichung  (14)  int^rieren.  Die  Integrationskonstante  ergibt  sich 
mittels  der  Bedingung  (10).  Die  Funktion  /"({;)  ist  dann  im  Inter- 
vall 3I>£>2  bekannt,  und  die  rechte  Seite  von  (14)  ist  demnach 
im  Interrall  5  i  >  g  >  3 1  bekannt.  Wir  bestimmen  die  Form  von 
f(X)  in  diesem  Intervall,  indem  wir  die  Gleichung  (14)  int^rieren, 
und  ermitteln  die  Integrationskonstante  aus  der  Bedingung,  daß  in  s  -•  { 
nach  dem  ersten  Augenblick  keine  ünatetigkeit  in  der  Geschwindigkeit 
herrscht.  Die  Funktion  /"(f)  wird  dann  auch  im  Intervall  5i>&>3/ 
bekannt  sein.  Auf  diese  Weise  fortfahrend  können  wir  /'(g)  för  alle 
Werte  von  J;,  die  größer  sind  als  —  l,  bestimmen. 
Das  Integral  von  (14)  hat  stets  die  Form 

r«)  _  C.  -.-/-.  +  e  -  :i-Je:i-  { /"({  -  2!)  -  i  r(S-  21) j  .JE,     (15) 

WO  C  eine  Integrationskonstante.  Wenn  3i>g>i,  so  verschwindet 
der  Ausdruck  unter  dem  Int^rationszeicben,  und  f{X)  i^''  ^*^^  ^^'^ 
Form  Ce -■"'"''.     Die  Bedingung  (10)  liefert  nun 

a[f{-  i  +  0)  -/-(!  +  0)]  -  -  F,  oder  f{l  -|-  0)  -  F/a. 
Somit  ist  Ce~  ^""  "V/a,  und  wir  haben  das  Resultat: 

wenn  dl>t>l.  ist  /"(£)- -^e"  "■'-'*'"'  (16) 

Wir  bemerken,  daß  f'(t)  ^^  <^^f  Stelle  £  —  I  unstetig  ist. 
Wenn  bl>t>Sl,  so  haben  wir 
r(£  -  20  -  (VwiOrCe  -  ^0  =  -  2(F/mZa)e -  «- ")/"", 
und  Gleichung  (16)  läßt  sich  schreiben 

r(Ö-C''-''""-2(F/».ia)(£-30c-t'-*i/'". 
Die  Bedingung  der  Stetigkeit  der  Geschwindigkeit  in  s  •—  I  zur  Zeit 
t^2l/a  liefert 

r(}  -  0)  -  nm  -  0) = r(} + o)  -  nsi + o) 

oder 

woraus 

C=(l7o)(e'/'«  +  e»/'"). 
Somit  ergibt  sich,  wenn  5/>£>3(, 

/"(O  -  i'«-i---"-'  +  [|  1  -  ^,  (£  -  30)e-l---»'-'.       (17) 
Für  7I>£>5/  haben  wir 
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ne-2i)-ir(t-20--^^  [«-'•-•"-'+ 2«-'---""-'] 

+  ^-J-a(i-^')'-"'""": 
ond  Gleichung  (15)  läßt  Bich  schreiben 

+  m'rt('-°0'« -'•"-""■'■ 

Die  Bedingung  der  Stetigkeit  der  QeBchwindigkeit  in  s  =  /  zur 
Zeit  t  —  il/a  liefert 

r(3!  -  0)  -  r(5!  -  0)  -  /-(3/  +  0)  -  r(5I  +  0) 
oder 

woraus 

c- {(»""  + (i-s)«"- +  «"")• 

Mithin  wird,  wenn  7i>£>5(, 

/■(£)  -  ;«-'•"-  »'■"  +  r(l  -  ^{t  -  3i))e-':-'"-' 

+  ri'-^tt-»')+J,.(t-5i)'l.-'---'»'-'.   (18) 

Die  Funktion  f[i)  kann  darch  Integration  von  /"(£)  bestimmt 
werden,  und  die  Integrationskonetante  ergibt  sich  aus  der  Bedingimg, 
daß  an  der  Stelle  s—  l  kein  Sprung  in  der  Verschiebung  besteht. 
Diese  Bedingung  liefert,  wenn  /  —  0,  21  ja,...  gesetzt  wird,  Qleichungeu 
folgender  Art: 

0-/-(-(  +  0)-/-(!  +  0), 

f(i  -  0)  -  /-(S!  -  0)  -  /■((  +  0)  -  «:■»  +  0); 

aus  ihnen  ergibt  sich,  da  /"(—  i  +  0)  und  f{l  —  0)  verschwinden, 

y^(/  -,.  0)  -  0  =  f{i  -  ü),   /-(r.i  +  0)  -  i{U  -  0),  ... . 

Somit  besteht  keine  Unstetigkeit  in  /'(E),  wie  übrigens  evident,  da 
die  Funktion  /*(£;)  nur  endliche  Unstetigkeiten  besitzt,  die  durch 
Intervalle  getrennt  Bind,  in  denen  sie  stetig  ist.  Wir  haben  daher 
/"(£)  einfach  in  jedem  der  Intervalle  3i>6>i,  5i>  5>  3/,  .  . .  zu 
integrieren  und  die  Intfigrationskonstanten  so  zu  bestimmen,  daB  f{l)  =  0 
und  /■({;)  stetig  ist.     Wir  erhalten  folgende  Resultate: 
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wenn  3l>t>l, 

m-(mtr/a)ll-e-':-'""}; 

wenn  5i  >  £>3i, 

«0--^«-'"-'""' +  ".-{> +  Si«-äO}«-'-"-""-; 

wenn  7l>t>5l, 
f(t)--'/{l  -  i:-'--'""]+"'J'll  +  ii(t-3t)\e-'l-">i- 


(19) 


Die  Lösung  drSckt  das  Resultat  aus,  daB  im  Augenblick  des 
Anpralls  eine  Kompressioiiswelle  von  dem  gestoßenen  Ende  ausläuft, 
die  nach  dem  festen  Ende  zu  schreitet,  wo  sie  reflektiert  wird.  Die 
Bewegung  des  stoßenden  Körpers  erzeugt  eine  fortlaufende  Reihe 
solcher  Wellen,  die  sich  dem  festen  Ende  zu  bewegen  und  dort  re- 
flektiert werden. 

In  der  obigen  Lösung  sind  wir  so  vorgegangen,  wie  wenn  der  stoßende 
Körper  mit  dem  Stabe  vereinigt  bliebe,  sodaß  die  Bedingung  (9)  ftbr  alle 
positiven  Werte  von  (  gilt;  wenn  aber  die  Körper  getrennt  bleiben,  gilt 
die  Lösung  nur  so  lange,  wie  positiver  Druck  zwischen  dem  Stab  und 
dem  anprallenden  Körper  berrscbt.  Wenn  in  obiger  Lösung  der  Druck  in 
s-^l  negativ  wird,  so  hört  der  Stoß  auf.  Diea  tritt  ein,  wenn  f{at  —  l) 
+  /"'("'  4"  0  negativ  wird.  Solange  2i  ]>  oi  >  0,  ist  dieser  Ausdruck 
gleich  {Y/a}e '"""•',  also  positiv.     Wenn  4i>ai>2i,  so  ist  er  gleich 


i' +-'■(' -^')]^ 


diese  Größe  verschwindet,  wenn  2ai/ml  =  i/m  -{-  2  +  e'*'",  und  diese 
Gleichung  kann  in  dem  Intervall  4{>aj>2f  eine  Wurzel  haben,  falls 
2  +  e"*'""  <  4/m.  Nun  hat  die  Gleichung  2  +  e~*""  =  4/»»  eine 
zwischen  m  ^  1  und  m  ^  3  liegende  Wurzel,  n&mlicb  m  =  1,73  .... 
Ist  somit  m<  1,73,  so  hört  der  Stoß  in  einem  Zeitpunkt  im  Intervall 
ilia  >  i  >  2?/a  auf,  und  dieser  Zeitpunkt  ist  durch  die  Gleichung  gegeben 

f  =  -^-(2  +  »,  +  iwe-*.'"). 

Ist  m  >  1,73,  öo  können  wir  in  derselben  Weise  ermitteln,  ob  der 
Stoß  in  einem  Zeitpunkt  des  Intervalls  6i/a>(>4(/a  aufhört  oder 
nicht,  usw.  Es  läßt  sich  noch  zeigen,  daß  die  größte  Kompression  des  Stabes 
am  festen  Ende  auftritt  und  daß  ihr  Wert,  falls  m  <  5,  gleich  2(1  +  e"*'"')  V'a 
ist,  dagegen  nftherungs weise  gleich  (l  +ytn)y/a,  falls  m  >  Ä.  Würde 
das  Problem  unter  Vemachlüssigung  der  Tr&gheit  des  Stabes  als  statisches 
Problem  behandelt,  so  würde  sich  YmV'a  als  größte  Kompression  ergeben. 
Bezüglich  weiterer  Einzelheiten  verweisen  wir  auf  die  auf  p.  494  zitierten 

Autoren.  
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§  282.    St&b,  ftm  einen  Ende  frei,  am  andern  long^tadinal  gestoßen.') 
Wenn  das  Ende  s  =  0  frei  ist,   so  verschwindet  dort  cieji  s  fflr  alle 
Werte  von  (,  BOdaß  —f(ai)  +  F'{at)^0.     Wir  können  daher  F{t)  —  f{i) 
setzen  und  statt  (12)  hinschreiben 

„  _  f{at  -s)  +  f{at  +  s); 

wie  vorhin  finden  wir,   daB  /"(f)  im  Intervall  i  >  J  >  —  /  verschwindet. 
Die  fortsetzende  Gleichung  lautet  jetzt 

r(E)  +  (iMr(E)  -  -  r(t -  20  +  (iMore -  20, 

und  die  Unstetiglieit  von  /^({;)  bei  f  — i  bestimmt  aich  durcb  die  Gleichung 

i[f(-  i  +  0)  +  rp  +  0)1  -  -  7,  oder  f{l  +  0)  -  -  K/a. 
Wir  erbalten  also  folgende  Resultate; 

wenn  3i  >  £  >  !,  ist  f(f) Tj-  (;-  »/.;_ 

rtt)--^|i-'-'-"-"'"'l; 

wenn  5i>-E;>3(,  wird 

At)--J«-'--'''"'  +  j|i-J,(£- 30). -'•■-■»'-'. 

Die  Dehnimg  in  s  =  /  ist  nun  gleich /'(a(  +  i)—/^{oi  —  /),  mitbin,  bis  zur 
Zeit  (  —  211  a,  gleich 

-(K/a)« -'/'"', 

also  negativ,  sodaB  der  Druck  bis  zum  Zeitpunkt  t  =  2l/a  positiv  bleibt. 
Unmittelbar  nach  diesem  Augenblick  aber  wird  die  Dehnung  gleich 
(K/a)(2  —  e"'^™),  also  positiv;  der  Druck  verschwindet  also,  und  der 
Stoß  hört  im  Zeitpunkt  t  =  2l/a  auf,  d.  h.  nach  Verlauf  der  Zeit,  die 
eine  Dehnungswelle  braucht,  um  die  Länge  des  Stabes  zweimal  zu  durch- 
laufen. Die  Welle,  die  im  Augenblick  des  Anpralls  am  gestoßenen  Ende 
erzeugt  wird,  ist  eine  Rompressions welle;  sie  wird  am  freien  Ende  als 
Dehnungs welle  reflektiert.  Der  Stoß  hört  auf,  wenn  diese  reflektierte 
Welle  das  den  stoBenden  Körper  berührende  Ende  erreicht.  Der  Zustand 
des  Stabes  und  die  Geschwindigkeit  des  stoßenden  Körpers  in  diesem 
Augenblick  bestimmen  sich  durch  die  obigen  Formeln.  Der  Körper  be- 
wegt sich  mit  der  Geschwindigkeit  Ve~*  "  in  derselben  Richtung  wie 
vor  dem  Stoß;  der  Stab  bewegt  sich  in  derselben  Richtung,  und  die  Ge- 
schwindigkeit seines  Massenmittelpunktes  ist  gleich  mV'(l  —  e~''"). 
In  einem  beliebigen  Punkte  des  Stabes  ist  die  Geschwindigkeit  gleich 
2V'e~  '""  cosh  (s/ml)  und  die  Dehnung  gleich  2{V/a)r~'  "  sinh  {s/ini),  so- 
daS  der  Stab  schwingend  zurückprallt. 


1)  Vgl.  J.  Boussiiteeq,  he.  eit.  p.  *94. 
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§  283.  FlStKUcli  belasteter  Stab. 
Ein  schwerer  Körper  werde  plötzlich,  ohne  Geschwindigkeit  zu 
besitzen,  an  das  untere  Ende  eines  Stabes  geheftet,  der,  am  oberen 
Ende  befestigt,  vertikal  herabhniigt.  Führen  wir  ähnliche  Bezeich- 
nungen wie  in  §  281  ein,  so  können  wir  die  Scbwingungsgleichung 
in  der  Form 

'^-'^^+9  (20) 

schreiben,  and  der  dem  Gleichgewichtszustände  entsprechende  Wert 
von  IC  ist  ^58(2Z  —  s)/a'.     Somit  können  wir  schreiben 

w  -  \gs{2l  -  s)la'  +  «■',  (21) 

und  w'  muß  von  der  Form  sein 

w'  —  *(a/  -  s)  -  *(ai  +  s);  (22) 

wie  vorbin  finden  wir,  daß  <J)(J)  im  Intervall  !>£>  — ^  verschwindet. 
Die  Bewegungsgleicbung  der  angebängten  Masse  lautet 

daraus  ei^ibt  sich  die  fortsetzende  Gleichung 

»■'«)  +  j,*'(£)  -  »"«  -  20  -  ~j*'«  -  2')  -  '. ,        (2<) 

und  die  Integrationskonstanten  sind  so  zn  bestimmen,  daß  keine  Un- 
atetigkeit  in  der  Geschwindigkeit  oder  in  der  Verschiebung  besteht. 
Wir  erhalten  folgende  Resultate: 

wenn  !(?>£>  i,  ist 

*(S)  =  -J.'"'^*(^~/-1  +c-('-"'""' 

Die  weiteren  Gleichungen,  die  bei  diesem  Problem  zur  Bestimmui^ 
von  <t»'(0  dienen,  lassen  sich  mit  denjenigen,  durch  die  /({;)  in  §  281 
bestimmt  wurde,  identifizieren,  indem  —  t/'a  statt  V  gesetzt  wird.  Die 
Lösung  ist  nicht  auf  den  Wertebereicb  von  t  beschränkt,  innerhalb 
detisen  der  Zug  am  unteren  Ende  gleiches  Vorzeichen  behält. 

Per  Ausdruck  Etir  die  Dehnung  in  einem  beliebigen  Punkte  ist 

j((-,);a'-»'(«(-«)-f(«l  +  .), 
am  festen  Ende  also  gleich 

lif/a*  —  20'(at),  oder  gleich  Zfl'«'  +  2(ff,'nF)/'(oOi^ 
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wo  /*  die  in  §  281  so  bezeichnete  Funktion.  Der  Maximalwert  tritt  ein 
fflr  f'{at)  —  0. 

Setzen  wir  n>  —  1,  sodaß  die  angehäugie  Masse  gleich  der  Masse 
des  Stabes  ist,  so  ergibt  sich  aus  (16),  daß  /^(o')  nicht  vor  dem  Zeit- 
punkt t  ^  Sl/a  verschwindet;  aus  (17)  dagegen  folgt,  daB  f'{ai)  zwischen 
i  —  Zl/a  und  t  ^  bl/a  verschwindet,  falls  die  Gleichung 

H-e»{l-2(:-80A}-O 
im    Intervall    öl>£>31    eine    Wurzel    besitzt.      Die   Wurzel    ist   f  = 
i!3  +  ^(1  +  1/*^},    oder  ?=i(3,568},    liegt    also    in  diesem  Intervall. 
Die  größte  Dehnung  am  befestigten  Ende  ist  gleich 

^f  i  1 -I- 2e-»^[- 1  +  e»{l  +  2(0,568)}]) 

oder  gleich  (?s/a»)(l  +4e-»-""),  d.i.  gleich  (3,27)lg,'aK  Die  atatische 
Verzerrung  am  befestigten  Endo,  die  eintritt,  wenn  der  Stab  die  angehängte 
Ifasee  im  Gleicbgewichtszustand  tragt,  ist  gegeben  durch  2lg/a*,  und  das 
TerhtLltuis  der  maximalen  dynamischen  Verzerrung  zu  diesem  Wert  ist 
1,63:1.     Diese  Verzerrung  tritt  im  Augenblick  i=(3,568)?/o  auf. 

Setzen  wir  m^  2,  sodaß  die  angehängte  Masse  doppelt  so  groß  ist 
wie  die  Masse  des  Stabes,  so  ergibt  sieb  aus  (16),  daß  f{tit)  nicht  vor 
dem  Zeitpunkt  l  =  3l/a  verschwindet;  aus  (17)  dagegen  folgt,  daß  f'iat) 
zwischen  t  ■»  Zl/a  und  t  '^  6l/a  verschwindet,  falls  die  Gleichung 

l  +  e{l-(t-30//}  =  O 

im  Intervall  5I>£>  3/ eine  Wurzel  besitzt.  Die  Wurzel  ist  t  =  i(4  +  1», 
oder  t  =  ;(4,368),  titit  also  in  dies  Intervall.  Die  grfißte  Dehnung  am 
befestigten  Ende  ist  gleich 

Jf^{l  +  4e-i<»-«<')[- 1  +  (1  +  l,368)e]}, 

oder  gleich  fp/a'(l  +  8e-'^«**),  d.i.  gleich  (b,(ii)lg/a\  Die  statische 
Verzerrung  ist  in  diesem  Falle  gleich  SIg/a*,  und  das  Verhältnis  der 
maiimalen  dynamischen  Verzerrung  zu  diesem  Wert  ist  1,68:1.  Diese 
Verzenung  tritt  im  Augenblick  t^  (4,368)  f/a  auf. 

Setzen  wir  m^  4,  sodaß  die  angehängte  Masse  viermal  so  groß  ist 
wie  die  Masse  des  Stabes,  so  ergibt  sich,  daß  f^{at)  nicht  vor  dem  Zeit- 
punkt l  ^  5l/a  verschwindet;  ans  (18)  dagegen  folgt,  daß  f'iat)  zwischen 
t  —  blja  und  (  ^  llja  verschwindet,  falls  die  Gleichung 

i-i{(e-5i)ja  +  [i-(f-50A  +  i(£-5i)7n«-o 

im  Intervall  7i>£>5i  eine  Wurzel  besitzt.  Die  kleinere  Wurzel  ist 
{■  =  i(6,183),  ftllt  also  in  dies  Intervall,  Die  größte  Dehnung  am  festen 
Ende  ist  gleich 

^»[,  +  8  -  8,-c-„..(,  _  (,  +  ^£-»y  +  (,  +  i^^i-),)], 

wo  i  durch  die  obige  Gleichung  gegeben  ist.  Die  in  Rede  stehende 
Dehnung  ist  daher  gleich 
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'^[9  +  8e-J^<''""M2«-i-(l,l83)}], 

oder  gleich  (9,18)(/j/a*).  Die  statische  Verzerrung  ist  in  dieaem  Falle 
gleich  5(lg/a*),  und  das  Verhältnis  der  maximalen  dynamischen  Verzerrung 
^ur  statischen  Verzerrung  ist  ungefähr  gleich  1,84.  Diese  Verzerrung  tritt 
im  Augenblick  (  =  (6,lfi3)f'a  auf. 

Bemerkenswert  ist  das  Resultat,  daß  selbst  wenn  die  angehfingte 
Masse  kein  großes  Vielfaches  der  Masse  des  Stabes  ist,  die  gröBte  von 
der  plötzlichen  Belastung  herrührende  Verzerrung  dem  theoretischen  Grenz- 
wert, d.  h.  der  doppelten  statischen  Venerrung,  riemlich  nahe  kommt. 
(Vgl.  §  84.) 

§  284.   Lougitadinaler  Stoß  zweier  Stäbe. 

Das  Problem  des  longitudinalen  Stoßes  zweier  Stäbe  oder  Stangen 
ist  durch  ein  ahnlicbes  analytisches  Yerfabren  gelöst  worden  wie  das 
Problem  von  §  2'ill.')  Ea  gestaltet  sich  etwas  verwickelter,  weil 
mehrere  unbestimmte  Funktionen  erforderlich  sind,  um  den  Zustand 
der  beiden  Stäbe  auezudrücken;  andererseits  ist  es  einfacher,  weil 
diese  Funktionen  selbst  von  einfacher  Natur  sind.  Das  Problem  läßt 
sich  auch  durch  Betrachtung  der  die  Stäbe  entlanglaufeuden  Wellen 
lösen.*}  Die  Dehnung  e  und  die  Geschwindigkeit  v  an  der  Vorder- 
seite einer  De hnunga welle,  die  einen  Stab  entlang  fortschreitet,  sind 
durch  die  Gleichung  t  —  —  v/a  verknüpft.  (Vgl.  §  205.)  Dieselbe 
Beziehung  gilt  in  jedem  Punkte  einer  Verdiehtungswelie,  die  durch- 
weg in  einer  Richtung  fortschreitet,  wie  aus  der  Formel  w  =  f(at~s), 
die  eine  derartige  Welle  kennzeichnet,  herTorgeht.  Wenn  eine  Ver- 
diehtungswelie, die  den  Stab  entlang  läuft,  ein  freies  Ende  erreicht,  so 
wird  sie  reflektiert;  um  die  Natur  der  Bewegung  und  der  Verzerrung 
in  der  reflektierten  Welle  zu  erkennen,  brauchen  wir  uns  einfach 
den  Stab  unbegrenzt  fortgesetzt  und  eine  Welle  in  entgegengesetzter 
Richtung  in  der  Weise  die  Verlängerung  des  Stabes  entlang  laufend 
zu  denken,  daß  bei  ilberlageruug  der  beiden  Wellen  am  Endquer- 
schnitt keine  Kompression  sich  ergibt.  Offenbar  muß  die  Geschwindig- 
keit, die  sich  mit  der  „Bildwelle"  Über  die  Verlängerung  des  Stabes 
fortpflanzt,  dieselbe  sein  wie  diejenige,  die  sich  mit  der  Originalwelle 
fortpflanzt,  und  die  mit  der  „Bildwelle"  fortschreitende  Dehnung  muß 
numerisch  gleich  der  Verdichtung  in    der  Originalwelle  sein.^) 

Es  seien  nun  l,  l'  die  Längen  der  Stabe,  die,  wie  wir  annehmen, 
aus  gleichem  Material   bestehen    und   gleichen  Querschnitt  besitzen*); 

1)  Saint  Venant,  /.  df  matli.  (_LioumtIi!),  (Sör.  2),  t.  12  (1867). 
a)  Vgl.  Kelvin  und  Tait.  Xnt.  Phil.,  Teil  I,  p.  280,  281. 
3J  Vgl.  I>ord  Kayleigh,   Thfori/  of  .'^uml,  \o\,  2,  §  2ö7. 

4)  Saint^Vunant,  loc.  cit.  behandelt  auch  den  Fall  TCrscbiedenen  Materials 
und  (Juerschnitts. 
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ihre  Geschwindigkeiten,  in  gleicher  Richtung  gemessen,  seien  V,  V. 
Wir  setzenZ>r  voraus.  Wenn  die  Stäbe  zusammeDStofien,  so  nehmen 
die  sich  berührenden  Enden  eine  gemeinsame  Geschwindigkeit  an,  und 
diese  bestimmt  Bich  durch  die  Bedingung,  daß  das  System  der  zwei 
sehr  kleinen  benachbarten  Stücke  der  Stabe,  deren  Bewegung  in 
derselben  sehr  kurzen  Zeit  eine  Änderung  erföhrt,  in  dieser  Zeit  weder 
Bewegnngsgröße  verliert  noch  gewinnt.  Die  gemeinsame  Geschwindig- 
keit muß  daher  gleich  ^(F-|-  V)  sein.  Von  der  Berfihrungsstelle 
laufen  WeUen  aus  nnd  pflanzen  sich  längs  beider  Stabe  fort;  die  Ge- 
schwindigkeit eines  Stabelements  relativ  zum  Stabe  selbst  ist  in  dem 
Augenblick,  wo  die  Welle  es  erreicht,  gleich  ^(V -^  V^,  sodaß  es 
sich  um  Verdi chtungs wellen  handelt,   und  die  Kompression  ist  gleich 

i{v~  rya. 

TJm  den  Verlauf  der  Bewegung  im  kürzeren  Stabe  l'  darzulegen, 
denken  wir  uns  diesen  Stab  über  das  freie  Ende  hinaus  unb^renzt 
fortgesetzt  und  bringen  ihn  zur  Ruhe,  indem  wir  dem  ganzen  System 
eine  Geschwindigkeit  erteilen,  die  V  gleich  und  entgegengesetzt  ist. 
Im  Augenblick  des  Anpralls  geht  eine  positive  Welle  ^)  von  der  Be- 
rQhrungsstelle  aus  und  lÜuft  den  Stab  entlang;  die  Geschwindigkeit 
und  die  Verdichtung  in  dieser  Welle  sind  {{Vr^  V)  und  ^{V'^  Y^a. 
In  demselben  Augenblick  geht  eine  negative  „Bildwelle"  von  dem 
Querschnitt  aus,  der  auf  der  gedachten  Verlüngemug  des  Stabes  im 
Abstand  21'  von  der  BerUhrungsstelle  liegt;  die  Geschwindigkeit  und 
die  Dehnung  in  dieser  „Bildwelle"  sind  i[{V '^  V)  und  ^{V ^  V')/a. 
Nach  Verlauf  der  Zeit  l'/a  seit  dem  Augenblick  des  Zusammenstoßes 
erreichen  diese  beiden  Wellen  das  freie  Ende  und  flberl^em  sich 
dann.  An  jeder  Stelle  des  wirklichen  Stabes,  wo  sie  sich  überlageni, 
verschwindet  die  Verzei-rung  und  wird  die  Geschwindigkeit  gleich 
Fl—  V.  Wenn  die  reflektierte  Welle  die  BerUhrungsstelle  erreicht, 
also  nach  Verlauf  der  Zeit  2l'/a  seit  dem  Augenblick  des  Zusammen- 
stoßes, bewegt  sich  der  Stab  t  als  Ganzes  mit  der  Geschwindigkeit 
V'^V  und  ist  unverzerrt.  Überlagern  wir  daher  die  ursprüngliche 
Geschwindigkeit  F',  so  haben  wir  das  Resultat,  daß  nach  Verlauf  der 
Zeit,  in  der  eine  Dehnungswelle  die  doppelte  Länge  des  kürzeren 
Stabes  durchläuft,  dieser  Stab  unveraerrt  ist  und  mit  der  ursprüng- 
lichen Geschwindigkeit  V  des  längeren  Stabes  sich  bewegt. 

Um  den  Zustand  des  längeren  Stabes  l  von  Beginn  des  Stoßes 
ab  darzulegen,  denken  wir  uns  diesen  Stab  über  sein  freies  Ende 
hinaus  unbegrenzt  fortgesetzt  und  bringen  ihn  zur  Rahe,    indem  wir 


1)  Eine  DehmmgBwelle  heißt  „positiv"  oder  „negativ",  je  nachdem  die  Ge- 
sohvrindigkeit  des  Stabes  selbst  mit  der  Fortpflanzungtge  seh  windigkeit  gleich 
oder  ihr  entgegengesetzt  gerichtet  ist. 
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dem  ganzen  System  eine  Oescliwindigkeit  erteilen,  die  V  gleich  und 
entgegengesetzt  ist.  Im  Äugenblick  des  Anpr&llB  geht  eine  Welle 
von  der  BerilhrungsBtelle  aus  nnd  läuft  den  Stab  entlang;  die  Ge- 
schwindigkeit und  die  Verdichtung  in  dieser  Welle  sind  ^(V'^V'} 
und  i(V '^  ^  )/<^-  ^^  demselben  Äugenblick  geht  eine  negative  ,^ild- 
welle"  von  dem  Querschnitt  aus,  der  auf  der  gedachten  Verlängerung 
des  Stabes  im  Abstand  21  von  der  Beriihrungsstelle  liegt;  die  Ge- 
schwindigkeit nnd  die  Dehnung  in  dieser  Bildwelle  sind  ^{V'^V') 
und  ^{V  ^^  ^')/'^-  Nach  Verlauf  der  Zeit  2l'/a  seit  dem  Äugenblick 
des  Zusammenstoßes  verschwindet  der  Druck  an  der  Berührungsstelle, 
and  es  bildet  sich  eine  Wellenrflckseite.  Wenn  also  der  Stab  als 
unbegrenzt  angesehen  wird,  so  hat  sowohl  die  Verdichtungswelle  wie 
die  (als  „Bild"  auftretende)  Dehnungswelle  die  Länge  21'.  Unmittel- 
bar nach  dem  Zeitpunkt  2T/a  verschwindet  im  Berflhrungsquerschnitt 
die  Verzerrung  und  die  Geschwindigkeit.  Überlt^em  wir  also  die 
ursprüngliche  Geschwindigkeit  V,  so  sehen  wir,  daß  derselbe  in  Wirk- 
lichkeit die  Geschwindigkeit  V  annimmt,  daß  also  die  zusammen- 
gestoßen»! Enden  der  beiden  Stäbe  in  Berührung  bleiben,  ohne  aber 
Drnck  aufeinander  auszuüben. 

Der  Znstand  des  längeren  Stabes  l  zwischen  den  Zeitpunkten 
2l/a  und  2l/a  bestimmt  sich  durch  Überl^erung  der  Wellen  von 
der  lÄnge  2V,  die  im  Augenblick  des  Zusammenstoßes  von  der  Be- 
rOhrungsstelle  und  dem  um  21  von  ihr  entfernten  Querschnitt  auf 
der  gedachten  Verlängerung  des  Stabes  ausgehen.  Vom  Zeitpunkte 
l/a  ab  überlagern  sich  diese  Wellen. auf  einer  vom  freieji  Ende  be- 
grenzten endlichen  Stabstrecke,  und  in  diesem  Teil  des  Stabes  ver- 
schwindet die  Verzerrung  und  wird  die  Geschwindigkeit  gleich  V'^V, 
wenn  wie  früher  dem  System  die  Geschwindigkeit  ~  V  erteilt  wird. 
Der  Zustand  des  Stabes  zur  Zeit  2l/a  ist  für  den  Fall,  daß  l>2l', 
eis  anderer  als  in  dem  Falle,  wo  l'C2l'.  Ist  1^21',  so  hat  die 
Kompressionswelle  den  Stab  bereits  verlassen,  und  die  Dehnungswelle 
erstreckt  sich  über  ein  von  der  Berührnngsstelle  begrenztes  Stück  2^. 
Als  Verzerrung  haben  wir  in  diesem  Teil  Dehnung  vom  Betrage 
^(V'^V')/a,  und  die  Geschwindigkeit  ist  dort -J- ( K '^  F'),  wenn  wie 
vorhin  dem  Ganzen  die  Geschwindigkeit  —  V  erteilt  wird.  Der  übrige 
Teil  des  Stabes  ist  un verzerrt  und  hat  die  Geschwindigkeit  null. 
Überlagern  wir  daher  die  utsprüngliche  Geschwindigkeit  V,  so  eehen 
wir,  daß  ein  vom  freien  Ende  begrenztes  StQck  l  —  2t  in  diesem 
Äugenblick  die  Geschwindigkeit  )'  hat  und  unverzerrt  ist  und  daß 
der  übrige  Teil  die  Geschwindigkeit  ^(V+V)  und  die  Dehnung 
!l(Vr^V")/a  besitzt.  Die  Stabwelle  wird  nun  an  der  Be- 
rührungsstelle reflektiert,  sodoß  sie  in  eine  von  letzterer  auslaufende 
Verdi chtungs welle  übergeht,  in  der  die  Kompression  ^{Vr^V)fa  ist. 
Die  Geschwindigkeit  on  der  Berührungsstelle  wird  V.    Die  z 
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gestoßenen  Enden  haben  nun  die  Geschwindigkeiten  getauscht,  und 
die  Stäbe  trennen  sich. 

Ist  K21',  so  überlagern  sich  im  Zeitpunkt  2l/a  die  Yerdichtungs- 
und  die  Dehnungswelle  auf  einer  vom  freien  Ende  begrenzten  Strecke 
von  der  Lange  21'  —  l,  und  der  übrige  Teil  des  Stabes  wird  von  der 
Dehnungswelle  erffillt.  Erteilen  wir,  wie  vorhin,  dem  Ganzen  die 
Geschwindigkeit  —  V,  so  ist  das  vom  freien  Ende  begrenzte  Stück 
21'  —  l  unverzerrt  und  besitzt  die  Geschwindigkeit  Vf^V",  im  übrigen 
Teil  des  Stabes  haben  wir  die  Dehnung  ^(V'^y)/a  und  die  Ge- 
schwindigkeit ■J-{K"-'F').  Überlagern  wir  also  die  ursprüngliche  Ge- 
schwindigkeit V,  80  erkennen  wir,  daß  in  dem  betrachteten  Zeitpunkt 
ein  von  dem  freien  Ende  begrenztes  Stück  21'  —  I  die  Geschwindig- 
keit V  und  verschwindende  Verzerrung,  der  übrige  Teil  aber  die  Ge- 
schwindigkeit ^(y+V)  und  die  Dehnung  i(V r>j  V')/a  besitzt.  Die 
Welle  wird,  wie  iu  dem  anderen  Falle,  an  der  Berührungsstelle  re- 
flektiert, und  die  letztere  erhält  die  Geschwindigkeit   V. 

In  beiden  Fällen  trennen  sich  die  Stäbe  nach  Verlauf  einer  Zeit, 
die  eine  Dehnungswelle  braucht,  um  die  Länge  des  läi^eren  Stabes 
zweimal  zu  durchlaufen.  Der  kürzere  Stab  nimmt  die  ursprüngliche 
Geschwindigkeit  des  längeren  an  und  prallt  unverzerrt  zurück;  der 
Ungere  dagegen  prallt  schwingend  zurück.  Die  Massenmittelpunkte 
der  beiden  Stäbe  bewegen  sich  nach  dem  Stoß  so,  wie  wenn  da  ein 
„Restitution skoeffizient"  vom  Betrage  l' :  l  wäre. 

§  285.   Probleme  dynamlsclieii  Widerstandes,  bei  denen  Quer- 
schwingnngen  anftreten. 

Die  in  g§  281—284  erhaltenen  Besultate  gehen  Über  den  allgemeinen 
Charakter  dynamischer  Widerstände  AufscbluS.  Ähnliche  Methoden  wie 
die  in  diesen  Paragraphen  benutzten  lassen  sich  bei  Problemen,  bei  denen 
Querschwingnngen  auitreten,  nicht  anwenden,  da  es  keine  allgemeine 
Funktion&Uösnng  der  Gleichuag  (6),  §  280,  gibt^)  Man  wird  bei  der- 
artigen Problemen  am  besten  so  verfahren,  daß  man  die  Verschiebung  als 
Summe  einer  Reihe  von  Normalfimktionen  ausdrQckt  und  die  konstanten 
Koel'fizienten  der  Glieder  der  Reihe  so  wBhlt,  daß  die  Anfangsbedingungen 
befriedigt  werden.  Beispiele  für  die  Anwendung  dieses  Verfahrens  geben 
Lord  Bayleigh^)  und  Saint-Venant.») 

Zuweilen  kann  man  eine  angenäherte  Lösung  durch  ein  einfacheres 
Verf^ren  erhalten.     Es  handle  sich  z.  B.  um   das  Problem  eines  beider- 

1)  Die  Foariersche  LOeuag  mittels  bestimmter  Integrale,  die  eich  im 
Bulletin  des  Sciences  ä  la  Sociale  philomatique,  I8I8,  findet  (vgl.  Lord  Bajieigh, 
Theoiy  of  Sound,  ?ol.  1,  g  192),  wird  von  J.  BouBainesq,  Applications  des  Polen- 
tieh,  p.  46tiff.,  auf  Probleme  dynamischen  WiderBtandea  angewendet. 

8)  Theory  of  Sound,  vol.  1,  g  168. 

3)  Siebe  die  ClebBch- Ausgabe,  Note  zu  §  61. 
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seits  i^estätzten"  Stabes,  der  von  einem  mit  gegebener  Geschwindigkeit 
sieh  bewegenden  schweren  Körper  gestoßen  wird.  Nach  dem  Anprall 
bleibe  der  atoflende  Körper  mit  dem  Stabe  fest  verbunden.  In  jedem  dem 
Anprall  folgenden  Augenblick  können  wir  den  Stab  in  erster  Annäherung 
als  ruhend  und  durch  eine  im  StoBpunkt  angreifende  Querkraft,  gebogen 
ansehen.  Er  wird  dann  in  diesem  Punkte  eine  gewisse  Durchbiegung 
haben,  die  sich  durch  die  Formeln  von  §  247,  d)  aus  der  Last  bestimmt. 
Die  Last  ist  gleich  dem  Druck  zwischen  Stab  und  stoßendem  Körper,  und 
die  Durchbiegung  des  Stabes  im  StoQpunkte  ist  gleich  der  Verschiebung 
des  stoQendeu  Körpers  ans  seiner  Lage  im  Augenblick  des  Anpralls.  Die 
Bewegungsgleichung  des  stoßenden  Körpers,  auf  den  eine  der  obengenannten 
Qnerkraft  gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft  als  wirkend  anzunehmen  ist, 
und  die  Bedingung,  daß  der  Körper  im  Augenblick  des  Anpralls  die  vor- 
geschriebene Geschwindigkeit  hat  und  momentan  sich  im  Stofipunkte  be- 
findet, sind  hinreichend,  um  die  Verschiebung  des  stoßenden  Körpers  nnd 
den  zwischen  ihm  und  dem  Stabe  herrschenden  Druck  in  jedem  folgenden 
Augenblick  zu  bestimmen.  Bei  diesem  Verfahren,  das  zuweilen  als  Coi- 
aehe  Methode')  bezeichnet  wird,  wird  die  von  dem  stoßenden  Körper  her- 
vorgebrachte Durchbiegung  als  statische  Wirkung  angesehen;  das  Verfahren 
antizipiert  daher  in  gewissem  Sinne  die  Hertzsche  Theorie  des  Stoßes  (§  139). 
Es  wurde  bereits  ausgeführt,  daß  eine  ähnliche  Methode  von  Willis  und 
Stokes  bei  der  Behandlung  des  Problems  der  wandernden  Last  angewendet 
wurde.') 

Ein  ähnliches  Verfahren  benutzte  Lord  Bayteigh')  znr  angenäherten 
Bestimmung  der  Frequenz  der  tiefsten  Querschwingung  eines  Stabes. 
Er  ging  aus  von  einem  allgemeinen  Satze,  wonach  die  Schwingungszahl  eines 
dynamischen  Systems,  die  sieb  für  einen  vorgeschriebenen  Typus  der  Ver- 
schiebung ergeben  würde,  nicht  kleiner  sein  kann  als  die  Frequenz  der 
tiefsten  Normal  Schwingung  des  Systems.  Er  zeigte,  daß  man  bei  einem 
am  einen  Ende  eingeklemmten,  am  andern  Ende  freien  Stab  eine  gute 
Annäherung  fflr  die  Sehwingungszahl  durch  die  Annahme  erhalt,  die  Verschie- 
bung des  Stabes  sei  von  demselben  Typus  wie  bei  statischer  Verbiegung  durch 
eine  Querkraft,  die  in  dem  um  ein  Viertel  der  Länge  vom  freien  Ende 
entfernten  Punkt  konzentriert  ist.  Diese  Methode  ist  neuerdings  Gegen- 
stand verschiedener  Auseinandersetzungen  gewesen.')  Man  hat  gezeigt, 
daß  sie  füi  die  Bestimmung  der  Frequenz  der  tiefsten  Querschwingung 
eines  Stabes  von  veränderlichem  Querschnitt  herangezogen  werden  kann.^) 

1)  H.  Cot,  Cambridge  IViiV,  Soc.  Tram.,  vol.  »  (1860).  Vgl.  Todhnnter  und 
Pearsona  History,  vol.  1,  Article  1435. 

2)  Siehe  Eiiüeitung,  p,  32. 

3)  Th(ory  of  Sound,  vol.  I,  §  183, 

4)  C.  A.  B.  Garret,  mi.  Mag.  (Ser.  B\  vol.  8  (l'JOl),  nnd  C.  Chree,  Pft(7. 
Maff.  (Ser.  6),  vol.  ü  (1905). 

6)  J.  Morrow,  Phil  Mag.  (Ser.  C),  vol.  10  (1905),  Einige  xpezielle  Fälle 
von  Schwingungen  eines  Stabes  von  verändcrlicbem  Querschnitt,  bei  denen  die 
strenge  Bestimmung  der  (durch  Besielsche  Funktionen  sich  aasdrückendeo) 
Normalfunktionen  möj^lich  ist,  bebandelte  Eircbhoft,  Seiiiji  JltoiiattbfTiehte.  1839 
=   «ff.   AbhaHdluiKjen,  ji.  JlSfl. 
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Ferner  hat  man  gezeifft,  daß  sich  eine  Methode  sukzessiver  Approximation 
zur  Bestimmung  der  verschiedenen  Normalfunktionen  bei  einem  solchen 
Stabe  und  ibrer  Frequenzen  etwa  auf  die  Lord  Rayleighschen  Lösungen 
gründen  läßt,  wenn  letztere  als  erste  Approximationen  angesehen  werden.*) 

§  286.   Das  Scileudern  elastlsclior  Wellen.*) 

Eine  lange,  in  ihren  Lagern  rotierende  Welle  bleibt  bei  geringen 
Um drehongsgesch windigkeiten  gerade;  iet  aber  die  Geschwindigkeit 
groß  genng,  so  kann  stetige  Rotation  bei  gebogener  Zentrallinie 
stattfinden.  Man  sagt  dann,  die  Welle  „achleudert"  (engl,  „whirls"). 
Es  sei  «  die  transversale  Verschiebung  eines  Punktes  der  Zentral- 
linie, Sl  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  der  die  Welle  umläuft  Die 
BewegungBgleichnng,  ebenso  gebildet  wie  Grieichang  (6)  in  §  280, 
lautet 

Q^~  -  qUH E*'*fj",  (26) 

und  die  Lösung  dieser  Gleichung  ist  so  zu  wählen,  daß  sie  geeignete 
Bedingungen  an  den  Eoden  der  Welle  befriedigt.  Wir  wollen  den 
Fall  betrachten,  daß  die  Enden  s  =-  0  und  s  =  l  „gestützt"  sind. 
Wenn  der  Stab  sich  gleichförmig  dreht,  so  verschwindet  r.'u/t-t*,  nnd 
die  Gleichung  stimmt  dann  Qberein  mit  der  für  einen  Stab,  der  ein- 
fache harmonische  Schwingungen  von  der  Periode  2n/A  ausführt. 
Damit  die  Gleichung 

Ek'^^^^  =  QSl'u  (27) 

eine  Lösung  besitzt,  die  u  und  c^uj'cs^  für  s  =  0  und  s  —  l  ver- 
schwinden läßt,  muß  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  Si,  derart  nein, 
daß  £1/2%  gleich  der  Frequenz  einer  Riegungs-Normalachwingung  des 
beiderseits  gestützten  Stabes  ist.  Die  kleinste  Umdrehungsgeschwin- 
digkeit, bei  der  Schleudern  stattfindet,  ist  daher  derart,  daß  Sl/2a 
gleich  der  Frequenz  der  tiefsten  Biegungsschwingung  eines  derartigen 
Stabes  ist.     Schreiben  wir 

QUyEk''  ™  m*, 
so  sind  die  möglichen  Werte  von  m  durch  die  Gleichung  sin  ml  =  0 
gegeben,  und  der  kleinste  Wert  von  Sl,  für  den  Schleudern  eintreten 
kann,  ist 

(«'*7!')V£S. 
Das  Schleudern  unbelasteter  Wellen,    die  unter  verschiedenen  Grenz- 
bedingungen    rotieren,    bat    A.  G.  Greenhill    (loc.    cif.)    Iiehandelt.      Das 

1)  A.  Davidogloa,  ,£ur  l'equatiott  d&  vibmtioiis  transversales  des  verges 
iUuUques",  Paris  {Tkhe),  1900. 

2)  Vgl.  A.  G.  Greenhill,  Proc.  Insi.  Mech.  Engineers,  1883. 
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technisch  wichtige  Problem  einer  Lasten  (z.  B.  Flaschenzäge)  tragenden 
Welle  ist  theoretisch  und  eipeiimentell  tou  8.  Dnnkerley*)  untersucht 
worden.  Er  fand,  daß  die  tintnittelbare  Anwendung  der  Methode  der 
Normalfimldionen,  wie  sie  oben  geschildert  wurde,  zu  sehr  verwickelten 
Ergebnissen  fOhrt,  und  schlag  vor,  auf  eine  empirische  Annahme  zurück- 
zugreifen. Der  Oegenstfuid  ist  weiterhin  von  C.  Chree*)  mit  Hilfe  von 
Lord  Bayleighs  statischer  Methode  der  Frequenzenbestimmung  (§  285)  be- 
handelt. 

1)  Phil.  IVo«*.  R.  Soc.  (Ser.  A),  vol.  186  (1864). 
3)  I%a.  Mag.  (Sei.  6),  vol.  7  (1901). 
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Kleine  Formandemiig  von  Hanse  ans  krummer  Stäbe. 

§  287.  Bei  den  UnterBHchuiigen  der  Kapitel  XVIII  und  XIX 
haben  vir  vorliegend  solche  Deform ationszustän de  eines  dOnnen 
Stabes  betrachtet,  bei  denen  große  Verschiebiingen  der  Zentrallinie 
und  nicht  onbedeatender  Drall  auftreten;  I^'älle,  wo  die  Yerschiebunf^ 
der  ZentraUinie  und  der  Drall  klein  sind,  haben  wir  als  Grenztälle 
behandelt.  Dies  Verfahren  befolgten  wir  z.  B.  in  der  Theorie  der 
Spiralfedern  (§  271).  In  derartigen  E^len  lassen  sich,  wie  sns- 
einandergesetzt  wurde,  die  Formeln  für  die  Krfhnmungskomponenten 
und  den  Drall  dadurch  gewinnen,  daß  man  die  Zentrallinie  als  un- 
gedehnt behandelt.  Wir  können  von  den  Deformationsarten,  bei 
denen  nur  kleine  Verschiebungen  vorkommen,  eine  systematische  Dar- 
stellung geben,  indem  wir  gewisse  Größen  zur  Bezeichnung  der  Ver- 
fichiebnngskomponenten  von  Punkten  der  ZeatraUinie  einführen  und 
diese  Größen  einer  Bedingung  unterwerfen,  welche  ausdrückt,  daß  die 
ZentraUinie  nicht  gedehnt  wird.') 

§  288.  Eennzeicliniiiig  der  VeiscMebnsg. 
Die  kleine  Deformation  eines  ursprünglich  geraden  Stabes  haben 
wir  bereits  hinreichend  untersucht,  und  wir  wollen  daher  annehmen, 
daß  der  Stab  im  angespannten  Zustand  Krümmung  und  Drall  besitzt. 
Wie  in  §  259  führen  wir  ein  (sc^,  y„,  Äj)-Koordinatens_Tstem  ein,  dessen 
Anfangspunkt  längs  der  unverzerrten  ZentraUinie  mit  der  Geschwin- 
digkeit eins  sich  so  bewegt,  daß  die  ^^-Achse  stets  in  die  Richtung 
der  Tangente  dieser  Kurve   fällt,   während   die  2g-Achse   und   die  r/g- 

1}  Die  Theorie  wnrdo  teUweise  von  Saint- VenBat  in  einer  lUihe  von  Auf- 
Bätion  in  Parit  C.  B.  t.  17  (1843)  entwickelt,  ansfAhrlicher  von  J.  H.  Michell, 
Metsfnger  of  Math.,  vol.  19  (1S90).  Letzterer  hat  auch  einige  strenge  LÖBongen 
der  GleichnDgOD  des  Gleichgewicht«  eines  eluatischen  festen  Kürpeis,  der  von 
einer  vmvollBt&ndigen  Ringfläche  hegrenzt  ist,  erhalten,  nnd  diese  Lösungen  be- 
stätigen die  Theorie,  wenn  der  Ring  dünn  ist.  Siehe  Loirloti  Math.  Soc.  Proc, 
vol.  81  (1900),  p   180. 
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Achse  jeweils  mit  den  rom  Schwerpunkt  ausgehenden  Hauptachseo 
des  Querschnitts  zusammenfallen.  Wir  bezeichneten  mit  \ii  —  /J,  den 
Winkel,  den  die  aj^-Achse  mit  der  Hanptnormalen  der  unverzerrten 
Zeotrallinie  in  dem  betreffenden  Punkt  einschließt,  und  mit  x„  Xg',  t^ 
die  Komponenten  der  Anfongskrilmmung  und  des  Anfangs dmlls.  Wir 
haben  die  Formel 

Xo'Ao tg^. 

Die  KrQmmung  1/^^  und  die  Windung  1/2^  der  Zentrallinie  sind 
durch  die  Formeln  gegeben 


(Vf.)' -<•,'  +  " 


l/S,-x,-dfJds, 


worin  s  die  von  einem   bestimmten   Punkt   der   Zentrallinie    aus  ge- 
messene Bogenlänge  derselben  bezeichnet. 

Wenn  der  Stab  ein  wenig  deformiert  wird,  so  erfährt  ein  ur- 
sprünglich im  Punkte  F  liegendes  Teilchen  der  Zentrallinie  eine 
kleine  Yerschiebung,  deren  Komponenten,  bezogen  auf  die  in  P  sich 
kreuzenden  (x^,  y^,  «,)  Achsen,  mit  «,  v,  to  bezeichnet  werden  mögen. 
Der  Stab  wird  eine  neue  Krümmung  und  einen  neuen  Drall  annehmen, 
die  wie  in  §  352  und  §  259  mit  Hilfe  eines  beweglichen  Systeme 
von  „Torsion -Biegungs-Hauptachsen"  definiert  werden.  Den  frfiheren 
Festsetzungen  entsprechend  fällt  die  j^-Achse  dieses  Systems  in  die 
Richtung  der  Tangente  der  Terzeirten  Zentrallinie  in  dem  Punkte 
Pi,  in  den  das  Teilchen  P  verschoben  ist,  und  die  {x,  «)-Ebene  ist 
die  durch  P,  gehende  Tangentialebene  der  Fläche,  die  von  denjenigen 
Teilchen  gebildet  wird,  welche  ursprünglich  in  der  von  P  auslaufen- 
den (xq,  2g)-Ebene  If^en.  Wir  bezeichneten  die  Krilmmungskompo- 
oenten  und  den  Drall  der  verzerrten  Zentrallinie  in  P,  mit  x,,  x,',  Cj. 
Wenn  die  Verschiebung  jedes  Punktes  der  Zentrallinie  bekannt  ist, 
so  ist  die  Tangente  der  verzerrten  Zentrallinie  in  jedem  Punkte  be- 
kannt, und  es  ist  klar,  daß  eine  weitere  Bestimmungsgröße  genügt, 
um  die  L^e  der  {x,  y,  Ä)-Achsen  in  P,  zu  den  {x^,  y^,  £g)-Achsen 
in  P  festzustellen.  Als  solche  wählen  wir  den  kleinen  Winkel  ß,  den 
die  (j;,  ^)-Ebene  mit  der  (x^,  2„)-Ebene  einschließt.  Die  gegenseitige 
Lage  der  beiden  Achsensystemo  bestimme  sich  durch  folgendes  ortho- 
gonale Transformationsscbema: 


(1) 
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hierin  ist  z.  B.  X,  der  Kosinus  des  Winkele  zwischen  der  jr-Ächae  in 
P,  und  der  ar^-Achse  in  P.  Wir  wollen  nun  die  Kosinus  L,,  . . ., 
die  Krümm nngBkotnpoaenten  x,,  x,'  und  den  Drall  t,  durch  u,  v,  w,  ß 
ausdrücken. 


§  289.   Lage  der  ToTBioD-BiegimgB-HaaptactLseiL 

Die  Kichtungskosinus  ij,  M^,  Ng  beziehen  die  Tangente  der 
verzerrten  Zentrallinie  in  P,  auf  die  (x^,,  y^,  2o)-AchBen  in  P.  Nun 
sind  die  auf  diese  Achsen  bezogenen  Koordinaten  von  Pj  identisch 
mit  den  Verachiebungskomponenten  m,  v,  w.  Es  sei  P'  ein  Punkt 
der  nnverzerrten  ZentraJlinie  in  der  Nähe  von  P  und  äs  das  Bogen- 
Btück  PP'i,  Sxg,  6y^,  d£g  seien  die  Koordinaten  von  P',  bezogen  auf 
die  (Xg,  y^,  )?^)-Achsen  in  P,  ferner  seien  6,  ij,  £  die  Koordinaten  des 
Punktes  P^',  in  den  das  Teilchen  P'  verschoben  wird,  bezogen  auf 
dieselben    Achsen.       Die    Grenzwerte    wie    lim(^  ~  u)lds    sind    die 

Kichtungskosinus  ij,  ...  Es  sei  («',  v,  w)  die  Verschiebung  von  P', 
bezogen  anf  die  {x^,  y^,  ^o)-Ach8en  in  P',  und  (Ü',V',W)  dieselbe 
Verschiebimg,    bezogen   ai^  die   (Xq,  y,,,  Zo)-Achsen  in  P.     Dann  ist 

(I,  V,  0  =  {äx^  +  u',  *j/o  +  r,  sz,  +  wy 

Die    Grenzwerte    von     SxJSs,    SyJSs,    dzjös    siud   0,  0,  1.      Die 

Grenzwerte   von   («'  —  w)/tfs,  . . .   sind   dujds,  .  .  .,    und  wir  erhalten 

die   gewöhnlichen   für   bew^liche  Achsensysteme   geltenden  Formeln 

in  der  Form 

..       V  —  u       da  ,  , 

hm    -,       =   . «r„  +  wxft,  usw. 

i,  =  o     öS  da  "  "' 

Hieraas  ergeben  sich  die  Gleichungen 


^»  =  1 +  !--»<  +  '"'- 


(2) 


Die  Gleichung   Z/,*  +  Jl/j' +  A'j' =  1   führt,   wenn   wir  Quadrate  und 
Produkte  von  u,  v,  w  vernachlässigen,  auf  die  Gleichung 

K-»V  +  «.-0,  (3) 

die  die  Bedingung  ausdrückt,   daS  die  Zentrallinie    ungedehnt    bleibt. 
Ans  dieser  Gleichung  folgt,  daß  Aj  =  1. 

Die  Richtnngskosinus  der  (x,  ^)-Achsen  in  P,,  bezogen  auf  die 
ixa,  «„,  ^„)-Achsen  in  P,  bestimmen  sich  durch  die  Bedingungen,  daß  . 

oogle 
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die  (x,  :e)-Ebene  mit;  der  (x^,  0g)-£bene  einen  kleinen  Winkel  ß  eiu- 
Qchließt  und  dafi  das  Schema  (1)  eine  rechtwinklige  Koordinatentranafor- 
mation  von  der  Determinante  1  darstellt.     Diese  Bedingungen  liefern 


i,  =  1,     M^  =  ß,     N, X„ 

L, ß,     3f, -1,     JVj--Jtfg. 


(4) 


Diese  Gleichungen  würden  sich  übrigens  such  aus  den  Formeln 
(7)  von  §  353  ergeben,  wenn  man  L^, . . .  statt  li,  ■ . .  schreibt,  8  klein 
nimmt  und  ß  statt  <l>  +  H'  setzt.  Sie  stimmen  natürlich  bis  auf 
Olieder  erster  Ordnung  in  den  kleinen  Größen  u,  v,  w,  ß. 


§  290.    Erümmimg  und  DraU. 

Zur  Berechnung  der  Ertlmmungekomponenten  und  des  Dralls 
haben  wir  die  Formeln  (6)  von  §  253,  wenn  x,,  . . .  statt  x,  . .  .  ge- 
schrieben wird.  In  jenen  Formeln  bezeichneten  l,,  ...  Richtungs- 
kosinus  der  (x,  y,  z)-Achsen,  bezogen  auf  feste  Achsen.  Hier  haben 
wir  die  Größen  L^,  . . .  eingeführt,  die  die  Richtungskosinus  der 
(x,  y,  «)-Achsen  in  Pj,  bezogen  auf  die  {a:^,  y^,  ifo)-Achsen  in  P,  be- 
deuten. Ist  P'  ein  Punkt  nahe  bei  P,  sodaS  das  Bogenstfick  PP'  =  Ss, 
und  ist  P,'  die  rerschobene  Lage  von  P',  so  können  wir  mit  L^, . . . 
•die  Richtungskosinus  der  {x,  y,  B)-Acbsen  in  P,',  bezogen  auf  die 
(Xf,,  Ja,  Äfl)-Achaen  in  P',  bezeichnen;  dann  sind  die  Grenzwerte  wie 
hm(L,'— ij/ds  gleich   den  Differentialquotienten   dLJds,  ...     Die 

festen  Bezugsachsen  für  \,  ...  seien  die  {x^,  y^,  i^Q)-Achsen  in  P, 
und  /,  -j-  d(,,  .  . .  mögen  die  Richtungskosinus  der  {x,  y,  «)-Aclisen  in 
Pi',  bezogen  auf  diese  festen  Achsen,  bedeuten.  Die  Grenzwerte 
lim  SljSs,  .  . .  sind  dann  gleich  den  Differeutialquotienten  dljds  . . . 

Es  ist  klar,  daß  in  P  zwar  ?,  =  i„  . . .,  aber  dl^/ds  =^  dLJds,  . . . 
In  der  Tat  haben  wir  gemäß  den  gewöhnlichen  für  bewegliche 
Achsensysteme  geltenden  Formeln 

dljds    ^dLjds  -MJT^  +  ^\xa', 
dmjds  =  dM^  'ds  —  Ni%  +  L^tg, 

dnjds  =  dNJds  -  L^x^  -{-  M^i^^, 

und  entsprechende  Formeln  haben  wir  für  dljds,  . . .  und  dljds,  . . . 
In  den  Formeln  (6)  von  §  253  schreiben  wir  x^,  . . .  statt  x,  .  .., 
setzen  Wj  —  A'g  =  1,  ersetzen  \,  ■  ■  ■  durch  die  für  L^.  ...  in  (2)  und 
(4)  erhaltenen  Werte  und  führen  für  dl^jds,  ...  die  eben  gefundenen 
Werte  ein.  Streichen  wir  Glieder  zweiter  Ordnung  in  den  kleinen 
■Größen  m,  v,  u;  ß,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen 

L\imzc.CyG00gle 
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-ß>'o+- 


'o^t, 


(5) 


in   denen  X,   and  üf,   durch   die   ersten   beiden   der  öleicliungen  (ä) 
gegeben  aind. 

§  291.  VereiufaclLte  FormeliL 
Die  Formeln  verein&chen  eich  in  dem  Falle,  wo  /"(,  —  ^ir.  In 
diesem  Falle  ist  die  Xg-Achse,  also  eine  der  Hauptachsen  des  durch 
einen  Punkt  der  unrerzerrten  Zentralliuie  gelegten  Querschnitts, 
identisch  mit  der  Hauptnormalen  dieser  Eurre  in  jenem  Punkte. 
Wenn  dies  zutrifft,  haben  wir 


»,-0,   v-i/c, 
■''•-37 


■  !/£., 


■^  ^.-S  +  J.  "'- 

'i  ~  ,, '*' d,\dt      i^+sj     i:,Ut ''' 2:,)  ■ 

l     ,   dp    ,     1  fdv    ,     u\ 
Die  Bedingung,  dafi  die  Zentrallinie  ungedehnt  bleibt,  lautet 


(6) 


lassen 


Aus   diesen   oder   den   allgemeinereu  Formeln   von  § 
sich  die  Ej-Dmmung  und  die  Windung  und  die  Ricbtungskosinus  der 
Hauptnormalen  und  der  Binormalen  berechnen. 


§  392.   aielchgewiohtspTObleme. 
Die  Theorie   ist   auf  das  Problem   der  Deformation   Ton  Ketten- 
gliedern*)   durch    den   Druck,    den    benachbarte    Glieder   aufeinander 
Qbertragen,   und   ähnliche  Probleme   anwendbar    und   läßt   sich  auch 
fOr  die  Ermittelung   des  YerhalteuB  von  Bogenträgem')  heranziehen, 


1)  E.  Winkler,  Der  Civüingenieur,  Bd.  4  (1868),  Ober  die  WinUerache  Ab- 
handlnng  sind  in  Todfaonter  und  Peorsons  History,  vol.  2,  p.  4S3f.,  auafflhrliche 
Mitteilnagen  gegeben  und  Eiuzellieiteii  beriobtigt. 

2)  M.  Bcesae,  Seehtreiies  analyliques  aar  la  fltxUm  et  la  ritittance  des  piieeg 
eourbe»,  Paria  18M.  Anch  aber  diese  Abhandlniig  ist  in  Todhuntet  nnd  Peatsoua 
Sistory,  vol.  2,  p.  362f.,  berichtet.    H,  T.  Eddy,  Ämer.  J.  of  Math.,  toI.  1  (1^78), 
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wenn  das  Kettenglied  bezw.  der  Bogenträger  als  dünner  krummer  Stab  an- 
gesehen wird.  Die  Gleichgewichtsgleichnngen  wurden  in  §  259  auf- 
gestellt, und  in  den  vorhergehenden  Pan^raphen  dieses  Kapitels  fanden 
wir  Formeln,  die  alle  vorkommenden  Größen  durch  die  Verechiebnng 
(u,  V,  u>)  und  die  Winkelverschiebung  ß  ausdrucken;  die  Größen 
u,  V,  tv  sind  dabei  selbst  durch  eine  Oieichuog  (3)  oder  (7)  mitein- 
ander verknüpft.  Spezielle  Probleme,  wie  die  oben  erwähnten,  haben 
natürlich  vorwiegend  technische  Bedeutung;  wir  wollen  uns  hier  da- 
mit h^nQgea,  einige  Fälle  der  Biegung  eines  Stabes  von  der  Form 
eines  unvollständigen  Kreisringes  kurz  zu  behandeln. 
-  i     a)  Biegung  eines  unvollständigen  Kreisringes  in  seiner  Ebene. 

Die  uDverzerrte  Zentrallinie  sei  ein  Kreis  vom  Radius  a,  9  sei  der 
Winkel  zwischen  einem  beliebigen  und  einem  fest  gewählten  Radius, 
dann  ist 

Po  =  ds/dO  =-  a. 

Die  Verschiebung  u  ist  längs  des  nach  innen  gezogenen  Radine 
gerichtet,  und  die  Verschiebung  w  hat  die  Richtung  der  Tangente 
des  Kreises  in  dem  Sinne,  in  dem  6  wächst.  Wir  setzen  voraus,  daß 
die  Ebene  des  Kreises  f3r  jeden  Punkt  des  Stabes  Hanptebene  und 
daß  die  Biegungssteifigkeit,  die  der  Biegung  in  dieser  Ebene  ent- 
spricht, gleich  B  ist.  Dann  verschwinden  v,  ß  and  !/£(,,  und  die 
Bedingung,  daß  die  Zentrallinie  ungedehnt  bleibt,  lautet 

-M  -  «■  W 

Das  Biegui^momeot  G'  in  der  Ebene  des  Kreises  ist 

das  andere  Biegungsmoment  und  das  Torsionsmoment  verschwinden. 
Der  Stab  werde  durch  Kräfte  gebogen,  deren  Komponenten  pro 
Längeneinheit  in  jedem  Punkte  in  Richtung  des  Radius  und  der  Tan- 
gente durch  X,  Z  gegeben  sind.  Die  aus  (26)  und  ('27),  §  259, 
folgenden  Gleichgewich  tagleichungen  lauten 

"f^+T+Xa^O,    f^-N+Za-0,    ^^  +  jr„  _  0.   (10) 

Hieraus  ergibt  sich,  daß  die  Schubkraft  N  und  die  Zngbean- 
spruchung  T  sich  durch  die  Gleichungen 

hat  fOr  die  Bebandlmig  des  Problems  dei  Bogentcfi^i  ein  gtaphieches  Ter&lureD 
TOTgeBcfalageD.  ,-,  . 
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in  w  ausdrücken  und  daß  w  der  Gleichung  genügt*) 


■  de* 


(12) 

Wir  verzeichnen  folgende  Resultate; 

1)  Wenn  der  Stab  dnroli  Ei^ftepaare  vom  Betrage  K,  die .  an  Beinen 
Enden  in  Beiner  Ebene  angreifen,  schwach  gebogen  wird,  so  bleibt  die  Zentral- 
linie kreisförmig,  ihr  Badius  verkleinert  siiäi  jedoch  um  den  Bmchteil 
KajB. 

2)  Wenn  die  Enden  des  Stabes  dnrch  B  =  ^u  gegeben  sind,  sodaS 
ihre  Verbindungslinie  vom  Zentrum  ana  unter  dem 

Winkel  2  a  eraeheint,  und  wenn  der  Stab  dnrch 
Ertlfte  vom  Betrage  R  gebogen  wird,  die  als  Zug 
ISngs  dieser  Linie  wirken  (siehe  Fig.  64),  so  ist  die 
Verschiebung  dnrch  die  Gleichungen  gegeben 

,v=  -  (a'B/£)e(cos«  +  icosö),     u—Z 

3)  Der  Stab  werde  durch  Kräfte  vom  Betrage 

S  schwach  gebogen,  welche  an  starren,  au  den  Enden  befestigten  Ansatz- 
stücken,    die    mit   der  Sehne    des    unvollständigen  Ringes    zosammeuf allen, 
angreifen    (Fig.  65).      Die    Verschiebung    ist    dann 
durch  die  Gleichungen  gegeben 

,f ^  (a*S/B)  e  sin  Ö,     u  «-  cwji 

4)  Der  Stab  bilde   einen  vollstElndige 
ring  und  werde  durch  normale  Druckkräfte 
trage    X^,    die    in    den    gegenüberliegenden    Enden 
eines     Durchmtsssers    angreifen,    schwach    gebogen. 
Wir  messen  B  von  diesem   Durchmesser    aus   (Fig^  i 
die  Versohiebung  w  in  einem  Punkte,  für  den  n  > 

«.  -  -  X,  (aVB)  [e/w  -  ^  (1  -  cos  Ö  -  -^ 9  sin  Ö)] ,     «  =  gw/SÖ. 
In  zwei  Punkten,  die  auf  entgegengesetzten  Seiten  jenes  Durchmessers  zn 
ihm  symmetrisch  liegen,  ist  die  Verschiebung  offenbar  dieselbe. 

Wir  können  den  Wert  von  u  für  einen  be- 
liebigen Punkt  berechnen  und  zeigen,  daß  der  mit 
der  Kraft- Angriffslinie  zusammenfallende  Durch- 
messer sich  um  {(jt*—  8)/4w|  (X^a'/B)  verkürzt, 
während    der    dazu    senkrechte    Durchmesser    sich 


)   und   erhalten   fOr 
>0, 


i(4  -  jt)/27(}  (X.oyB)  verlängert.^ 

5)  Der  Stab  bilde  einen  vollständigen  Kreis - 
ring  vom  Gewicht  W  und  sei  in  einem  Punkte 
seines  Umfanges  aufgehängt.  Wir  messen  6  vom 
höchsten  Punkte  aus  und  finden  für  die  Verschie- 
bung w  in  einem  Punkte,  für  den  w  >  6  >  0,  den  p«b  «e. 

1)  Vgl.  H.  Lamb,  London  Math.  Soc.  Proc.,  vol.  19  {1888),  p,  SÖ5.     Die  im 
Tett  unter  I)— ö)  gegebenen  ReaultBte  »nd  dieaer  Abhandlung  entnonuueD. 

8)  Dieae  Brgebniaae  verdankt  man  Saint-Venant,  Porig  C.  B.,  t.  17  n848) 
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-Tr(aVB)(8«)-M(e-«)'* 


e-«)(i- 


in  dem  eatsprechenilen  Punkte  der  andern  H&lfte  des  Binges  ist  die  Ver- 
schiebung dieselbe. 

In  diesem  Falle  können  wir  zeigen,  daß  die  BetrKge,  lun  die  der 
lotrechte  Durchmesser  sich  verlängert  und  der  wagerechte  Durchmesser 
sich  verkürzt,  halb  so  groß  sind,  wie  wenn  das  Gewicht  W  im  tiefsten 
Punkt  konzentriert  wBre. 

6)  Der  Stab  bilde  einen  voUstfindigen  Kreisring  und  rotiere  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  m  um  einen  Durchmesser'),  den  wir  als  y-Ächse 
iröhlen;  seine  Zentrallinie  beschreibt  dann  eine  Umdrehungsfl&che,  deren 
Meridianknrre  durch  die  Gleichungen  gegeben  ist 

>  =  ffl  Bin  e  +  ^  (mo)*aV-ß)  «'°**. 
3/  ~  ,1  cos  e  +  i'j  (moj'aVB)  (l  -  cos«  9), 

wo  M  die  Masse  des  Eingas  pro  Längeneinheit  hezeichnet  und  6  von  dem 
Durchmesser  ans  gemessen  ist,  nm  den  der  Bing  rotiert.  Die  Verkürzung 
dieses  Durchmessers  und  die  Verlängerung  des  dazu  senkrechten  Durch- 
messers haben  denselben  Betrag  ^(ma*a^/B). 

b)  Siegung  eines  tmvolisiändigen  Ereisringes  aus  seiner  Ebene 
heram. 

Wir  wählen  wie  Torhiu  den  Radius  des  Kreises  gleich  a  und 
kennzeichnen  einen  Punkt  des  letzteren  durch  den  Winkel  0;  die 
Ebene  des  Kreises  sei  diejenige  Hauptebene  des  Stabes,  fSr  die  die 
Bi^ungssteifigkeit  gleich  B  ist.  Wir  betrachten  den  Fall,  wo  der 
Stab  durch  eine  am  Ende  0  —  a  senkrecht  zu  dieser  Ebene  an- 
greifende Last  W  gebogen  wird');  am  Ende  0  =  0  sei  er  so  befestigt, 
daß  die  Tangente  in  diesem  Punkte  und  dasjenige  transversale  Linien- 
element,  das  im  ungespsnnten  Zustand 
nach  dem  Mittelpunkt  des  Kreises  hin 
gerichtet  ist,  ihre  Richtung  beibehalten. 
Dann  verschwinden  «,  v,  w,  ß,  du/d0, 
dvjde  mit  0. 

Die  Spannui^sresnltanten  N,  N', 
T  in  einem  beliebigen  Querschnitt  sind 
statisch  gleichwertig  mit  der  Kraft  W, 
deren  Richtung  zu  der  der  yj-Achse 
des  Querschnitts  parallel  ist;  wir  haben 


N~ßW,    N'-W,    T-{Wla)-{dvjd6) 


(13) 


1)  6.  A.  V.  Feachka,  Ztüsdtr.  MaA.  Fhye,  {Sehlömildt),  Bd.  13  (ISGS). 
i)  Das  Problem  üt  behandelt  von  Saint-YenaDt,  Porü  C.  B.,  t.  IT  (184S), 
und  von  H.  Reeal,  /.  de  MaOt.  (LiimBÜk),  (Sör,  8),  t.  8  (1877).      ^  ,  . 
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Die  MomeatengleicliuiigeD  lauten  daher 

'^  +  H-aW,    ff--aßW,    |?-G-0.         «14) 

Die  erste  nnii  dritte  derselben  ei^ben,  kombiniert  mit  der  Be- 
dingung, daß  G  und  H  für  6  —  a  Terscbwinden, 

G aWainia-e),    H-aW{l  ~  co6(tt- $)].       (15) 

Xun  haben  wir 

und  aus   diesen   Sleichungen   und   den   Grenzbedingongen   für   &  =  0 
können  wir  folgende  Oleichungen  erhalten: 

V  +  aß  —  ^' (9  -  sin  a  +  sin(a  —  $)},  ) 

i,  =  -^^-{(e_8ine)-8inK(l-cosfl)}  !    (17) 

+  iT^«'(^  +  i)  (Ö  «>8(«  -  Ö)  -  sin  Ö  cos  a}.\ 

Wir  können  noch  zeigen,    daß   u   und   w   klein   sind   von   der   Ord- 
nung v*. 

§  293.   Soliwüigiuiigeii  aines  EnlsriiigeB. 

Wir  wollen,  um  die  Anwendung  der  Theorie  der  Schwingungen 
zu  ÜlustriereD,  die  freien  Scbwingungen  eines  Stabes  betrachten,  der 
im  nngespannten  Zastand  einen  Ereisring  oder  das  StQck  eines  solchen 
bildet;  wir  wollen  unsere  Entwicklungen  auf  den  Fall  beschränken, 
wo  der  Querschnitt  des  Kingea  selbst  kreisförmig  ist  Wir  bezeichnen 
den  Radios  des  Querschnitts  mit  c,  den  des  von  der  Zentrallinie 
gebildeten  Kreises  mit  a  und  wählen  die  Verschiebung  u  in  Bichtung 
des  nach  dem  Mittelpunkt  des  letzteren  gezogenen  Radius.  Die  Be- 
w^angsgleichungen,  abgeleitet  wie  in  §§  278 — 280,  lanten 

-g-p-  +  r-«Ogp,    -e"-«ag^.,    -^-N-ma-^,     (18) 
nnd 

^«'  +  if»-}A4.gj  +  »)  (19) 
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wo  m  die  Masse  des  Ringes  pro  Längeneinheit  und 

E  ist  der  YoungBche  Modul  und  /f  die  Steifigkeit   des  Materials   des 
Bildes. 

Obige  Gleichungen  mit  der  Bedingung 

aä'-»       ■  («") 

ergeben  die  GlleichuDgen  der  Bewegui^. 

Offenbar  zerlegt  sich  das  obige  System  von  Oleichungen  in  zwei 
Gtruppen.  In  der  ersten  GFruppe  Terschwindeu  v  uod  ß,  und  die  Be- 
wegung ist  durch  die  Verschiebung  u  oder  w  gekennzeichnet,  wobei 
diese  Variabein  durch  Oleicfanug  (8)  miteinander  verknüpft  sind;  in 
diesem  Falle  haben  wir  Biegungsschwit^ungen  des  Ringes  in  seiner 
Ebene.  In  der  zweiten  (hnppe  verschwinden  u  und  iv,  und  die  Be- 
wegung wird  durch  v  oder  ß  gekennzeichnet,  Bodaß  wir  Bieguogs- 
Bchwingnngen  haben,  bei  denen  sowohl  Verschiebung  senkrecht  zur 
Ringebene  wie  Drall  auftritt. 

In  derselben  Weise  läßt  sich  zeigen,  daß  die  Schwingungen  eines 
krummen  Stabes  überhaupt  stets  in  zwei  derartige  Klassen  zerfallen, 
wenn  die  Zentrallinie  des  uugespannten  Stabes  eine  ebene  Kurve  ist 
and  ihre  Ebene  fQr  jeden  Punkt  eine  Hauptebene  des  Stabes  ist.  Ist 
d^egen  die  ZentraUinie  eine  doppelt  gekrümmte  Kurve,  so  ist  von 
einem  Zerfallen  der  Schwingungsarten  in  zwei  Klassen  keine  Rede, 
und  das  Problem  gestaltet  sich  äußerst  verwickelt.^) 

a)  Biegungsschwingungen  in  der  Ebene  des  Ringes. 

Wir  vereinfachen  die  Fr^estellimg,  indem  wir  „rotatorische  Träg- 
heit" vernachlässigen.  Dies  läuft  darauf  hinaus,  daß  wir  die  rechte 
Seite  der  zweiten  der  Gleichungen  (19)  streichen.    Wir  haben  dann 

und 

ia^iw  +  ^Ffl-  +  9flO  "  """äi'r  -  de'}  ■ 
Die  NormalfunktioneD  für  freie  Schwingung  bestimmen  wir,   in- 


IJ  Die  Schwingangeu  eiuea  Stabes,  degeen  natOrliche  Form  eine  Schraaben- 
liuie  ist,  siad  vou  J.  H.  Michell,  loc.  cit.  p.  509,  sowie  aoch  vom  VeifMBer,  Cam' 
bridge  IM.  Soe.  Trans.,  vol.  13  (1899),  tintenucht  worden. 
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dem  wir  tr  io  der  Form  Weoa  (pt  +  s)  aiuetzeii,  wo  W  eine  Fuoktion 
von  6.    Wir  haben  dann  die  Qleichnng 

'W  +  '''8$^  +  Tö'-l^  ~  ~E^i^}  ■•■    Enc*'  "^  -  "■ 

Das  vollständige  Integral  ist  von  der  Form 

x-S 

TT  =  2  (^,  cos  nj  +  B^  sin  nj), 

wo  n,,  t^,  »s  die  Wurzeln  der  Gleichung 

«»(«»  -  1)'  -  («»  +  l)(4»ia*p'/E«c*). 
Handelt  es  sich  um  einen  Vollring,   so   mnß  n  eine  ganze  Zahl 
sein,  und  wir  erhalten  Schwingungen,   bei  denen  »  Wellenlängen  auf 
den  Umfang  entfallen,  wo  n  eine  ganze  Zahl,  die  größer  ist  als  eins. 
Die  Schwingungszahl  ist  dann  durch  die  Gleichung  gegeben') 

P    "4».«'      «*+l  t-il) 

Ist  der  Ring  nicht  geschlossen,  so  erhalten  wir  die  Frequenzen- 
gleichung, indem  wir  die  Bedingungen  dafflr  aufstellen,  daß  N,  T,  G' 
an  den  Enden  verschwinden.  Das  Resultat  ist  schwer  zu  deuten, 
außer  in  dem  Falle,,  wo  die  Änfangekrümmnng  gering  ist,  wo  also 
der  Radius  der  Zentrallinie  groß  ist  im  Vergleich  zu  ihrer  Länge.  Die 
Schwingungszahl  ist  dann  etwas  niedriger  ab  bei  einem  geraden  Stabe 
von  gleicher  Länge  und  gleichem  Material  und  Querschnitt.*) 
b)  Bioffungsschwinffungen  senkrecht  nur  Eierte  des  Ringes. 
Wir  vereinfachen  das  Problem,  indem  wir  „rotatorische  Trägheit" 
vernachlässigen,  also  die  rechten  Seiten  der  ersten  und  diitten  der  Glei- 
chungen (19)  streichen;  wir  wollen  annehmen,  daß  der  Ring  ge- 
schlossen ist.    Wir  können  dann  schreiben 

V  =  Tcos  («Ö  +  a)  cos  (pt  +  e),  ß  =  S'  cos  (nÖ  +  «)  cos  {pt  -[-  b), 
vQY,B',a,E  Konstanten  und  n  eine  ganze  Zahl.  Aus  der  ersten 
und  dritten  der  Gleichungen  (19)  tind  aus  der  zweiten  der  Gleichungen 
(18)  erhalten  wir  die  Gleichungen 

n\aB-  +  «»F)  +  ^^  n\aB'  +  V)-  -5^^^V, 

^^n'iaS'  +  V)  +  (aB-  +  nn)  -  0; 

daraus  er^bt  sich  die  Frequenzengleichung^ 

1)  OftB  Reanltat  verdankt  man  R,  Hoppe,  J.  f.  Math.  (CreUe),  Bd.  7a  (1B71). 
8)  Die  Frage  ist  sehr  auaführlich  erörtert  von  H.  Lamb,  Ux.  cü.  p.  615. 
3)  Dm  BeBultat  verdankt  man  J.  H.  Uichell,  Joe  eit.  p.  609. 
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wo  0  die  PoissoDsche  Konstante  des  Materials  bedeutet  und  die  Be- 
ziehung E^  2ft(l  +  ff)  eingeMirt  iat.  Bemerkenswert  ist,  daS  selbst 
bei  der  tiefsten  Schwingung  (» =  2)  die  Frequenz  sich  wenig  von 
dem  Wert  unterscheidet,  der  zu  der  entsprechenden  Biegongsschwingung 
in  der  Ebene  des  Ringes  gehört. 

c)  DriUungs-  und  Dehnungsschieingungen. 

Ein  knunmer  Stab  besitzt  auch  Arten  freier  Schwingung,  die  den 
Dhllungs-  und  Dehnungsachwingungen  eines  geraden  Stabes  analog  sind. 
Um  die  DrillnngSBChwingungen  eines  Kreisringes  zu  erhalten,  lassen  wir 
w  und  u>  versobwinden  und  nehmen  v  klein  gegen  aß  an;  dann  sind  die 
zweite  der  Gleichungen  (18)  und  die  erst«  der  Gleichungen  (19)  i^herongs- 
weise  befriedigt,    und    die    dritte   der  Gleichungen  (19)  lautet  angenSbert 

2a'     de* 

Beim  Vollring  haben  wir  Schwingungen  von  diesem  Typns,  die  auf 
den  üm&ug  n  WeUenlängen  ei^ben,  und  die  Frequenz  p/Zn  ist  durch 
die  Gleichung  gegeben 

P'-^C- +  '  +  '')■  (2S) 

Fflr  ft  °-  0  lassen  sich  die  Bewegungsgleichungen  streng  befriedigen, 
wenn  wir  v  —  0  setzen  und  ß  unabhKngig  von  B  annehmen.  Das  Cha- 
rakteristische an  dieser  Schwingungsart  ist,  daß  jeder  kreisförmige  Qaer- 
schnitt  des  Kreisringea  in  seiner  Ebene  durch  denselben  kleinen  Winkel  ß 
um  die  Zentrallinie  gedreht  wird,  wahrend  diese  Linie  selbst  nicht  ver- 
schoben wird.') 

um  die  Debnungsscbwingungen  eines  Ereisringes  zu  erhalten,  lassen 
wir  V  und  ß  verschwinden  und  nehmen  an,  daB  Gleichung  (8)  nicht  gilt. 
Die  Dehnung  der  Zestrallinie  ist  dann  gleich  a~'(^w/c0  —  u),  and  die 
Zugbeanspruchung  T  ist  gleich  £«c'a""'(r«'/SÖ  —  m).  Die  Momente  ff,  H 
und  die  Schubkraft  N'  verschwinden.  Die  Ausdrücke  für  das  Moment  ff' 
und  die  Schubkraft  Ä"  enthalten  c*  als  Faktor,  während  T  den  Faktor  c* 
enthalt.  Wir  können  daher  in  gewisser  Annäherung  G'  und  N'  streichen 
und  die  rotatorische  Trägheit  vernachlässigen,  die  zu  der  rechten  Seite  der 
aweiten  der  Gleichungen  (19)  Anlaß  gibt.  Die  von  «  und  w  zu  erfflllen- 
den  Gleichungen  sind  dann  die  erste  und  die  dritte  der  Gleichungen  (18),  d.h. 

Die  Verschiebung  bei  freien  Schwingungen  von  der  Frequenz  y/2«  ist 
gegeben  durch  Gleichungen  von  der  Form 

1)  Das  Grgebnb,  daß  die  SchwingungBartcu,  bei  denen  TerBcfaiebuogen  v 
und  ß  Torkommen,  zwei  Typen  angeboren,  fand  A.  B.  Bauet,  London  Math.  Soe. 
ProC;  vol.  28  (1SS2),  und  die  Frequenz  der  Diillungncltwingangen  wurde  von 
ihm  ermittelt. 
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«  —  (^  sin  «fl  +  B  coB  nS)  co3  {pt  +  t), 
¥>  —  n{A  cos  «0  —  £  sin  nö)  cob  {pi  +  i), 
wo  ^ 

'''-^'(•  +  "')-  (") 

Für  n  -^  0  Terschwindet  tc  und  f4  ist  nnabhSngig  von  f,  imd  die 
BewagangBgleichungen  sind  streng  befriedigt  Der  Ring  fährt  radi&le 
Schwingnngeii  ans,  sodafi  die  Zentralliiiie  einen  Kreis  von  periodisch 
wechsehidem  Badius  bildet,  and  die  Querschnitte  bewegen  sich,  ohne  sich 
zu  drehen. 

Die  Schwlngnngsarten,  die  in  diesem  Paragraphen  unter  c)  betrachtet 
wurden,  haben  eine  viel  höhere  Sehwingangszabl  wie  die  unter  a)  und  b) 
bebandelten  und  würden  wahr§cheinlich  echwer  zn  erregen  sein. 
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Kapitel  XXn. 
Die  Beckung  und  Biegung  von  Platten. 


§  294.  EeiuLZ«lo]uniig  der  Spannimg  in  einer  Platte. 
Die  Wechselwirkungen  zwischen  den  Teilchen  einer  dünnen  Platte 
lassen  sich  in  großer  Annäherung  mit  Hilfe  der  auf  die  Qesamtdicke 
bezogenen  Spannungsresultanten  und  Spannungsmomente  aosdrücken. 
Die  Dicke  der  Platte  sei  2A;  in  der  mitten  zwischen  den  „Seiten" 
(engl,  „faces")  liegenden  Ebene,  der  sog.  ^ittelebene",  wählen  wir 
einen  Koordinatenanfiing  und  ein  rechtwinkliges  (x,  i/)-AchsenByBtem, 
die  iff-Achse  ziehen  wir  senkrecht  zu  dieser  Ebene  so,  daß  die  {x,  y,  ss)- 
Achsen  ein  rechtshändiges  System  bilden.  Wir  denken  uns  eine  zylindri- 
sche Fßche  C,  die  die  Mittelebene  in  einer  Kurve  s  schneidet.  Der  Band 
der  Platte  ittt  eine  solche  Fläche  C,  die  entsprechende  Kurve  nennen 
wir  die  ,^andlinie"  (engl,  „edge-line").  Was  den  Richtnngasinn  der 
Normalen  v  von  s  anbetrifft,  so  f&hren  wir  eine  feste  Verabredung 
ein,  wonach  v,  s,  e  den  Richtungen  eines  rechtshändigen  Systems 
parallel  sein  sollen.  Wir  betrachten  die  Wirkung,  die  deijenige  von 
C  begrenzte  Teil  der  Platte,  in  den  v  hineinzeigt,  auf  den  andern 
Teil  ausübt.  Es  sei  Ss  ein  kurzes  Stflck  der  Kurve  s\  durch  die 
Endpunkte  von  Ss  ziehen  wir  zwei  Erzeugende  von  C,  die  ein  kleines 
Flächenstück  Ä  auf  C  begrenzen.  Die  auf  das  Flächenstück  A  wir- 
kenden Spannungen  sind  statisch  gleichwertig  mit  einer  Kraft  im 
Schwerpunkt  von  Ä  und  einem  KHiftepaar.  Wir  zerlegen  diese  Kraft 
and  dies  Kräftepaar  in  Komponenten  nach  den  Richtungen  v,  s,  s. 
Mit  [T],  [S],  [N]  bezeichnen  wir  die  Komponenten  der  Kraft,  mit 
\_H],  [G],  [K]  die  des  Kräftepaars.  Wenn  Ös  unbegrenzt  abnimmt, 
so  streben  diese  Großen  dem  Qrenzwert  null  zu,  und  auch  der  Grenz- 
wert von  [K]/ds  ist  null,  [Tj/iJs,  ■  ■  ■  [G]/Ss  dagegen  können  endlich 
bleiben.  Wir  bezeichnen  die  Grenzwerte  von  [T]/ds,  . . .  mit  T,  . . . 
Dann  sind  T,  S,  N  die  Komponenten  der  zur  Linie  s  gehörenden 
Spannungsresultante,  und  H,  G  die  Komponenten  des  zu  derselben 
Linie  gehörenden  Spannungsinoments.  T  ist  Zug,  S  und  N  sind 
Schnbkräfte,  die  tangential  und  normal  zur  Mittelebene  wirken,  G  ist 
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ein  BiegungemoDient   und  H  ein  DritlungsmomeDt.     Ist  die  Normale 

V  von  8  zar  ai-Achse  parallel,  bo  ist  5  zur  y-Achse  parallel.    In  diesem 

Falle   geben    wir   1\  ...   den  Indei    1.     Wenn   die   Normale   v   zur 

y-Achse   parallel    ist, 

80  ist  S  zur  negativen 

Bicbtung  der  ai-Achse 

parallel.      In    diesem 

Falle  geben  wir  T, . . . 

den    Index    2.      Die 

Verabredungen     über 

den        Ricbtungssinn 

dieser  Kräfte  und  Momente  werden  durcb  Fig.  68  erläutert. 

Um  T, . . .  auszudrücken,  führen  wir  vorübergehend  {x,  y',  z)- 
Achsen  ein,  die  den  Richtungen  von  v,  s,  z  parallel  sind,  und  be- 
zeichnen die  auf  diese  Achsen  bezogenen  Spannungskomponenten  mit 
X^, .  . .     Dann  haben  wir  die  Formeln*) 

T-fx^de,    S~fx^dz,     N=fx',dz, 

H-  f—eX'^dz,     G—fzX^dz; 

V  zur  2;-Achse  bezw.  zur  y- Achse 


(1) 


in  dOD  beiden  besonderen  Fällen, 
parallel  ist,  lauten  diese  Formeln 

T,-fx,de,    S^-fx,dz,    N,-fx,<li, 

H,  -f-  iiX,dz,    O,  -fiX^dü         I 
besw. 

S,  -f-  X^de,    T,  -fr,di,    X,  -fY,dz 

G,-fiY^de,    H,-fiX^di. 

Wir  bemerken,  daß  nach  diesen  Formeln 
S, S„    H, i/,. 


1)  Eb  ist  angenommen,   daß  die  Platte  nur  schvacb  gebogen  wird.     Vgl. 
8  888  in  Kap.  XXIT. 


13) 
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§  395.  TrauBformation  der  SpannuiLgsiflsiiltaiitea  nnd  der  Spaaniuigs- 
momente. 
Wenn   die  Xormale  v  der  Kurve  s  mit  der  x-  und   der  y-Aclise 
die  Winkel  8  und  ^x  —  8  einschließt,   so   berechnen   sich  T,  S,  .  . . 
aus  Formeln  wie 


T^fx'^da, 


(4) 


in   denen  die  Spannnngskomponenten  X'^,  .  . .   aus   den  Formeln  (9) 

von  §  49  för 

I,  —  cos  8,     m^  —  sin  9,     i,  =-  —  sin  8,     »»,  —  cos  6, 

»i=«j  —  ig  —  Mj  —  0,     n,  —  1 
folgen.     Wir  erhalten 

r  —  T,  cos'ö  +  T,  8in*e  +  S,  sin  2  8, 
S  -  ^(r,  -  r,)  sin  2Ö  +  S,  cos  20, 
iV  =  J?i  coa  Ö  +  A,  sin  8, 
G-^Gi  cos»fl  +  Gj  ain'Ö  -  ffj  sin  2fl, 
B"-  ^(G,  -  Gj)  sin  2«  +  B^  cos  2Ö. 
Statt    die    zur   Linie    s   gehörenden    Sponnungsresnltanten   nnd 
Spannimgsmomente  nach  den  Richtungen  v,  s,  b  za  zerlegen,  könnten 
wir  sie  auch  nach  den  Richtungen  x,  y,  e  zerlegen.    Die  Komponenten 
der  Spann ungsresultante  würden  sein: 

parallel  zo  a;:     ?*  cos  fl  —  S  sin  8,  oder  T^  cos  ö  +  Sj  sin  6,  | 
parallel  zu  y:     2" sin  ö  +  Scos  8,  oder  T,  sin  ö  +  S,  cos  e,\    (6) 
parallel  zu  «:     Aj  cos  ö  +  JVj  sin  ö;  ) 

diejenigen  des  Eräftepaars  würden  sein: 

nm  eine  Achse  in  der  x-Richtung:    if  cos  8  —  Gsm8,  oder      \ 

-ffj  cos  ö  —  G,  sin  fl  J 

um  eine  Achse  in  der  y-Richtung:     -ff  sin  fl  +  G  coa  8,  oder       j 

Gicoaö  — ff,  sinöJ 


(6) 


§  296.  OleiobimseD  des  Olelehgdwlehts. 
Es  bezeichne  C  wie  vorhin  eine  zylindrische  Fläche,  die  die 
Mittelebene  rechtwinklig  in  einer  Kurve  s  durchsetzt;  letztere  stelle 
eine  einfache  geschlossene  Berandung  dar.  Die  Üußeren  Kräfte,  die 
auf  den  von  C  umgrenzten  Teil  der  Platte  wirken,  mögen  sich  aus 
Massenkräften  und  Oberflächenspannungen  auf  die  Seiten  {s  =  h  nnd 
z  =  —  K)    der   Platte    zusammensetzen.      Diese   äufiereu   Kräfte   sind 
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statisch  gleichwertig  mit  einer  Einzelkraft,  die  im  Schwerpunkt  P 
des  innerhalb  C  liegenden  Volumena  angreift,  und  einem  Kräftepaar. 
Wir  bezeichnen  mit  [X'],  [!"],  [Z"]  die  Komponenten  der  Kraft  in 
Bichtong  der  (x,  y,  .ej^Achsen  und  [L"\,  \M\  [N']  die  Kompouenten 
des  Kraftepaars  um  dieselben  Achsen.  Lassen  wir  das  von  der  Kurve 
8  umgrenzte  FläcbensfcQck  a  unbegrenzt  abnehmen,  indem  wir  s  auf 
J  zusammenziehen,  so  sind  die  Grenzwert«  von  [X'], , . .  [L%  . .  ■ 
null,  und  der  Orenzwert  von  [N']/(o  ist  ebenfalls  null,  aber  die  Grenzwerte 
TOD  [X'J/m, . , ,  können  endlieh  sein.  Wir  bezeichnen  die  Grenzwerte 
von  [X']/to, . .  .  mit  X', . . .  Dann  sind  X',  Y,  Z'  die  Komponenten 
der  Kraftrestiltanten  der  äußeren  Kräfte,  bezogen  auf  die  Flächen- 
einheit der  Mitteiebeae,  und  L',  M'  sind  die  entsprechend  gemessenen 
Komponenten  des  resultierenden  Moments. 

Die  anf  die  Masseneinheit  bezogene  Masseukraft  bezeichnen  wir 
wie  gewöhnlich  mit  (X,  Y,  Z)  und  die  Dichte  mit  p.  Die  Definition 
Ton  X',  Y,  Z',  M',  N'  drflekt  sich  analytisch  durch  folgende  For- 
meln aus 


X-=f</Xd!!  +  (X,),^,  -  (X.),^_„ 

r-/(.rd^  +  (r,)..,-{r,),_», 

Z'=fQZdz  +  (2,),  =  ,  -  (2J...„ 


(7) 


L'  -/-  zgYdB  -h\{Y,),^,  +  (r,),_. 
M'-feQXde  +  A|(X,),..  +  (X,).._J, 


(8) 


Die  Resultanten  und  resultierenden  Momente  aller  Kräfte,  die  auf 
den  von  der  zylindrischen  F^he  C  umgrenzten  Teil  der  Platte  wirken, 
setzen  wir  gleich  null.  Aus  den  Formeln  (5)  erhalten  wir  die  Glei- 
chungen 

f(TiC08$  + S,^ne)äs+ffX'dxdy~0,    i 

f{T,  sin  e  +  Si  cos  e)ds  ■\-ffYdxdy  =  0,  (9) 

f(NiCos0+ Ntaine)ds-i-ffz'dxdy  =  0,    ) 

wo  die  OberSächenintegrale  Qber  das  von   s   begrenzte  Fläcbenstück 
und  die  Eorvenint^rale  längs  s  erstreckt  sind.    Aus  den  Formeln  (ö) 
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und  (6)  ei^eben  sich  die  Gleichungen 

f[{Hi  coa  Ö  —  G,  Bin  Ö)  +  y(N,  cos  6  +  N,  sin.  e)]ds 

+ffiL'  +  yZ')dxdy  =  0, 
f[  (Gl  cos  e  —  jffi  sin  0)  —  x(N^  cos  Ö  +  iV,  sin  6)  ]  ds 

+Xf{M'  -  xZ^dxdy  -  0 
f[x(Tj  sin  (9  +  5i  cos  0}  -  y{r,  cos  ß  +  S^siae)] ds 

+ffixY'  -  yX')dxdy  -  0. 

Da  cos  9  und  sin  $  die  Ricbttmgskosinus  der  Kormaleu  von  », 
bezogen  auf  die  x-  und  die  y-Achse,  so  können  wir  die  Eurveninte- 
grale  in  FlächeniDtegrale  verwandeln.  Wir  erhalten  so  aus  (9)  drei 
Gleichungen,  die  in  jedem  Funkt  der  Mittelebene  gelten,  nämlich 

Ebenso  transformieren  wir  die  Gleichungen  (10)  und  führen  die 
durch  die  Gleichungen  (11)  sich  ergebenden  Vereinfachungen  ein. 
Die  dritte  Gleichung  ist  identisch  erfüllt.  Wir  erhalten  so  zwei 
Gleichungen,  die  in  jedem  Punkte  der  Mittelebene  gelten,  nämlich 

?^_3,'?.  +  if  +i'  =  0,     ^fA^^?L_N  +M'  =  0.    (12) 

Die  Gleichungen  (11)  und  (12)  stellen  die  Gleichgewichtsgleichungen 
der  Platte  dar. 

§  297.  R&ndbedlngnugeii. 
In  einer  von  gegebenen  Kräften  beanspruchten  dicken  Platte 
haben  die  durch  X^,  Y^,  Z^  gekennzeichneten  Spannungen  (unter  v 
die  thermale  des  Bandes  verstanden)  in  jedem  Funkte  des  Randes 
vorgeschriebene  Werte.  Handelt  es  sich  um  eine  dOnne  Platte,  so 
ist  die  tatsächliche  Verteilung  der  Spannungen  über  den  als  Zylinder- 
flache  angesehenen  Rand  praktisch  belanglos.  Wir  stellen  deshalb 
die  am  Rande  angreifenden  Spannungen  dar  durch  ihre  Resultantrai 
und  resultierenden  Momente  pro  Längeneinheit  der  Eandlinie,  d.  h. 
der  Kurve,  in  welcher  der  Rand  die  Mittelfläche  durchsetzt.  Aus 
dem  Saint- Venantschen  Prinzip  (§  89)  folgt,  daß  in  einiger  Entfernung 
vom  Rande  die  Wirkungen  zweier  Spannungsaysteme,  die  dieselben 
(wie  oben  gerechneten)  Resultanten  und  resultierenden  Momente  liefern, 
praktisch  einander  gleich  sind.  Diese  Resultanten  und  Momente  mögen 
durch  die  Komponenten  T,  S,  N  und  H,  G,  die  in  dem  Sinne  wie 
früher  T,  S,  N  und  H,  G  genommen  sind,  festgelegt  sein;   die  Nor^ 
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male  der  Raudlmie  ist  dabei  ala  nach  außen  gerichtet  gedacht.  Nun 
mögen  die  Resultanten  und  resultierenden  Momente,  die  einer  zur 
Bandlinie  parallelen,  aber  nicht  gerade  benachbarten  Kurre  ent- 
sprechen, den  früheren  Festsetzungen  gemäß  berechnet  werden,  wobei 
die  Normale  dieser  Kurve  gegen  die  Handlinie  gerichtet  sei;  man 
bilde  die  Grenzwerte  dieser  Größen,  die  sich  ergeben,  wenn  man  die 
parallele  Kurve  mit  der  Randlinie  zusammenfallen  läßt.  Diese  Grenz- 
werte seien  T,  S,  N  und  H,  G.  Sehr  wichtig  ist  nun  die  Bemerkung, 
daß  die  statische  Gleichwertigkeit  der  angreifenden  Kräfte  mit  den 
Spannuugsresultantea  und  Spannungsmomenten  am  Rande  keine3w^;s 
verlangt,  daß  die  folgenden  Gleichungen  sämtlich  erfüllt  sind: 
r-T,     S=S,     N^JÜ,    S-U,     G-G. 

Diese  fünf  Gleichungen  decken  sich  mit  den  von  Poivson*}  an- 
genommenen Randbedingungen.  Zu  einem  System  von  Tier  Rand- 
bedingungen gelangte  später  Kirchhoff),  der  von  einer  speziellen 
Annahme  über  die  Natur  der  Verzerrung  im  Innern  der  Platte  aus- 
ging und  das  Verfahren  der  Variation  der  Energie funktion  anwendete. 
Die  Bedeutung  der  Zurückfilhrung  der  Zahl  der  Bedingungen  von 
fttnf  auf  vier  wurde  zuerst  von  Kelvin  und  Tait')  klargestellt.  Sie 
beruht  auf  dem  Umstände,  daß  die  Art  der  Verteilung  der  das 
DriUungsmoment  ergebenden  Spannungen  am  Rande  unwesentlich  ist. 
Das  auf  ein  endliches  BandstUck  wirkende  Moment  würde  sich  ans 
Spannungen,  die  zur  Mittelebene  senkrecht  sind,  ableiten  lassen,  und 
djpse  würden,  auf  Resultanten  und  resultierende  Momente  pro  Längen- 
einheit der  Randlinie  zurückgeführt,  gleichwertig  sein  mit  einer  Ver- 
teilung von  Schubkräften  vom  Tjpus  N  (an  Stelle  der  Dtiilungs- 
momente  vom  Typus  H).  Die  erforderlichen  Schubkräfte  sind,  wie 
sich  leicht  ergibt,  gleich  —  cH/^s.  Zu  diesem  Resultat  gelangt  man 
mit  Hilfe  des  folgenden  Satzes  der  Statik:  Sind  längs  einer  ebenen 
geschlossenen  Kurve  s  Kräftepaare  vom  Betr^e  H  pro  Längeneinheit 
verteilt,  so  zwar,  daß  in  jedem  Punkte  die  Achse  des  Kräftepaares 
normal  zur  Kurve  ist,  so  ist  diese  Verteilung  statisch  gleichwertig 
mit  längs  der  Kurve  verteilten  Kräften  vom  Betrage  —  cH/ds,  deren 
Richtung  in  jedem  Punkte  zur  Ebene  der  Kurve  senkrecht  ist. 

Man  beweist  den  Satz  ohne  weiteres,  indem  man  die  Resultante  und 
das  resultierende  Moment  der  Kraftverteilung  —  cHjds  bildet  Da  die 
z-Acbse  zur  Ebene  der  Kurve  senkrecht  steht,  so  ist  die  Kraft  in  jedem 
Punkte  zur  z-Aohse  parallel,  und  die  Kraftresultante  drückt  sich  ans  durch 

1)  Siehe  Einkitung,  Fußnote  3S.  Die  LOsangen,  die  PoiBBon  ffli  spezielle 
Probleme  gibt,  bleiben  richtig,  weil  bei  allen  dieaen  H  verschwindet 

i)  Siehe  EinUitting,  Fußnote  Hb. 

S)  Nat.  Fhil,  1.  Aufi.,  1867.  Dieselbe  Erk^rnng  gab  J.  BousaineBq  im 
Jahn  1871.    Siehe  ftnJeäwn^,  Fufinot«  ISS. 
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das  die   geschlossene  Eoire   entlang   erstreckte  Integral  /  —  f.— äs.    Dies 

Int^nJ  Terschwindet.  Die  Komponenten  des  reBoltierenden  Moments  um 
die  X-  and  die  y-Achse  drücken  sieb  durch  die  längs  der  Kurve  ergtreckten 

Integrale /  —  y-^(fj  and  j  x-^da   aus.     Bezeichnet  v   die  Bichtoug   der 

Kormalen  der  Kurve,  so  haben  wir 

J-  y|jda  -^Jn^^ds  ~Jh  cos  {x,  v)ds, 
und 

jA^d.  -J-  nf^i^  -Jh«,,  (j,,  v)d., 

WO  die  Integrationen  die  Kurve  entlang  erstreckt  sind.  Die  Ausdrücke 
J  S  coa(x,v)ds  vjii  1  H  (Mi  (i/,v)ds  sind  die  Werte  der  Komponenten 
des  resultierenden  Moments  der  Krfiftepaar-Terteilung  H. 

Der  Satz  möge  an  einer  Figur  erläutert  werden.  Wir  denken  uns 
die  Kurve  s  als  ein  Polygon  von  großer  Seitenzahl.  Das  Kttöepaar  HÖs, 
dag  zu  einer  Seite  von  der  Länge  6  8  gehört,  ist  Btatiach  gleichwertig  mit 
zwei  Kräften  je  vom  Betrage  H,  die  an  den 
ff'6M  H  H*6H  Enden  der  Seite  senkrecht  zur  Ebene  der  Kurve 

in   entgegengesetzter  Bichtnng   angreifen.     Die 
zu  den  anstoßenden  Seiten  gehörenden  Momente 

"^   lassen  sich  in  Ähnlicher  Weise  durch  Paare  von 

Kräften  vom  Betrage  H  +  SH  bezw.  H  —  6H 
ersetzen,  wo  dHsoviel  wie  (eH/ds)Ö8  (Pig.  69). 
'  ■"    fl*sa  Insgesamt   behalten  wir  schliefllich   eine  Kraft 

Hg.  (9.  —  8H  sa  dem  einen  Ende  jeder  Seite  von  der 

Länge  6s  übrig,  in  der  Grenze  also  eine  Kraft- 
verteilung —  dHlds. 

Wie  aus  diesem  Satze  folgt,  kann  bei  Aufstellung  der  (31eichangen 
des  Gleichgewichts  ebes  beliebigen  Teils  der  Platte,  der  von  einer 
zjlindriacben,  die  Mittelääche  in  einer  Kurve  s  senkrecht  durchsetzen- 
den FEche  umgrenzt  wird,  daa  Drillungsmoment  H  an£er  Acht  ge- 
lassen werden,  vorausgesetzt,  daB  die  Schubspannungsresnltante  N 
durch  N  —  dHßs  ersetzt  wird.^)  Die  Randbedingungen  stellen  nun 
Grenzformen    der    Gleichgewichtsgleicbnogen     fQr    gewisse    schmale 

1)  Dies  ReRultat  könnte  man  bei  Ableitung  der  GleichgewiDhtsbedingnngen 
(11)  und  (IS)  benutzen.  Die  Eurvenintegrale  in  der  letzten  der  Qleiohnngesi  (9) 
nnd  in  der  ersten  der  Gleichungen  (10)  würden  lauten 


/f« 


-'-i)¥- 


daraus  würden  wir  leicht  die  in  (9)  und  (lO)  gegebenen  Formen  erbalten. 
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Streifen  der  Platte  dar;  die  Kontur,  in  der  die  Unigrenzang  eines 
solchen  Streifens  die  Mittelebene  schneidet,  besteht  aus  einem  kurzen 
BogenstUck  der  Randlinie,  den  beiden  Normalen  dieser  Kurve  in  den 
Endpunkten  desselben  und  dem  BogenstUck,  das  auf  einer  zur  Rand- 
linie parallelen  Kurve  von  diesen  Normalen  abgegrenzt  wird.  Wir 
gehen  zur  Grenze  über,  indem  wir  zunächst  die  ParaUelkurve  mit 
der  Randlinie  zusammenfallen  lassen  und  dann  das  betreffende  Bogen- 
stßck  der  Randlinie  unbegrenzt  abnehmen  lassen.    Dem  obigen  Satze 

fmäß  haben  wir  die  gesuchten  Gleichungen  so  zu  bilden,  daß  wir 
und  H  fortlassen  und  Jf  und  N  durch  N  —  SH/ds  und  N  — ?H/ß8 
ersetzen.  Dann  ei^bt  sich,  dafi  die  Randbedingungen  folgendermaßen 
buten: 

f-T,    S-S,    ^■-aF/9s-N-cH/fs.    ff-G. 

Diese  vier  Gleichungen  decken  sich  mit  den  von  Kirchhoff  an- 
genommenen Randbedingungen. 

Bei  üntersnchung  der  Bandbedingongen  nach  dem  eben  angedeuteten 
Verfahren  bemerken  wir,  dafi  die  Anteil*,  die  die  Massenkräfle  und  die 
Bpannuugen  auf  die  Flattenseiteu  zu  den  Oleicbgewichtsgleichongen  geben, 
nicht  nur  selbst  in  der  Grenze  verschwinden,  sondern  daß  auch  diese 
dividiert  durch  dos  zur  Kontur  des  Streifens  gehörende  kurze  Bogenstflck 
der  RandUuie  in  der  Grenze,  wo  die  LSnge  desselben  unbegrenzt  abnimmt, 
verschwinden.  Bezeichnen  wli-  das  Bogenstück  mit  ds,  so  haben  wir  die 
OleicbuDgen  vom  Typus 

lim  (ds)-^ffx'dxdp  -  0,     lim  {da)-\fJ(L'  +  yZ')dxdy  —  0, 

wo  die  Integration  über  das  von  der  Kontor  des  Streifens  begrenzte  Flächen- 
stttck  erstreckt  ist.  Die  Gleichgewichtsgleichungen  des  Streifens  fllhren  da- 
her anf  folgende  Beziehungen: 

Um  {6s)-^f{T  coaB-S  sin  e)ds  -  0  , 
lim(Äs)-»y(r8ine-|-Sco8,ö)ds  =  0, 

\imidi)-^f{N-^^)d8''0,  ^         (13) 

lim  (Ss)-^n-  e  sin  Ö  +  y(A'  -  "gf))'*»  *  0 
Um  (Sa)-'  /"jff  cos  6-x(N-ifjjds  -  0, 

wo  die  Integrationen  sämtlich  die  Kontur  des  Streifens  entlang  erstreckt 
sind  und  T,  .  .  .  die  den  Verabredungen  von  §  294  entsprechend  gerech- 
neten Besultanten  und  resultierenden  Momente  der  Spamiungeu  anf  die 
B&nder  des  Streifens  bezeichnen.  Wir  bestimmen  die  Anteile,  die  die  vier 
Linien,  in  denen  die  B&nder  des  Streifens  die  Mittelebene  schneiden,   zu 
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den  einzelnen  Eurvenintegralen  ergeben.  Da  die  Parallelkurre  mit  der 
Bandlinie  in  der  Grenze  zosammen  fallt,  so  liefern  die  beiden  kurzen  Nor- 
malenstücke  in  der  Grenze  verschwinden  de  Auteile;  wir  haben  aUo  nur 
die  Anteile  der  Stfloke  der  Randliuie  und  der  Parallelkorve  atiszuwerten. 
Ee  bezeicline  vg  die  Richtung  der  nach  außen  gezogenen  Normalen  der 
Randlinie.  Die  Anteile  des  der  letzteren  angehörenden  Bogenatäcks  Bind 
{ T  cos  (:r,  t-o)  -  S  C08  (ff,  vo)  ]6s,     |  T  cos  (y,  y„)  +  8  cqp  (^  t-,) }  Ss, 

und 

j-  G  cos  0,  vo)  +  y(N -  ^^) )ös,      (g  cos  (x,  v^)  -  xfli  -  ^^)]ds. 

Bei  Berechnung  der  Anteile  des  Bogenstflckg  der  Parallelkorve  be- 
merken wir,  daß  nach  den  Verabredungen,  die  fax  die  Messung  der  zn 
dieser  Kurve  gehörenden  T,  .  .  .  in  Betracht  kommen,  die  Normale  der 
Kurve  im  entgegensetzten  Sinne  wie  vq  zu  ziehen  ist  und  die  Kurve  selbst 
im  entgegengegetzt«n  Sinne  wie  die  Bandlinie  zu  durchlaufen  ist;  doch 
hat  das  BogenstDck  der  Kurve,  über  das  wir  integrieren,  dieselbe  LSnge 
äs  wie  das  Sttlck  der  Randliuie.  In  der  Grenze,  wo  die  Fai-allelkurve 
mit  der  Randlinie  zusanunenOLllt,  haben  wir  diesen  Verabrednngen  gemäß 

T-T,    S-S,     N-- N,     <?  -  G,     H-=H,     dH/ds dff/ds 

und 

cos  ö  =  —  cos  (x,  Vq),     sin  Ö  =  —  cos  (y,  Vq), 
Die  Anteile  des  Stückes  der  Parallelkurve  sind  daher 
{ —  r  cos  {j,  vo)  -t-  S  cos  (y,  v^)  j  ds,       |  —  3"  cos  (y,  v^)  —  S  cos  (x,  v^) }  äs, 

und 

jficos(,,,.)  +  j,(-',V4.tf)j«»,       {-eeo.(i,v.)-i(-}f+?f)jjs. 

Addieren  wir  die  Anteile  der  beiden  Bogenstücke,  dividieren  durch  Ss  und 
setzen  die  erhaltenen  Ausdrücke  gleich  null,  so  erbalten  wir  die  Rand- 
bedingungen in  der  oben  aufgestellten  Form. 

Im  allgemeinen  werden  wir  nun  die  Striche  über  den  Buchstaben 
T,  . . .  fortlassen  und  die  Eandbedinfi^igen  fOr  einea  Rand,  an  dem 
gegebene  Kräfte  angreifen,  in  folgender  Form  schreiben: 

T  =  T,     S=S,    N~'^=S-^^^-,    G  =  G.  (14) 

An  einem  freien  Rande  verschwinden  T,  S,  X  —cHjts,  G.  An 
einem  „gestützten"  Rande  verschwindet  die  Verschiebung  w  eines 
Punktes  der  Mittelebene  senkrecht  zu  dieser  Ebene,  und  außerdem 
verschwinden  T,  S,  G.  An  einem  eingeklemmten  Rande,  an  dem  die 
Neigung  der  Mittelebene  unveiüaderlich  gegeben  ist,  verschwindet  die 
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Verschiebnag  (u,  v,  w)  einea  Fanktes  der  Mittelebeoe,  ebenso  ver- 
schwindet  cw/Sv,  wo  v  die  Richtung  der  Normalen  des  Randes  be- 
zeichnet. 

Der  EinfluB  der  Art  and  Weiae,  in  der  das  Drill ungsmoraent  ange- 
bracht igt,  mOge  noch  durch  eine  strenge  LOsung  der  Qleichungen  des 
Gleichgewichts  isotroper  Körper  erläutert  werden.')  Die  Bandlinie  sei  das 
durch  x  =  ±a,  y~±&  gegebene  Bechteck.  Die  Platte  stellt  dann  den 
Gren^fall  eines  dünnen  rechteckigen  Stabes  dar.  Wenn  ein  solcher  Stab 
durch  entgegengesetzte  Momente  um  die  x-Achse  gedrillt  wird,  sodafi  der 
entstehende  Drall  gleich  x  ist,  so  ist  die  Verschiebung,  wie  wir  aus  §  221,  c) 
wissen,  gegeben  durch 

.  (8«  +  l),y    .    (2n-|-l)«< 


-  —  »y«  +  T 


>,(2"  +  l)^6 


vorausgesetzt   dafi  die  Spannungen,  die  das  DriUungsmoment  erzeugen,  sich 
durch  folgende  Formeln  ausdrücken: 

.  (2ti  +  l)«w    .    (2«+  l)«e 


Auf  die  Seiten  z  —  ±  A  und  auf  die  Kanten  y  =  ±b  wirken  keine 
Spannui^en.  Das  gesamte,  an  der  Kante  x  ^—  a  angreifeude  Drillungs- 
moment ist  gleich 

3^TA''6-pi/.*(-)__^^^2„_p-jj,tgh  ^^  i 

die  Hälfte  desselben  rUhi-t  her  von  den  Spannungen  X^,  die  parallel  zur 
^littelfläche  wirken,  und  die  andere  Hälfte  von  den  zur  Mittelebene  senk- 
rechten Spannungen  X^. 

Wenn  die  Platte  sehr  dtlnn  ist,  so  ist  das  gesamte  Drillmigsmoment 
anuBhernd  gleich  ^fttA'b,  sodaQ  das  durchschnittliche  Drillungsmoment 
pro  L&ngeneinheit  der  Kanten  x  -^  ±  a  annähernd  gleich  -|fiiA'  ist.  In 
jedem  Punkte,  der  Dicht  gerade  in  der  Nähe  einer  Kante  ;/  =  ±b  liegt, 
drückt  sich  der  Zustand  der  Platte  näher imgs weise  durch  die  Gleichungen  aus 

«  — —  ty?,     v^  —  tzx,     tr  =  TXS. 
Die  Spannung  X^    ist     in    allen    Pnnkten,     die    nicht    zu     nahe     an    den 
Kanten  ff  =  ±b  liegen,    ungefShr  gleich  —  2f»t?,    und  die  Spannung  A', 

1)  Kelvin  und  Tait,  Not.  l'hil,  Teil  H,  p.  207f.  ,  , 


532  XXU,  Die  lUcknng  nnd  Biegung  toh  PUtten. 

ist  in  allen  diesen  Punkten  sehr  klein.  Die  Spannungs Verteilung  l&njra 
der  Kant«  x  ^  a  i£t  nahezu  gleichwertig  mit  einem  konstanten,  mit  H^ 
zu  bezeichnenden  Drillnngsmoment  vom  Betrage  ^^t/''  und  gewissen  Schnb- 
spannungEreanltanten  N^,  deren  Wei-t«  nnr  in  der  N&he  der  Ecken  {x  —  a, 
y^±&)  merklich  von  nnll  abweichen  und  die  zwei  Kräften  in  den  Ecken  vom 
Betrage  ^(trh*  äquivalent  sind.  In  einem  Abstände  von  den  freien  Kanten 
P  —  ±b,  der  den  drei-  oder  vierfachen  Betrag  der  Plattendicke  übersteigt, 
läßt  flieh  die  Spannung  praktisch  dadurch  ausdrücken,  daß  man  der 
Spann ungskomponente  2^  den  Wert  —  Sfir«  und  den  flbrigen  Spannungs- 
kompouenten  den  Wert  null  beilegt.  Mit  dem  größten  Teil  der  Platte 
verhält  es  sieb  praktisch  gerade  so,  wie  wenn  Drillungsmomente  vom  Be- 
trage Hj  ^  -^f  t'A'  in  allen  Punkten  der  Kanten  x  =  ±  a  und  solche  vom 
Betrage  H^  —  'af^rA*  in  allen  Punkten  der  Kanten  J  =^  i  &  angriffen. 
Die  Kräfte  in  den  Ecken  lassen  sich  also  dorch  eine  statisch  gleichwertige 
Verteilung  von  Drillnngsmomenten  l&ngs  der  freien  Kanten  ersetzen,  ohne 
daß  der  Zustand  der  Platte,  abgesehen  von  einem  schmalen  Bereich  an 
diesen  Kanten,  merklich  ge&adert  wird. 

Innerhalb  dieses  Bereichs  nimmt  der  aus  der  strengen  Lösung  be- 
rechnete Wert  des  Drillnngsmoments  H^,  das  zu  irgend  einer  Linie  ff -= 
consL  gebort,  bei  Annäherung  an  die  Kante  rasch  ab,  and  zwar  von 
—  ■Ji'^tft*  bis  auf  null.  Die  rasche  Abnahme  von  fl,  ist,  wie  nach  der 
zweiten  der  Gleichungen  (12)  zu  erwarten,  von  großen  Werten  von  2f^ 
begleitet.  Wenn  wfr  ^j  Aber  die  Breite  des  Bo'eichs  integrieren,  d.  h. 
wenn  wir  das  Integral  j  2f^dy  bilden  Ungs  einer  Strecke,  die,  von  der 
Kante  y  "^h  bezw.  y  —  —  h  aasgehend,  zu  dieser  senkrecht  verläuft  und 
deren  Länge  gleich  dem  vierfachen  Betrage  der  Plattendicke  ist,  so  finden 
wir,  daß  der  Wert  des  Integrals  ziemlich  genau  gleich  -^  4t*^^'  >^- 

Diese  Bemerkung  macht  verständlich,  warum  (bei  Ableitung  der  Glei- 
chungen (14))  die  dritte  der  Gleichungen  (13),  also 


lim  (5s)-^(jr -  -^^ds  =  0, 


wo  die  Integration  in  der  dargelegten  Weise  die  Kontor  eines  „Streifens" 
entlang  erstreckt  ist,  nicht  durch  die  Gleichung  lim  (ds)~'ljfrfs  —  0  er- 
setzt werden  darf,  and  ebenfalls,  warum  die  letztere  Gleichung  nicht  zn 
dem  Ergebnis  JV  ^  N  führt.  Wenn  N,  H  ans  dem  Verzerrnngszustand 
berechnet  werden,  der  in  einiger  Entfernung  vom  Rande  zutrifft,  und  die 
Gleichungen  (14)  nach  dem  oben  geschilderten  Verfahren  abgeleitet  werden, 
so  ist  vorausgesetzt,  daß  es  in  den  Besultaten  keinen  wesentlichen  Unter- 
schied ausmacht,  ob  die  linearen  Abmessungen  des  Streifens  unbegrenzt 
abnehmend  oder  über  dem  drei-  oder  vierfachen  Betrage  der  Platteudicke 
bleibend  gedacht  werden.  Wenn  die  Abmessungen  des  Streifens  von  dieser 
Größenordnung  sind,  so  brauchen  die  Anteile,  die  die  zur  Bandlinle  nor- 
malen Stucke  der  Kontur  zum  Integral  \i<ds  beitragen,  nicht  immer  ver- 
nachlftesigbar  zu  sein;  sind  sie  es  nicht,  so  werden  ihnen  jedoch  die  An- 
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teile,  die  dieselben  Stücke  der  Kontur  zum  Integral /—  (cS/cs)ds  liefern, 
praktisch  das  Oleichgewicht  halten.*) 


§  398.  BeElelmng  zvlsohen  den  BiegnngBinoiBenteit  und  der  Krfimmimg. 

In  §  90  fanden  wir  eine  partituUre  Lösnng  der  Oleictiungen  dea 
Gleichgewichts  eines  isotropen  elastischen  festen  Körpers,  die  die  De- 
formation einer  Platte  darstellt,  die  dnrcb  Momente  an  ihren  Rändern 
schwach  gebogen  wird.  Um  das  Resultat,  das  wir  damals  erhielten, 
in  den  Bezeichnungen  von  §  294  auszudrücken,  verfahren  wir  folgen- 
dermaßen: Auf  der  FUche,  zu  der  die  Mittelebene  gebogen  wird,- 
ziehen  wir  in  einem  beliebigen  Punkte  die  Haupttangenten.  Wir 
bezeichnen  mit  s, ,  s,  die  Richtungen  dieser  Geraden  auf  der  unver- 
zerrten  Mittelebene,  mit  if,,  Ü,  die  Erümmungsradieti,  die  den  dnroh 
sie  gelegten  Normalsolmitten  der  Fläche  entsprechen,  mit  Gj^,  G^  die 
Biegungsmomente,  die  zu  ebenen  SchnitteD  der  Platte  gehören,  welche 
zur  Mittelftäche  und  bezüglich  zu  den  Linien  s,,  K,  normal  sind. 
Den  Drehungssinn  dieser  Momente  bestimmen  wir  nach  den  in 
§  294  getroffenen  Festsetzungen  in  derselben  Weise,  wie  wenn  v,,  s,,  z 
den  Achsen  eines  rechtshändigen  Systems  parallel  wären.  Wenn  dann 
die  Platte  so  gebogen  ist,  daß  ü^,  Bj  konstant  und  die  Richtungen 
s^,  s^  fest  sind,  so  verschwinden  nach  §  90  die  Spannungsresultanten 
und  die  Drillungsmomente,  die  zu  den  Hauptschnittebenen  gehören, 
und  die  Biegungsmomente  G^,  G^,  die  diesen  Ebenen  entsprechen, 
sind  durch  die  Gleichungen  gegeben 

G,'  —  oa/Ä,  +  ff/ü,),   g; — i>{i/i?,  +  ff/-Bi).     iy  ö) 

wo   bei   den   üblichen  Bezeichnungen   für   die   elastischen  Konstanten 
B  -  ä£;.'/(l  -  «')  -  k^h'd  +  rt/(i  +  2rt.  (16) 

Die  Konstante  D  heißt  die  „Biegungssteifigkeit"  (engl,  „äexural  rigi- 
dity")  der  Platte. 

Xun  Bchließe  die  Richtung  s^  mit  der  x-  und  der  ^Aohse  die 
Winkel  <>  und  Jw  —  d>  ein.  Dann  sind  G,,  G,,  ff,  gemäß  (4)  durch 
folgende  Gleichungen  gegeben: 

Gl  cos»  *  +  G,  sin*  «  -  K,  siu  2* iJ(l/A  +  «Z^)- 

G,  sin«  4>  +  Gj  cos»  *  -1-  ff,  sin  2* -D(l/A  +  «/^i). 

■KG,  -  G,)  sin  2*  +  ff,  cos  2*  =  0; 
ans  ihnen  erhalten  wir 


l)  Vgl.  H.  Lamb,  Lowion  ifatli.  Soc.  Froc.,  vol.  21  (18111),  p.  lO. 
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^  -,  rßnfl'<l>        »iiii*it>  /Rifi'A        fAR'<b\T 

e,__B[?f|J  +  ü|?  +  , (•■■»  +  -»)], 

^  .-^  rain'Ö        ^na*d>  /roa'd»        iiin'd>\"l 

^»  -  -  -»[V  +  X*  +  <^x  -^  ^]' 

Äl  =  ii>(l  -  ff)  siD  2«(^  -  ;^)  . 

Sei  andererseits  w  die  Verschiebung  eines  Punktes  der  Mittel- 
ebene in  Bichtung  der  Nonnalen  dieser  Ebene;  wir  sclireiben 

3'w       _    _  p'w  g'w  ,-_, 

"'   =   ?«"        '"*-    -Cy"       '  g^^tj,'  <-'*' 

Dann  ist  die  Indikatrix  der  Fläche,   zu   der  die  Mittelebene  gebogen 
wird,  mit  hinreichender  Annäherung  durch  die  Gleichung 

x,a:'  +  x^y*  +  2xxy  =  const. 
gegeben;  transformieren  wir  die  links  stehende  Form  auf  Koordinaten 
%,  VI,  deren  Achsen  in  die  Richtung  der  Linien  s,,  5,  fallen,  so  geht 
sie  über  iu 

Somit  haben  wir  die  Gleichungen 

cos'*       8in'0  sin'*    ,    cob'*       .,  ~^l  1  1  \ 

">-  i(,  +  «,  •  '■-  Ä,  +  jf,  '  -'-»°2*(s:-«7)' 

und  die  Formein  filr  Gj,  Gj,  H  werden 

G^ i)(x,  +  ox,),    G, i>(x,  +  ox,),    .ff,  =  D(l  -  a)T.    (18) 

Wir  werden  zeigen,  daß  die  Formeln  (18),  in  denen  z,,  x,,  » 
durch  (17)  niid  D  durch  (16)  gegeben  ist,  bei  einer  sehr  großen 
Klasse  von  Problemen  entweder  richtige  oder  annähernd  riebt i>^e 
Werte  ffir  die  Spannungsmomente  liefern  Hier  bemerken  wir,  dafi 
sie  gleichwertig  sind  mit  der  Aossai^e,  daß  die  Biegnngsmomeate,  die 
za  den  beiden  Hnuptschnitten  in  einem  Punkte  gehören,  durch  die 
Formeln  (15)  in  den  entsprechenden  Hauptkrilmmuugsradien  aasge- 
drflckt  sind  und  dnß  die  Drillungsmomente,  die  zu  diesen  Haupt- 
schnitten  gehören,  verschwinden. 

Bezeichnet  s  die  Richtung  der  Tangente  einer  beliebigen,  auf  der 
Mittelebene  gezeichneten  Kurve  und  v  die  Richtung  der  Normalen  dieser 
Kurve,  bedeutet  ferner  $  den  Winkel  zwischen  den  Richtungen  v,  x,  so 
erhalten  wir,  wenn  wir  (17)  und  (18)  in  (4)  einfflhi-en,  die  Gleichungen 

G— «[c.,.«f;;+/;;)+,in-<;;+,»;;)+(.-.),i.28i'y 

H-D(l-,)[,me  CO.  »  Q  -  f;:)  +  (™.'  «  -  .in-  »)  j|y . 

Wir  kiSonen  die  Beziehung  auf  feste  (j",  y)  Achsen  vermeiden^),  wenn  wir 
diese  Gleichungen  mittels  folgender  romieln  umformen 

1)  Tgl.  bord  Kayleigh,  Theory  of  Sound,  vol.  1,  §  218. 
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wo   f   der  ErtLnunaugaradiiis   der  in  Rede  stehenden  Kurve.     Wir  finden 

«— pj?;;+,(»;-+flj)),  H-i>(i-.)f,('^,).  (20) 

Diese  Gleichtmgen   gelten   stets,    «renn   die  Spaunungsmomente  eich  durch 
die  Formeln  (18)  ausdrücken. 

Bei  dem  Problem  toh  §  90  fanden  wir  t&r  die  potentielle  Energie 
der  PlaUe  pro  Flächeneinheit  der  Mittelebene  den  Ausdruck 


K(ir  +  ir)"- '('-''>-«]■ 


in  den  jetzigen  Bezeichnungen 

ii)[(x, +.,)*- 2(1 -•)(«.». -'■)].  (21) 

Wir  werden  sehen,  daß  diese  Formel  ffir  eine  große  Klasse  von 
Problemen  richtig  bezw.  annähernd  richtig  bleibt. 

§  299.  Ver&liren  zur  Bestüimiuig  der  Spumnng  In  eluei  Platte.') 
Wir  gehen  über  zur  Betrachtung  einiger  partikulärer  Lösungen 
der  Gleichungen  des  Gleichgewichts  eines  nur  von  Oberflächen- 
spannungen beanspruchten  isotropen  elastischen  festen  Körpers,  die 
auf  das  Problem  der  Deformation  einer  Platte  durch  gegebene  Kräfte 
anwendbar  sind.  Wir  erhalten  diese  Lösungen  mit  Hilfe  des  ersten 
in  §  93  gegebenen  Gleichungssystem s  zur  Bestimmung  der  Spannungs- 
komponenten.    Dort  wurde  gezeigt,   daß   wir  außer  den  Gleichungen 

die  beiden  folgenden  Gleichungssjsteme  habeA: 

^K ri-?^.    V»r=-T^f-t,    V'Z, ^!-  ^,     (23) 

*  1  +  aOx' '  V  1  +a3y"  ■  l-\-aoi"      ^     ' 

und 

WO 

@=X^+Y^  +  Z,.  (25) 

Femer  wurde  gezeigt,  daß  &  eine  harmonische  Funktion,  also 
V^6  =  0  ist  und  daß  jede  der  Spann iingsknmponenten  der  Gleichung 
^«/■»O  genügt  (§92). 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  daß  die  Platte  von  Kräften  ge- 

1)  Das   Verfahren    wurde   kurz,    aber   in   viel    allgemeinerei   Fassung,    von 
J.  H.  Michell,  London  Math.  Soc.  Fivc.,  vol.  81  (1900),  p.  100,  entwickelt. 
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halten  wird,  die  nur  am  Rande  angreifen.  Dann  sind  die  Seiten 
g  —  ±h  apannungsfrei,  d.  h.  wir  haben  X,=  Y,=- Z,  =  0  fflr  «  — j;Ä. 
Ans  der  dritten  der  Gleichungen  (32)  folgt  dann,  daß  dZJdM  anf  M  —  h 
und  auf  je  —  —  A  Terachwindet  Somit  befriedigt  Z,  die  Differential- 
gleichung 7*Z,  =  0  und  auf  e  ~-  ±h  die  Bedingungen  Z,  —  0, 
cZJde  —  0.  Wenn  die  Platte  außer  den  Ebenen  e  ^  ^h  keine 
Grenzflächen  hätte,  so  würde  danach  der  einzig  mögliche  Wert  fDr 
Z,  null  sein.  Wir  wollen  annehmen,  daß  Z^  verschwindet.*)  Dann 
folgt  aus  den  Gleichungen  V'e-=0,  V*Z,  =  —  (1  +  a)-'^'©/c«*, 
daß  &  von  der  Form  ö^  -f-  «0,  ist,  wo  &^  und  Öj  ebene  harmonische 
Funktionen  von  x  und  y,  die  von  e  unabhängig  sind. 

Zur  Bestimmung  von   X,,   Y,  haben  wir  die  Gleichungen 

^5' +!.-•=  0,    V»X=--|    ^®',    v»y---^^3-' 

ox     '    cy  '  •  l  +  o  81  '  '  l-fa  öy 

und  die  Bedingungen,  daß  X,  —  F.  —  0  fQr  g  —  ±h.  Eine  partikuläre 
Lösung  ist  durch  die  Gleichungen  gegeben 

X,  und  Y,  mögen  diese  Form  haben.  Wenn  X„  Y,,  Z,  bekannt 
sind,   so   lassen   sich   allgemeine  Formeln  fflr  X^,  Y ,  X    aufstellen. 

Ist  @i  eine  Konstante,  so  verschwinden  sowohl  X,  und  K,  wie 
Z„  und  die  Platte  befindet  sich  in  einem  Zustand  „ebener  Spannung", 
fläagt  6j  von  x  und  y  ab,  so  ist  die  Platte  in  einem  Zustand  „vei^ 
allgemeinerter  ebener  Spannung"  (§  94).  Wir  werden  diese  beiden 
Fälle  getrennt  untersuchen. 

In  gleicher  Weise  finden  wir,  wenn  die  Platte  durch  Druck  auf 
die  Seiten  gebogen  wird,  eine  partikuläre  Lösung  der  Gleichung 
V*Z,  =  0,  die  auf  e  =  h  und  auf  e  —  —  h  die  vorgeschriebenen  Werte 
von  Z,  liefert,  und  stellen  die  altgemeinste  Form  von  8  auf,  die  mit 
dieser  Lösung  verträglich  ist.  Sodann  werden  wir  partikuläre 
Lösungen  der  von  X,  und  Y,  befriedigten  Gleichungen  angeben  und 
allgemeine  Formeln  Älr  X„  1',,,  X^,  ableiten. 

§  300.  Ebener  SpannangszEstand. 
Wenn  X,,  i',,  Z,  überall  in  der  Platte  verschwinden,  so  haben 
wir  einen  ebenen  Spaunungszustand  vor  uns.  Wir  haben  bereits  in 
§  145  die  allgemeinste  Form,  die  die  übrigen  Spannungskompouenten 
und  die  entsprechenden  Verschiebungen  annehmen,  bestimmt.  Für 
fe»  fanden  wir  den  Ausdruck 
&^&g  +  ße,  (27) 

1)  J.  H.  Michell,  loc.  dt.,  macht  auf  die  Analogie  diea»  Verfahrens  zur 
ülilichen  üehandlting  dee  EondenBtLtorproblemB  in  dei  Elektroatatik-^nfiaeikBain. 
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wo  &  eine  ebene  harmODiache  Funktion  von  x  und  tf  und  ß  eine 
Konetante.  Die  Spannungskomponenten  X^,  Y^,  X  leiten  sicli  aus 
einer  Spannnngsfuuktion  j(_  dorct  die  Formeln 

X_p„     r,-pi,     X.--/I-  (28) 

ab,  und  ^  ^^  ^i^  Form 

I-lo  +  «Zi-ii  +  ,''8.,  (29) 

wo 

Vz.-®.,   v,'x,-^.  (30) 

Fuhren  wir  ein  Paar  konjugierter  Funktionen  £,  tj  tod  x  und  y 
ein  derart,  daB 

^ä   _  ^1   _  &1  ^S   _         ^''  ('01\ 

BD  lauten  die  allgemeinaten  AusdrQcko  fQr  Xo  ^^^^  Xi 

t,-i'i  +  f,   tL-ißi^'  +  y^  +  F,  (32) 

WO  /'  und  F  ebene  harmonische  Funktionen.  Die  Verschiebung  (u,  v,  w) 
drQckt  sich  dann  aus  durch  die  Formeln 

u -  i(s  +  ß.z  +  i«.'^,«")  -  y^'^^iu  +  n.),  I 

^-E(^  +  ßy^+-y^'7;)-'Pfy(^o  +  n.),  (33) 

,c  =  -i,j^^(>»  +  y*  +  tf2»)  +  (r^0„}  +*  +  ''z.-     J 

Die  Lösung  stellt  die  Überlagerung  zweier  Spannnngssysteme 
dar,  von  denen  das  eine  von  &^,  Xo,  das  andere  von  ß,  Xi  abhängt. 
Diese  beiden  Systeme  sind  tou  einander  unabhängig. 

§  301.   Reckang  einer  Platte  dorch  Kräfte  in  IIit«t  Ebene. 
Nehmen  wir  das  {&q,  j;fl)-System,    so  haben  wir  folgende  Ver- 
schiebungen 


wo  Xd  'OB  der  Form  4^6  +  /  '3*-)  **o  ^^^  f  ^bene  harmonische 
Funktionen  bedeuten  und  |,  t;  durch  (31)  bestimmt  sind.  Die  Nor- 
mal Verschiebung  der  Mittelebene  verschwindet,  d.  h.  die  Platte  ist 
nicht  gebogen.     Die  Spannung  drückt  sich  ans  durch  die  Formeln 
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A-.-|-.(x.- 4;-;, «■«.),  j 

Die  SpanmmgareBultanten  T,,  Tj,  5',  Bind  gegeben  dnich  die 
Gleich  ungeD 

r,-g|V(2Äj,-i,^-A»e.,),  (36) 

Die  Spann iiQgBresultant«ii  ^j,  .^,  und  die  Spannungsmomente  G, 
G|,  S^  T  erschwill  de  u.  Die  Gleichungen  (11)  und  (12),  in  denen  X\ 
Y',  Z',  L',  M  verschwinden,  werden  von  den  erhaltenen  AusdrQcken 
augenscheinlich  belriedigt. 

Wenden  wir  auf  die  ÄusdrQcke  für  I^,  T^,  S,  die  Gleichungen 
(4)  an,  so  finden  wir,  daß  der  Zug  '£  und  die  Schubkraft  8  an  einer 
Stelle  der  Randlinie,  wo  die  Normale  mit  der  ar-Achse  den  Winkel  fl 
einBchließt,  durch  die  Gleichungen  gegeben  sind 

r-(co.'93-^  +  sin>6j^,-2sin9co>9jJjJ(2*z.-ij-'-*'e,), 

s-  j,ü,ec„s«(/;,-j^,)-c„.2e(,4)  (2;.j.-j^^j.8.). 

Transformieren  wir  diese  Gleichungen  mittels  der  Formeln  (19),  um 
die  Beziehung  auf  feste  Achsen  x  und  y  zu  eliminieren,  so  gehen  sie 
über  in 

«--/.l3.(2'"i.-*r;,*"».)|-      i 

Diese  Ausdrücke  sind  allgemein  genug,  um  die  Wirkungen  beliebiger 
in  der  Ebene  der  Platte  angreifender  Bandkräfte  darzustellen.')  Re- 
sultieren die  Kräfte  aus  Spannungen,  die  den  Gleichungen  (35)  gemaB 
verteilt  sind,  so  stellen  die  Gleichungen  (34)  eine  strenge  Lösung 
dar;  sind  jedoch  die  angreifenden  Spannungen  irgendwie  anders  ver- 
teilt, aber  immer  noch  gleichwertig  mit  Resultanten  vom  Typus  T, 
S,  so  stellt  die  Lösung  den  Zustand  der  Platte  in  allen  Punkten, 
die  nicht  unmittelbar  am  Rande  liegen,  mit  hinreichender  An- 
näherung dar, 

1)  Der  FbU  der  Kreisplatte  wurde  von  Clebscb,  Maia,itiiäX,  %  42,  erschöpfend 
behandelt. 
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Wir  bemerken,  daB  die  Spannungsresultanten  und  die  potentielle 
Enei^e  pro  Fl&clieneinheit  sich  durch  die  Dehnung  und  Schub  Verzerrung 
der  Mittelebene  ausdrucken  lassen.  Schreiben  wir  u  und  v  für  die  Werte 
von  u  und  v  auf  ^  =•  0  und  setzen 

d»  dy       _      gu   ,    3v 


so  erhalten  wir 

1  li't,       J'l, 

und  haben  dann 

» 1  +  «  «'l. 

,,,         2  Eh 

,.     .    ..:       ,    £*■•    i 

J,  -  r-zii!('i  +  "•>)  -  ir-.i"  sy-  i-'i  +  '•)' 
^,-1-,.  ('.  +  ".)  -  -S  T^  e,.  ('.  +  ■.). 

Sie  polentielle  Enei^e  der  Fischeneinheit  wird,  wie  sich  zeigen  läßt, 

rl^  [(..  +  ..)'- 2(1-«)  (Mi -i"';] 

+  ii^°;['.,i  ('.  +  ■.)  + ..4:  (..  +  .)  + -5^,1.,  + ..)] 

+  ioi_,i-."LI"  S»?       1+1       Sy-      I    +^l     äi«,     1  J- 
Einige  spezielle  Beispiele  der  allgemeioen  Theorie  werden  wir  sogleich 
verwerten  können. 

1)  Setzen  wir  8^ -"  0,  so  ist  fj^  eine  ebene  harmonische  Funktion, 
nnd  es  bandelt  sich  um  einen  Zustand  ebener  Vergf^Tung  in  der  Platte 
ohne  Dilatation  und  Drehung  [Tgl.  §  14,  d)].     Wir  haben 

„       _»  +  ''?Z4         „-„l  +  o^Zo  ,^       o 

E      dx''  E     8y'  ' 

und 

2'  -  _  r,  -  2  Ä  f '; ,    5. 2  A  /-'  ?"  - 

2)  Ist  öj  konstant,  so  haben  wir  g  —  Bf,x,  ij  =  ß^p  und  können 
setzen;  llo  ^  4"  ®o  (^*  +  ^*)i  ^"  haben  dann 

M  =  -i-     ^    SgX,     ^—  ^—^-  %!f,      "■  "  ~  a  ®o^' 
und 

r^  =  T,  =  «0^,,    S,  ~  0. 
Diese  Lösung  entspricht  der  Beanspruchung  durch  gleichförmigen  Zug  6^/' 
Ungs  des  ganzen  Raudes. 

3)  Ist  8,1  =  ttx,  wo  a  konstant,  so  haben  wir  |  =  J  « l.^'  —  g*), 
jj  —  «a;y  und  können  setzen:  jg  =  J  «x";  wir  haben  dann 
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and 

7'i=.0,     r,  =  2Aax,     «1  =  0. 

ßiue  allgemeinere  Lösung  erhalten  wir,  wenn  wir  die  unter  1)   gegebene 
Verschiebung  addieren. 

4)  Nehmen  wir  j^g  in  l)  als  Funktion  zweiten  Grades  in  x  und  y 
an,  80  bekommen  wir  die  allgemeinst«  Lösung,  bei  der  die  Spannungs- 
komponenten  von  x  und  y  unabhängig  sind,  die  Mittelebene  also  gleich- 
förmig gereckt  wird.  Wir  würden  fflr  die  nicht  verschwindenden  Span- 
nungskomponenten  die  Ausdrücke 

X,  =  £(e,  +  ffe3)/(l  -  <,n,     Y,  -  -E(*,  +  ö*,)/(1  -  a\ 
X^  =  i£Ei/(l  +«) 
und  ftlr  die  Verschiebungen  die  Ausdrucke 

u  —  t^x  +  \isy,    «  =  £,y  +  ^-ax,     w  =  —  «^(t,  +  t,)/(l  —  a) 
erbalten. 

§  302.    Biegnng  einer  Platte  zu  einem  ebenen  SpannnngiZQBtand. 

Streichen  wir  in  den  Gleichungen  (33)  die  Glieder,  die  von  ©(,, 
Xo  abhängen,  so  ist  die  Verschiebung  durch  die  Gleichungen  gegeben 


(38) 


«'--J'E(''  +  y'+"')  +  't° 


WO  X\  ^°'^  ^^^  Form  Zi  ""  i  ß  (^*  +  y*}  +  ■'^  ^^^  ^  ^''•*  ebene  har- 
monische Funktion  ist.  Die  Spannung  drSckt  eich  aus  durch  die 
Gleichungen 

X  —  3^'''         Y  ~  ^ --'■''         Y  =  —  z—~  ■ 

Die  Spannungsresultanten  verschwinden,  und  die  Spannungsmomente 
sind  durch  die  Gleichungen  gegeben 

<?i  =  |A'?^i,     Gf-iA'^-'^i,     ^i-^iA'/'?'-  (39) 

'  3         ay'  '  »  3         f  a;'  '  1  »        öi3y  ^       ' 

Die  Gleichungen  (11)  und  (12),  in  denen  X',  Y' ,  Z',  L',  M'  ver- 
schwinden, werden  von  den  erhaltenen  Ausdröcken  augenscheinlich 
befriedigt. 

Die  Normalverschiebung  w   der  Mittelebene   ist   durch  die  Glei- 
chung gegeben 
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sodaß  die  Kritmmung  sich  durch  die  Gleichungen  ausdrückt 
„  _  _  1  ,  1  + "  3*?L      V      _  1  -I-  L-h."  ^'i.       ,     1+ «  3'z. 

">  ^  "^     £      0«'  '        *  E  ~^     E      dn^  '  E     dxdy' 

Aus  diesen  Gleichungen  und  der  Gleichung  V,^2i  ~  ß  ergibt  sich 

I                  1  — «'2*ri            I                  i  —  ö'S'zi 
Xi  +  ffK, 'E~W     ''»  +  *'^~ E~'dx*' 

sodaß  die  Formeln  (18)  zutreffen. 

Die  SpannungBrnomente  am  Rande  lassen  sich  in  der  Form  aus- 
drücken 

ö-^^'^  +  f  a^).    ^"i^Lm:  («1 

und  wenn  der  Rand  von  gegebenen  Kräften  beansprucht  wird,  mUssen 
G  und  dHjcs  vorgeschriebene  Werte  am  Rande  annehmen.  Da  j;, 
die  Gleichung  V^^Xi  =  ß  erfüllt,  so  sind  die  Formeln  (41)  für  G  und 
dHIcS  nicht  allgemein  genug,  um  die  Befriedigung  solcher  Be- 
dingungen zuzulassen.  Mithin  kann  eine  Platte,  die  nur  durch  Kräfte 
am  Rande  beansprucht  wird,  welche  mit  Kräftepaaren  statisch  gleich- 
wertig sind,  nur  dann  in  einem  Zustand  ebenei*  Spannung  sein,  wenn 
die  Kräftepaare  sieh  durch  die  Formeln  (41)  ausdrücken  lassen. 
Wir  fßgen  einige  besondere  Resultate  an 

1)  Wenn  die  Platte  zu  einem  Zustand  ebener  Spannung  gebogen 
wird,  so  ist  die  Summe  der  Hauptkrömmuugen  der  Fläche,  zu  der  sich 
die  Mittelebene  biegt,  konstant. 

2)  In  demselben  Falle  ist  die  potentielle  Energie  pro  Flächeneinheit 
der  Mittelebene  streng  durch  Formel  (21)  gegeben. 

3)  Einen  besonderen  Fall  erhalten  wir,  wenn  wir  die  in  den  Glei- 
chungen (32)  eingefahrte  Funktion  F  als  Funktion  zweiten  Grades  in  x 
und  y  annehmen,  jj  ist  dann  ebenfalls  vom  Kweites  Grade  in  x  und  y, 
nnd  zwar  kCnnen  wir,  ohne  an  den  Ausdrücken  für  die  Spannungskompo- 
oenten  etwas  zu  ändern,  jt  als  homogene  Funktion  annehmen.  In  diesem 
Falle  ist  auch  w  homogen  vom  zweiten  Grade  in  x  und  y,  und  x,,  xj,  t 
sind  Eonstanten.     Der  Wert  von  jt  i^t 

n  -  ~  ir^K«>  + '"''  •'  +  («1  +  "«.)!''-  2  (1  -  •) "«]. 

und    die    nicht    verschwindenden    Spannungskomponenten    sind    durch    die 
Gleichungen  gegeben 

X.  -  -  i^'C«,  +  •«>),  y,--  xi-,'  '('•  + «».). 

i)  Dieser  Fall  schließt  den  in  §  90  behandelten  in  sich  und  wird 
tatsächlich  mit  ihm  identisch,  wenn  die  (x,  y)-Achsen  so  gewählt  werden,  daß 
X  verschwindet,  wenn  also  jene  Achsen  parallel  den  Geraden  gewählt 
werden,  die  in  die  Krümmungslinien  der  verzerrten  Mittelflache  übergehen. 
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Einen  anderen  speziellen  Unterfall  würden  wir  erhalten,  wenn  wir  die 
Platte  als  rechteckig  und  die  (x,  y)-A<Ais«a  parallel  den  Kanten,  ferner 
X|  und  Xj  gleich  null  und  t  konstant  annehmen.     Wir  würden  dann  ßnden 

u  ~  —  xyz,     V  —  —  Tzx,    w  —  xxy. 

Die  Spannungsresultanten  und  die  Biegungsmomeute  6^,,  6,  verschwinden, 
und  die  Drillungsmoment«  Hi  und  H^  sind  gleich  -fj)(l  — ö)t.  Das 
Ergebnis  ist,  daß  eine  rechteckige  Platte  in  Form  einer  antiklastischen 
Fische  w  ~  Txy  gehalten  werden  kann  dnrch  DriUungsmomente  TOm  Be- 
trage Ii{l  —  d)  I  pro  L&ngeneinheit,  die  an  den  Kanten  mit  richtigeni 
Drehsinn  angebracht  sind,  oder  auch  dnrch  zwei  Paare  zur  Platte  normaler 
Kräfte,  die  in  den  Ecken  angreifen.')  Die  Kräfte  des  einen  Paars  greifen 
in  den  Endpunkten  der  einen  Diagonale  in  demselben  Sinne  an,  die  des 
anderen  in  den  Endpunkten  der  anderen  Diagonale  in  dem  entgegen- 
gesetzten Sinn.     Die  Größe  jeder  Kraft  ist  2D(l  -  a)-c,    (Vgl.  p.  531  f.) 

§  303.    Verallgemeinerter  ebener  SpannnngszuBtand. 

Wenn  Z^  überall  verschwindet  und  X^,  ¥^  auf  «=  +  A  ver- 
schwinden, so  können  wir  X,  und  Y,  als  durch  die  Gleichungen  (26) 
§  299,  gegeben  annehmen.  Zur  Bestimmung  von  X^,  Y^,  X^  haben 
wir  je  die  ersten  beiden  der  Gleichungen  (22)  und  (2'i)  und  die  dritte 
der  Gleichungen  (24)  und  außerdem  die  Gleichung  (25),  in  der  Z,  ver- 
schwindet, während  X,  und  Y,  durch  die  Gleichungen  (26)  gegeben  siud 
und  &  die  Form  @^  +  z&i  hat,  wo  S^  und  0^  von  z  unabhängif^e, 
ebene  harmonische  Funktionen  von  x,  y  sind.  Die  von  Q^  abhängende 
Spannung  ist  in  §  300  bestimmt  worden  und  wir  streichen  daher  0^. 
Wir  haben  somit  die  Gleichungen 

ex    +    c'y         l  +  e  'ox  ""'       dx   '^    dy'        1  +  «  3y   ""' 

^*^.  +  r;-,S-o,   x.-Hr,  =  .e,.  ) 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  folgt 

-^«=,1    0|  +  n'.     ^,-=7-   ®i  +  ^Ä,     '^.  =  -/-!-.    (-13) 
'       l-f-o     '    '    3y"        1-       1 -j- a     i  ^    dx"         »  dxdy'     ^     ' 

wo  X  ^'1®  Funktion  von  x,  y,  z\  die  letzte  der  Gleichungen  (42) 
liefert 

Die  übrigen  der  Gleichungen  (42)  lassen  sich  nun  überführen  in 


11  H.  Lamb,  London  Math.  Soe.  Proc.,  vol.  21  (18911,  p.  70. 
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',tS,)  -  0. 


1  +  . 


Diese  Gleichungen  zeigen,  daß  der  Äuedrucli  -^-^  —  Vli^^^i  *'°® 
lineare  Funktion  tod  x  und  jf  ist;  wir  können  sie  gleich  null  setzen, 
ohne  die  Werte  Ton  X^,  Y^,  X    zu  ändern.     Wir  schreiben  daher 

t-n,'  +  ^\''s„  (44) 

wo 

Fühlen  wir  zwei  konjugierte  Funktionen  li,  j),  von  X,  y  ein  derart, 
daß 

ix     ay     ""   aj        ci'  y*°> 

so  können  wir  ^i'  in  der  Form  ausdrücken 

wo  F^  eine  ebene  harmoDiBcIie  Funktion.  Die  Form  von  %  und  da- 
mit auch  die  von  X,,   Y ,  X    ist  demnach  röllig  bestimmt. 

Die    VerschiebuDg  bestimmt   sich    durch    die    (^leichungen    vom 
Typus 

8" _  '  (X, - , r, - ,z,),  l"  +  ?i _ lä+fi  r., 

63:       i"-    '  t  '"     dy       dl  E  " 

in  denen  Z,  verschwindet,  X,  inid  Y,  durch  (26)  und  X^,  Y^,  X^ 
durch  (43)  gegeben  sind.  Die  ÄnsdrUcke,  die  sich  fQr  u,  v,  w  er- 
geben, lauten 

«  =  -^[(l  +  «).^,^4-K2-«)4?]'    1 
v=-y[(l  +  .)s'.^^  +  iC2-c)^f^],  (48) 


§  304.   Biegnng  einer  Platte  2u  einem  ver&Ugemeinerten  ebenen 
Sp&nnungsznstajtd. 

Die  14'Drmalverschiebung  w  der   Mittelebene   ist  durch   die  Glei- 
chung gegeben 

w-i(*>8, +  (l+<r)z,'),  (49) 

und  da  Vj*©,  =  0,  so  haben  wir  nach  (45) 
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V,*w  -  0,  (50) 

wo  Vj*  den  Operator  a*/0«*  +  c*/?!/*  +  2  d^ldx'dy'  bedeutet,  und  femer 

Ö.  "  -  ,-!-,  V.'w,     ,.'  -  ^^w  +  ^,  7.'w.  (51) 

Die  Spannungskompouenten  sind  durch  die  Gleichungen  gegeben 

•  ^      l  —  t*      dx     ^      '         <  ^1  —  a'ry'' 

Z,-0. 

Die  SpannuQffsreBultanten  und  SpaDuuagstnomeiite  sind  durch 
folgende  Gleichungen  gegeben 

T,  -  r,  -  S,  -  0, 

«.—■ °(r;+•ft'0+~J-™■/>>' 
a,  -  z>(i  -  9)  /'T  +  i±-'i)»v'I- v,>w. 

Die  Gleichungen  (11)  und  (12),  in  denen  X',  T,  Z',  L',  M' 
verschwinden,  werden  augenasheinlich  von  den  erhaltenen  Ausdracken 
befriedigt. 

Die  Spannungsresultanten  und  Spannungsmomente ,  die  zu  einer 
beliebigen  Kurve  s  gehören,  deren  Normale  v  ist,  lassen  sich  in  fol- 
gender Form  ausdrücken: 

G  _  _  Z) V. V  +  i)  (1  -  „)  (.^:  +  i.^)  (w  +  A«  ±-V V>),      (54) 
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wo  ff  den  £rümmuugsradiu8  der  Eurre  bezeichnet.  An  einem  Rande, 
an  dem  gegebene  Kräfte  nnd  Kräftep&Bre  angreifen,  haben  G  und 
N  —  dH/ds  gegebene  Werte.  Die  Losung  ist  allgemein  genug,  um 
die  Befriedigung  solcher  Randbedingungen  zuzulassen.  Die  durch 
(4S)  ausgedrückte  Lösung  ist  streng,  wenn  die  an  den  fUndem  an- 
greifenden Spannungen  den  Formeln  (52)  entspreobend,  worin  w  der 
Relation  (50)  genügen  muß,  verteilt  sind;  sind  sie  jedoch  irgendwie 
anders  verteilt,  aber  immer  noch  gleichwertig  mit  Resultanten  vom 
Tjpus  N,  G,  H,  so  stellt  die  Lösung  den  Zustand  der  Platte  in  allen 
Punkten,  die  nicht  unmittelbar  am  Rande  liegen,  mit  hinreichender 
Annäherung  dar. 

Sie  potentielle  Enei^e   pro  Flächeneinheit  ist,  wie  sich  zeigen  t&Bt, 

iz.[(v».-2(i-.)i°-:T|"^-(/;j,)'i] 


272  +  6ia  +  6J 

«0{1  — «} 


DA* 


L  "dx*  ~      9y* 


(55) 


Aus  den  hier  erhaltenen  Resultaten  ergeben  sich  die  in  §  302 
gefundenen,  wenn  &i  —  ß  gesetzt  wird.  Die  Gleichungen  (53)  zeigen, 
daß  die  Spann  ungsmomente  sich  nur  dann  durch  die  Formeln  (18) 
ausdrücken,  wenn  die  Summe  der  Hanptkrümmnngen  konstant  oder 
eine  lineare  Funktion  von  x  und  y  ist.  Ebenso  gilt  die  Formel  (21) 
nur  dann,  wenn  die  Summe  der  Hauptkrümmangen  konstant  ist;  doch 
liefern  diese  Formeln  NäherungBausdrÜcke  fflr  die  Spannungsmomente 
nnd  die  potentielle  Energie,  wenn  h  klein  ist. 

Die  im  §  301  und  in  diesem  Paragraphen  entwickelte  Theorie 
läuft  vielmehr  auf  die  Feststellung  von  Formen  strenger  Lösungen 
der  älflichgewichtsgleichuugen  als  auf  die  Bestimmung  vollstän- 
diger Lösungen  dieser  Gleichungen  hinaus.  Die  Formen  ent- 
halten eine  Anzahl  unbekannter  Funktionen,  und  die  vollständigen 
Lösungen  erhalten  wir,  wenn  wir  diese  Funktionen  so  wählen,  daß 
gewisse  Differentialgleichungen  wie  (50)  und  gewisse  Randbedingungen 
befriedigt  werden.  Diese  Lösungsformen  eignen  sich  zur  Darstellung 
des  YerzermngBzustandeB,  der  in  einer  beliebig  gestalteten  Platte  von 
Randkräften  hervorgebracht  wird,  sofern  diese  Kräfte  einer  linienhaften 
Kraftverteilnng  mit  den  Komponenten  T,  S,  N  —  cB.!ds  und  einer 
linienhaften  KTäftepaar-Verteilung  G  gleichgesetzt  werden  können. 


IioT«,  XIattlilUt. 
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§  305.   Im  Klttolpimkt  belastete  ErvlapUtte.') 

Das  Problem  der  im  Mittelpunlrt  belasteten  Ereisplaite,  die  am 
Rande  gestützt  oder  eiDgeklemmt  ist,  mag  ab  Beispiel  fOr  die  eben  ent- 
wickelte Theorie  dienen.  Ist  a  der  Radius  der  Platte  nnd  bezeichnet  r 
den  Abstand  eines  Punktes  Tom  Mitt«)pimlrt|  so  kSnnen  wir  v  als  Fonktioii 
Ton  r  allein  und  als  LOsung  der  Oleichang 

annehmen,   wo   W,  A  Konstanten  bedeuten,  nnd  haben   dann    auf  einem 
Kreis  Tom  Radius  r 


die  resultierende  Schubkraft  auf  den  innerhalb  des  Kreises  gelegenen  Teil 
der  Platte  ist  also  W.  Somit  ist  W  die  im  Mittelpunkt  der  Platte 
wirkende  Last.     Das  TotlstBndige  Integral  von  (56)  ist 

"  =  8^  ("^  '•*«  f  +  *■')  +  * ^''*  +  -^  +  ^  ^°8  *■' 
wo  B  nnd  C  Integration^onstanten.     Handelt  es  sich  um  ^ne  rolle,  den 
Mittelpunkt  enthaltende   Platte,    so   mu£  C  verschwinden,  und    wir   setzen 
daher  als  LUsung  an 

"- 8^  ('■''''«  7- +  '-")+*^'-'  +  -=- 
Das  Biegungsmoment  G   ist    auf  dem  Kreise  r  '^  a    durch  die  Olei- 
chung  gegeben 

"  -  -  n ('  +  •)  '»e  >  +  ^(1  -  •)  -  »r, (*  +  •)  '.'-*»(>  +  «)^- 

Wir  können  jetzt  die  Eonstanten  A  and  B  bestimmen.  Ist  die  Platte 
am  Rande  gestützt,  sodaß  w  und   G   auf  r=a  verschwinden,  so  finden 

und  die  Durcbbi^ung  im  Mittelpunkt,  also  der  Wert  von  —  w  in 
r  =  0,  ist 

Ist  die  Platte  am  Rande  eingeklemmt,  sod&ß  w  und  cwfdr  für  r  —  et 
verschwinden,  so  haben  wir 

und  die  Durchbiegung  im  Mittelpunkt  ist  gleich  Tra*/l6jtD.     Wenn  die 

1)  Resultete,    die   mit   den   hier   erhaltenen   gleichwertig  sind,  'gab  Saint- 
Tenant  in  der  Clebsch-Auag&be,  Note  du  §  45. 
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Platte  sehr  dfiim  ist,  so  iat  die  Durchbiegung  im  Uittelpunkt  bei  ge- 
statztem  Band  grflßer  als  bei  eingeklemmtem  Bond  nnd  zwar  im  Verhält- 
nia  (3  +  ff) :  (l  +  «)  oder,  falla  e  —  \,  13:5. 

§  306.  Platte,  In  der  der  SpaiuiTuig;8ZTi8ta]id  über  Ihre  Eben»  bonstant 
oder  Une&r  Ter&nderllolL  Ist. 

Wenn  in  einer  Platte  der  Bpannungs zustand  in  allen  Pnnkten  einer 
zu  den  Plattenseiten  p&ralleleu  Ebene  derselbe  ist,  so  sind  die  Spannungs- 
komponenten von  X  und  y  unabhängig,  und  die  Spannnngsgleichongen  des 
Gleichgewichts  lanten 

3^.-0        ^^'-0        ?^'-0 

Wenn  die  Seiten  der  Platte  spannungsfrei  sind,  so  folgt,  daß  X,,  T,,  Z^ 
verschwinden,  d.  h.  daß  die  Platte  in  ebenem  Bpannungsznstand  ist.  Der 
allgemeinste,  Ton  x  und  y  unabhängige  Spannungszustand,  der  in  einem 
zylindrisches  oder  prismatischen  KOrper  durch  Spannungen  auf  die  Mantel- 
fläche erhalten  werden  kann,  ergibt  sich,  wenn  wir  die  in  §  301  unter 
4)  und  die  in  §  302  unter  3)  gegebenen  Losungen  addieren.  In  den  be- 
zeichneten Fällen  ist  der  Spannungszustand  Aber  die  Qnersohnitte  des 
Zylinders  oder  Prismas  konstant 

Wenn  die  Spannungskomponenten  lineare  Funktionen  von  x  und  i/ 
ränd,  80  ist  der  Spannungszustand  Ober  die  Querschnitte  des  Zylinders 
oder  Prismas  gleicbfltrmig  veränderlich.  Wir  kfinnen  die  allgemeinste 
Spann  ungs Verteilung  bestimmen,  die  in  einem  Prisma  möglich  ist,  wenn 
die  Enden  spannungs&ei  sind,  Massenkrftfte  fehlen  und  die  Spannungs- 
komponenten lineare  Punktionen  von  x  and  g  sind.  Zu  diesem  Zwecke 
drücken  wir  alle  Spannungskompouenten  in  einer  Perm  aus  wie 

X^  -  XJx  +  X^'y  +  Z,'"', 
wo  X^,  Xj',  Xj'"*  Funktionen  von  z.  Fflhren  wir  diese  Formen  in  die 
verschiedenen,  von  den  Spannungskomponenten  zu  erfllUenden  Gleichungen 
ein,  so  mflssen  diejenigen  Terme  dieser  Gleichungen,  die  X  bezw.  y  ent- 
halten, und  diejenigen  Tenne,  die  von  x  und  y  unabhängig  sind,  Kr  sich 
den  Gleichungen  genttgen. 

Wir  nehmen  zuerst  die  Spannungsgleichungen  des  Gleichgewichts  vor. 
Die  Gleichung 

dx^     dx^     ax 

dx     '     3y     ^     dt 
liefert,  kombiniert  mit  der  Bedingung,  daß  X^  fOr  e  —  +  A  verschwinden 
soll,  folgende  Gleichungen: 

dxm 

X,  =  0,      X,   =0,      -2^-4-  XJ  +  X/  -  0; 


ebenso  haben  wir  die  Gleichungen 

—-,'-  + XJ  +  YJ' =  0. 
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d  Y<f>) 

Y,  —  o,    r,  =0,   -^^— -I- A^  +  r^  =  0. 
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DaraoB  fo1(^  ia&  X,  und  J,  von  x  und  y  anabhangig  sind.  Die  dritte 
der  SpauoongBgleiohuiigeu  gehi  daher  über  in  dZJdt  '^0,  und  da  Z^ 
auf  den  Seiten  der  Platt«  (ä  =  +  A)  Terschwindet,  verschwindet  es  tiberall. 
Weiterhin  ist  B  von  der  Form  a;e'  +  »e"+  ö*?),  wo  »',  «",  ©I*' 
Funktionen   von  z   and   zwar,    da    B   eine    harmonische    Funktion,  lineare 


Funktionen    von    e    sind.      Die   Gleichung    V'X,  - 

die    Gestalt    p'X,/^«' —  const.    an,    sodaß    c'Xjdi^  = 


1  +  fl 

0.     Da   X, 


Gleichnng  genügt  und  auf  /  —  +  A  verschwindet,  muß  es  si'  —  A*  ab 
FaMor  enthalten,  vmd  da  es  von  x  und  p  unabhängig  ist,  muB  es  von 
der  Form  ^  fe' —  A*)  sein,  wo  A  koostaDt     Entsprechendes   gilt  fBr   Y^- 

Wenn  also  euf  einen  zylindrischen  Körper,  dessen  Erzeogendea 
psj-allel  zur  E-Äohse  sind,  weder  Massenkrafte  noch  Bpannungen  an  den 
ebenen  Endflächen  wirken,  so  ist  der  atigemeinste  Spannangstypus,  bei 
dem  die  Spannungskomponenten  lineare  Funktionen  von  X  und  }/  sind, 
ein  verallgemeinerter  ebener  Sp&nnungszust&nd,  wie  er  in  §  303  diskutiert 
wurde,  wobei  speziell  6„  und  6,  lineare  FnnktioDen  von  x  und  y  sind, 
w&hrend  die  in  den  Gleichungen  (32)  and  (47)  eingeführten  Hilfgfanktaonen, 
die  ebenen  harmonischen  FunktiotieD  f  und  F,,  höchstens  vom  dritten 
Grade  sind. 

Bei  allen  unter  diese  Kategorie  fallenden  8p  annungs  zuständen  einer 
Platt«  kSnnen  die  Spannungskomponenten,  wie  sieh  zeigen  läflt,  durch  die 
Größen  Cj,  fj,  (3,  die  die  Reokung  der  Uittelebene  definieren,  nnd  die 
Größen  Xj,  Xj,  t,  die  die  ErOmmung  der  verzerrten  MitteMfiche  definieren, 
nitteb  folgender  Formeln  ansgediückt  werden: 


X,  =  j^-,-  {«1  +  ae,  —  (»(,  +  ff«))*'}' 


^  =  -i^^'5Ä'».+^)' 


(59) 


Die  Spannungsresultanten  nnd  Spannungsmomente  dr&cken  sich  durch  die 
Formeln  aus 

„  iEh   ,      ,        ^       ^  2EA   ,      ,         ,       _  Eh    ^ 


Gl --D(«, +  ««,),    Gj--i)(«,  +  <.H,),    H,  =  J>(l-o) 
imd  die  potentielle  Energie  pro  FlScheneinheit  ist 


(60) 
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r^4i  [('>  +  ■■)'"  2  (1  -•)(■,..- 1  s')] 

+  iJ'[(».+«.)'-2(l-'')(«,  »,-■■)] 

§  307.   BiBgmig  dner  Platte  durch  gleicUSrinigeii  elnssitigeii  Dmck. 

Wenn  die  Seite  z  '—h  j^leichfönnigem  Druck  p  ausgesetzt  ist,  Bt> 
haben  wir  V*Z,  —  0  Überall,  cZJcz  —  0  auf  i'-h  and  e-^—h, 
Z,  —  —p  auf  Ä  —  A,  Z,  =  0  aof  «  —  —  ä.  Eine  partikuläre  Lösung  ist 
Z,  =  ik-^p(e  +  ky{z  -  2h)  -  iÄ-*j)(z»  -  3ä»j  -  2A»);  (62) 
dies  sei  in  der  Tat  der  Wert  von  Z,.  Zur  Bestimmung  tob  6  haben 
wir  die  Gleichungen 

V*©-0,    d*&ldz* i(l  +  ff)A-V2, 

deren  allgemeinste  Lösung  die  Form  hat 

®  -  -  -1(1  +  ff)A-'i>^  +  i(i  +  <s)h-^pi{i^  +  y*J  + 1^1  +  öo. 

wo  ©1  und  Öj  ebene  harmonische  Funktionen.  Wir  können  die  Terme 
z&y  und  @g  fortlassen,  weil  die  Spanuungssjsteme,  die  ihnen  ent- 
sprechen, bereits  ermittelt  sind.  Wir  nehmen  daher  0  in  der 
Form  an 

e  =  -  1(1  +  ff)A-V^  +  t  (l  +  «)Ä-»P*(a!'  +  y*).        (63) 
Zur  Bestimmung  von  X,  und   7,  haben  wir  die  Gleichungen 

"■T*i +»?.('■ -»■)-<',  '•^.--'/J,  ^y. — li? 

und  die  Bedingung,  daß  X,  und  T,  auf  e  =- h  und  auf  z~  —  h  ver- 
schwindea.     Eine  partikuläre  Lösung  ist 

wir  wollen  wie  in  §  299  annehmen,  daß  X^  und  Y,  tatsächlich  diese 
Werte  haben. 

Zur  Bestimmung  TOn  X^,  Y ,  X    haben  wir  die  Gleichungen 

3x    "^    dy    ""ift""'      'dx"^    dy    ~    4fi»   ' 

V»Z,  -  V»  i;  =  -  J  A-  >j)^,     7'  X,  -  0,  l  (65) 

x,+  r;-iA-V[-(2-ha)^ 

+  3sU(l+ff)(a;»  +  y»)  +  A'}  +2A>]     J 

Um  den  beiden  ersten  zu  genfigea,  nehmen  wir  X,,  T^,  X^  in  fol- 
gender Form  an: 
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wo  2  <^iB  Gleichung 

v."z--^-^-j(i-.)f^(«'  +  »')  +  tf +  il. 

befriedigen  maß:  die  übrigen  der  GleichuugeD  (65)  zeigen  dann,  daß 

Iv  +  v.'r  +  i, '..(»■  +  »■) 

eine  lineare  Funktion  von  x  und  y  seio  muß.  Wie  in  früheren  Parft- 
grsphea  kdonen  wir  diefle  Funktion  gleich  null  setzen,  ohne  X^,  Y^, 
S.    zu  Indem,  und  x  ^^^  dann  die  Form  haben 

2  +  cpt'       a  +  ap«',  .         „  pj'       i„j   ,    ,,"  I    «" 

wo  Xf"  nnd  Xo"  Funktionen  von  x  nnd  y  bedeuten,  die  den  Glei- 
chungen 

'i'«,"  -  -  1  (1  -  »)  i",  (i>  +  »■)+!  {  ,    V.'i."  -  ij>    (66) 
genfigen;  wir  könoen  für  %^',  %^'  die  partikuUren  Löaongen  annehmen 

Zo"  -  \-e  (^*  +  y»)- 

Allgemeinere  Integrale  der  Gleichungen  (66)  brauchen  wir  nicht  an- 
zusetzen, da  die  willkOrlicben  ebenen  harmoniHclien  Funktionen,  die 
wir  zu  den  Lösungen  (67)  addieren  konnten,  Spannungsayateme  von 
bereits  erledigtem  Typus  liefern. 

Die  Ausdrücke,    die   wir  jetzt   für  X,,  T ,  X     gefunden  haben, 
lauten 

Z,-il'  +  lPj,(«'  +  9'  +  »') 


(67) 


(68) 


-i(l--')?s'(«'  +  3!^)-H''l 

yr-iy  +  ij"  »'(»■  + »'  +  '■') 

-i'.(l -«)!>/.  (3l'  +  !(')-^'l 
X, -^(l-')Pp»^!'• 
Die  Spannungskomponenten  Bind  DUDmehr  darcb  (62),  (64)  nnd 
(68)  gegeben^  die   entsprechende  Verschiebung   bestimmt  sich  dnreh 
die  Formeln 

»--'-j-"ir.[p-»)'*-"''-2*'-i(i-«)»(«'+!(')],' 

f--!J-8''j'',-[(2-«)«'-34'«-2J'-}(l -«)«(*'+»■)], 
+  3  (*>-..')(i'  +  jfl-l(l-.)(>^ +  .!)■]. 
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Ea  ist  bemerkenswert,  daß  wann  die  Verschiebung  sieh  durch  diese 
Formeln  ausdrückt,  die  Hittelebene  etwas  gereckt  ist.  Wir  haben  in 
der  Tat  för  «  —  0 

Die  Spanimngsresultanten  und  Spannnngsmomente  sind  duroh  die 
Formeln  gegeben 

^'i  —  iph,    r,  -  iph,    S,  -  0, 

if,  —  ^px,    Nt  =-  ^py, 

öl  -  ^  ({3  +  «):r»  +  (1  +  3*)^»}  +  -~ph\  (70) 

G.  -  ^^  {(1  +  3*):r»  +  iS  +  tf)ff')  +  '-~^ph\ 

Diese  Ansdrfictce  befiiedigen  augenscheinlich  die  Gleichungen  (11) 
und  (12),  in  denen  X',  y,  L',  M'  verschwinden  und  Z'  durch  —p 
ersetzt  ist 

Die  Mittelebene  wird  zu  einer  Fläche  gebogen,  deren  Gleichung 
lautet 

(71) 


^--i>l-(.'^  +  y^(''  +  y--'^:, 


e.--i)(^  +  .^)  +  4±^;-p),', 


e, --i)(x, +  »«,)  + - 

H,-     i)(l-»)t. 


r?»'. 


Die  Formeln  (18)  werden  nicht  streng  befriedigt,  gelten  aber  an- 
geifert, wenn  h  klein  ist. 


§  308.  Blegnng  einer  Platte  dnrclL  linear  veränderllohen  einseitigen 
Dmok. 
Bevor  wir  zu  einzelnen  Anwendungen  der  in  §  307  erhaltenen 
LSsung  fibergehen,  erweitem  wir  die  Resultate  auf  den  Fall,  wo  der 
Druck  auf  die  eine  Seite  eine  lineare  Funktion  von  x  imd  y  ist  Es 
wird  genflgen,  den  Fall  zu  behandeln,  wo  p  durch  p^x  ersetzt  ist. 
Nach  dem  bereite  angewendeten  Verfahren  finden  wir  fOr  Z,,  0,  X,, 
Y,  die  Ausdrücke 
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e  -  -  (1  +  •)«||f^  +  rUi  +  •)*;P(«' +  !^, 

hieraus  erhalten  wir  in  dereelbeD  Weise  wie  froher  die  Formeln 
^.-gf-f  [12»"-(6  +  •)«'+  i(5  +  »)«■  +  i(l  +  •)»■],       I 
^. -lw["'-P  +  3.)^+H(l  +  5.)^  +  J(l  +  .)j>|«],    C'ä) 
^.-fw[-(2-.)^  +  i(l-,)(3x'  +  j,')J.  ) 

Die  Verachiebung  ist  dann  gegeben  durch  die  Formeln 
»  -  T  UT  [2.»'  +  •■*■  -  *.'»■  +  '-^'f  -  *V 
+  i^-jCSl"  +  j»)  (:t«  +  ä^)  +  i.r.;'»'  -  i=Lf  (3i'  +  y-);,»], 

''-TUf[2''**!'  +  -7-°'»^»(»'  +  »')-^*»'^]. 

•«- -J'iv[- 4J-»("^' +  »■)■  +  *(«•  + 3»^rt*" 

-  2a:«V  -  1 1^9 (a:*  +  j')  -  i  !«■*■  +  it^I»'] . 

Die  Mittelebene  winl   senkrecht   zn  der  Ricbtnng,  in  der  sich  der 
Druck  ändert,  etwas  gereckt     In  der  Tat  haben  wir  f&r  g  —  0 

Die  Spannungsresultanten  und  Spannungamomente  sind  durch  die 
Formeln  gegeben 

r,  -  0,     T,-  pjix,    Si  —  0, 
X,  -  1J>.(3»'  +  »■)  +  5>A»',  ",  -  iP>':y, 
G,  -  i,pM<f>  +  »)aH'  +  (1  +  .)j,'i  +  }(U  -  .)*•«;], 
e.  -  ,>.»(!  +  6.)««  +  (1+  .)is'  -  {(2  +  S.)»'»:], 
ff,  -  isPoL-id  -  .)(3x>l,4- j»)  +  }(2  -,)*V 
Diese  Ausdrücke  genOgen  augenscheinlich  den  Gleichungen  (11)  und 
(12),  in  denen  X',  Y,  L',  M'  gleich  noll  und  Z"  gleich  —p^x  ge- 
setzt ist. 

Digitizccby  Google 


(74) 


(75) 


Biegung  einer  Platte  ixach  linear  Teränderlichen  Dmck,  ß53 

Die  Mitteleb«iie  wird  zu  einer  Fläche  gebogen,  die  Bich  durch 
die  Gleichung 

• i'i'[i.('f  +  S')'-t^,{^  +  Sf)]  (76) 

auedrQckt,  und  wir  finden 

G,  -  -  J(«, +»«,)+ iii"~^°  +  ''p.A'», 
G,  -  -  D  (x,  +  .«,)  +  i  ^^±5lV.»'«, , 
if,-D(l-.)t-i±-'i>,*Y 

Die  Formeln  (18)  sind  augeniUiert  erfollt,  wenn  k  klein  ist. 

§  309.   Blegnng  einer  am  Rande  gestützten  Erelsplatte  dnrch 
glelchffirmigen  Drnok. 

Wenn  eine  Platte,  deren  Bandliuie  eine  gegebene  Kurve  ist,  durch 
gleichfSrmigen  oder  linear  verSuderlichen  einseitigen  Druck  etwas  ge- 
tragen wird,  so  finden  wir  daa  Spannnngssyatem,  ißdem  wir  mit  der  in 
§  307  oder  §  308  erhaltenen  LlSsung  solche  Lösungen  kombinieren,  wio 
sie  in  §  301  uad  §  S03  oder  §  303  behandelt  wurden,  und  letztere  so 
bestimmen,  daß  die  Randbedingungen  befriedigt  werden.  Den  Fall  eines 
eingeklemmten  Bandes  werden  wir  sogleich  behandeln.  Wenn  der  Band 
gestützt  ist,  so  lauten  die  Bedingungen  auf  der  Randiinie 

w  =  0,     G  —  0,     T—S—O.  (77) 

Die  Platte  erfahre  gleichförmigen  normalen  Dmck  p  und  sei  am 
Rande  gestützt,  die  Randlinie  sei  ein  Kreis  r  —  a.  Die  in  (71)  gegebene 
LCsmig  liefert  fElr  w,  Q,  T,  8  auf  r  =  a  folgende  Werte: 

T-ipk,     5-0. 

Die  in  §  301,  2)  erhaltene  Lösung  ergibt  die  Werte 

w=0,     Q-0,T=^ph,    S  =  0, 

wenn  ßff  —  ^p  gesetzt  wird.  Die  in  §  302  gegebene  Lösung  liefert  ftlr 
T  und  S  den  Wert  n^l  und  ergibt  für  w  und  G  auf  r  —  a  konstant« 
Werte,  falls  Xi  =  \  ß  (f^  -\-  ^)  -\-  y  gesetzt  wird,  unter  y  eine  Konstante 
verstanden.     Kese  Werte  sind 

8«tzen  wir 

SJ/3+.    ,    ,    3-.    ,\  S(l-.)p«'/6  +  .„'        8  +  .  +  .'»>> 

P      T'Oe    "   "T     80    ")•     '  2»'      "U  +  .«4  +  T-f    W' 
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so  werden  die  Werte  von  w  nnd  ff  auf  r  —  o,  wie  sie  die  LOsungen  in 
§  303  nnd  in  §  307  liefern,  ideutucb. 

Wir  kennen  nun  die  drei  Losungen  so  kombinieren,  dafi  die  Be- 
dingungen (77)  auf  »•  —  a  befriedigt  werden.  Wir  erhal1«n  für  die  Ver- 
Bchiebnngskomponenten  folgende  AuAdtUcke 

+  i|{2  +  9"-«')-ip(2  +  ''-'^] 

+  ix(2 +  '"-•') -15(2  +  —  "')] 

-äi»C5  +  2«  +  «')  +  l'.;!(I+«)"] 

Die  Spann  ungsresnltanten  und  Spannungsmomente  am  Bande  verscbwinden 
mit  Ausnahme  von  N,  und  iwar  wird  N—'^pa. 

Die  AGttelebene  wird  zu  der  FlILcbe  gebogen,  die  sich  dnroh  Gleichung 
(79)  ansdräckt,  nnd  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  mit  nmgekehrtom 
Vorzeichen  stellt  die  Durcbbiegnng  in  einem  beliebigen  Punkt«  dar.  Yer- 
gleicben  wir  dies  Resultat  mit  (57),  §  305,  so  sehen  wir,  daß  bei  einer 
dflnnen  Platte  die  von  gleicbiSnnig  verteilter  Last  herrührende  Durch- 
biegung im  Mittelpunkt  dieselbe  ist  wie  diejenige,  die  von  einer  konzen- 
tri^ten  Last  im  Mittelpunkt  im  Betrage  von  \{5  +  '')/(3  +  «)  der  ge- 
samtea  verteilten  Last  herrühren  wBrde. 

Die  Mittelebene  wird  gleicbmäfiig  gereckt,  und  der  Betrag  der  Dehnnng 
eines  Linienelements  derselben  ist  ^«p/E.  Er  ist  halb  so  groß  vne  die 
Reckung,  die  die  Mittelebene  erfahren  würde,  wenn  die  eine  Seite  der 
Platt«  auf  einer  glatten  starren  Ebene  auflSge  and  die  andere  Seite  dem 
Dmck  p  ausgesetzt  wäre. 

Fasern,  die  im  imgespannt«n  Zustand  zu  den  Seiten  der  Platte 
rechtwinklig  laufen,  bleiben  nicht  gerade  und  senkrecht  zur  Mitt«lebene. 
Die  krummen  Linien,  in  die  sie  sich  deformieren,  haben  den  dnroh  fol- 
gende Gleichung  ausgedrückten  Typus: 

wo  JJ  die  radiale  Verschiebung  bedeutet  und  Vq,  Vy,  U^  dnrch  die  For- 
meln gegeben  sind 
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TT P»-     2_+— -J^. 

Diese  Linien  haben  dieselbe  Form  wie  die  nisprüngliob  vertikalen  Fasern 
eines  schmalen  reohteckigen  Balkens,  der  durch  eine  Vertikallsst  gebogen 
wird  (g  95).  Die  Tangenten  dieser  Kurven  schneiden  die  FlAche,  zu  der 
die  Mittelebene  gebogen  ist,  unter  dem  Winkel 

i«-J(l  +  <j)j.r/-EÄ. 

§  310.   BlsgBn;  einer  am  Kande  elngeklenunten  Platte  dnroli  gleioh- 
fSrmlgen  Dmok. 
Es  sei  (u,  V,  w)  die  Verschiebung  eines  Punktes  der  Mittelebene. 
Wenn  die  Platte  am  Rande  eiI^;eklemmt  ist,  so  lauten  die  Bedingungen, 
die  auf  der  Randlinie  zu  erfüllen  sind, 

n-O,    v-0,    w-0,    gw/Sv-O,  (80) 

wo  V  die  Richtung  der  Normalen  der  Randlinie  bezeichnet.  Wir 
suchen  diesen  Bedingungen  durch  eine  Kombination  der  Lösungen 
von  §  301,  §  303  und  §  307  zu  genflgeD.     Wir  haben 

°-i[i-a +  0)11  +  ^(1 +  <^H. 

In  diesen  Ausdrucken  sind  $  und  i;  konjugierte  Funktionen  von  x 
und  y,  die  mit  einer  ebenen  harmonischen  Funktion  9^  durch  die 
Oleidiungen  verknUpft  sind 

^^  „  ^^  _  Ä        ^  „  _  ^-5 
Zx       3y  "'      dy  dx' 

und  Xg  hat  die  Form  4-^E  -\-  f,  wo  /*  eine  ebene  harmonische  Funktion. 
Die  Funktionen  6>a  und  f  sind  so  zu  wählen,  daß  u  und  v  auf  der 
Bandlinie  verschwinden.  Eine  Möglichkeit,  diesen  Bedingungen  zu 
genSgen,  besteht  darin,  daß  wir  &^  konstant  annehmen.     Setzen  wir 

■py, 


»0- 

-il 

;i> 

,  1- 

'.1",  1  - 

-i\ 

1  + 
i  — 

80 

erhalten 

wir 

dann  verschwinden  u  und  v  fOr  alle  Werte  von  x  und  y. 

Wir  wollen  zeigen,    dafl  dies  die  einzig  mägliche  Art  ist, 
bedingungen  zu  befriedigen.     Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir 
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und  haben  dann  zu  zeigen,  daß  es  nur  auf  eii^e  Weise  mOglicti  ist,  Sq, 
l<  ^1  Zo  ^  zu  wählen,  daß  U  nnd  V  auf  einer  gegebenen  Berandnng  ge- 
gebene Werte  annehmen.  Dies  ISuft  darauf  hinaus  zu  beweisen,  dikß  U 
und  V  überall  veischwinden,  wenn  sie  am  Bande  veischwinden.  Da 
V,*2j  —  ©5,  so  haben  wir 

3t        dri  1     f3Ü       dV 


3y"       Bx^       ^\dx       dy)' 


Da  Vi'l  —  0,  so  gilt 


'du  ,dVK     .  d 


«TirATifT.  + 


~h)     ^dy\dx     sj"^' 


i-ady\dx  '^  dyl'^^dxXdx       3y}° 
Daraus  folgt,  daß 


wo  die  Integration  Qber  einen  beliebigen  Teil  der  Mittelebene  erstreckt  ist. 
Wenn  sie  fiber  das  Qebiet  innerhalb  der  Bandlinie  erstrecU;  wird  und  U 
nnd  V  auf  der  Raudlinie  verschwinden,  so  UQt  sich  das  Integral  mn- 
fonnen  in 


-ation  Qber  einen  beliebigen  Teil  der  Mittelebene  ei 
er  das  Qebiet  innerhalb  der  Bandlinie  erstrecU;  n 
ter  Raudlinie   verschwinden,   so   UQt  sich   das  In 

und  dieser  Ausdruck  kann  nur  verschwinden,  wenn 

5 \-  -i     =0    mid    5 =  0 . 

dx    '    dy  ex        cy 

Hieraas   folgt,    dafi  V  und  ü  konjugierte  Funktionen  von  x  und  y  sind; 
Aa.  sie  auf  dem  Bande  verschwinden,  verschwinden  sie  fiberall. 
Die  Form  von  w  ist  durch  die  Gleichung  gegeben 

'-i-[(l+'')>:.'+'*'®.-i'.'i;-y(«'  +  !(')"+,V|"p(ä='+!(')],(8l) 

WO    0,    eine   ebene    harmonische   Fouktion   und    V*7,'-=  — .   ,-    8,. 

Jede  Lösung  der  GleichuDg  Z>V/w p   laßt  sich   auf  diese  Form 

bringen.     Zur  Bestimmung  von  w  haben  wir  die  Gleichung 
i>7i*w  —  —  j) 
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and  die  Raadbedingangen 

w  —  0  und  Sw/dvO. 
Es  gibt  nur  einen  Wert  von  v,   der  diesen  Bedingungen  genügt. 
Wenn  w  bekannt  ist,  ist  S,  durch  die  Gleichung 

V,'w  -  i[-  (1  -»)«,-  i'-y'  p{x'  +  )•}  +  }'■+  'p]    (82) 
und  Xi   durch  (81)  gegeben. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  den  Fall  einer  Ereiaplatte  vom  B&dius  a. 
Die  Durchbiegung  w  ist  durch  die  Gleichung  gegeben 

----yi,  (''-•■•)'■  (83) 

wo  r  den  Abstand .  TOm  Mitt«lpankt  bezeichnet  Die  Durchbiegung  im 
Mittelpunkt  beträgt  ein  Viertel  deijealgen,  die  entstflnde,  wenn  die  Oegamt- 
last  im  Mittelpunkt  konzentriert  w&re  (§  305). 

Ein  anderes  Beispiel  liefert  eine  elliptische  Platte'),  deren  Band  durch 
die  Oleicbung  x*/a'  +  y*/&*  =  1  g^eben  ist.    Es  laßt  sich  leicht  zeigen,  daß 

"=-*^('-:4-?;)";tu^+A.)-     m 

Im  Falle  der  Kreisplatle  ist  Öj  konstant,  wie  die  Oleichungen  (82) 
and  (83)  zeigen;  es  empfiehlt  sich  daher,  die  LSsung  statt  in  der  in  §  i(03 
gegebenen  Form  in  der  von  §  302  anzuwenden.     Wir  haben 

w  -  -  -;  I  '•  +  '-i'n  +  ?.(•  +  •)!-.  I'.'--'  -  *(!  +  «)'')■ 

wo  V,*!,  —  ß.     Vergleichen  wir  dies  mit  (82),  so  erkennen  wir,  daß 

,.  -  i/ir-  - 1  (1  - ■>)'^.  ß  -  -  ;4{i  +  .)[«■  -  >i'J. 

Die  vollständigen  Ausdrucke  fOr  die  Verschiebungskomponenten  sind  dann 
durch  die  Gleichungen  gegeben 

«  — ff[Ä(«'-^  +  i!E4''-ir--.]. 
•--T[.'.(»'-0  +  A:i^--ir^.]. 

,  p«  r,  1-1-  «  ,  ,    ,     a         , 

WO  w  durch  (83)  gegeben  ist.  In  diesem  Falle  wird  die  Mittolebene 
d«hnnngslos  gebogen.  Linien elemente  der  Platte,  die  im  ungespannten 
Zustand  normal  zur  Mittelebene  sind,  bleiben  weder  gerade  noch  senkrecht 
zur  Terbogeneu  Mittelfläche. 

1)  Dm  Ergebnil  wurde  dem  VerfaaBSr  von  Prof.  Q.  H,  Bi^an  mitMt$ilt. 
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§  311.   Biegung  einer  am  B&nde  elBgeklemmten  Platte  daioh  linear 
Teränderliohen  Drnok. 
Wir  Bachen  den  Bedingungen  (80)  auf  der  Randlinie  durch  eine 
Kombinatiou  der  Lösungen  Ton  §  301,  §  303  und  §  308  zu  ( 
Pfir  u  und  t  haben  wir  die  Ausdrücke 


in  denen  die  unbekannten  Funktionen  so  zu  wählen  sind,  daB  u  nnd 
T  auf  der  Randlinie  verschwinden.  Wir  könn^i  genau  wie  in  §  310 
zeigen,  daB  dies  nur  auf  eine  Weise  möglich  ist.  Die  unbekanntdn 
Funktionen  hängen  von  der  Form  der  Randlinie  ab. 

Ist  die  Randlinie  ein  Kreis  oder  eine  Ellipse,  so  lassen  sich  die  Be- 
dingungen befriedigen,    indem    man  g,  ij,  S^,  jo    folgendermafien  n^Mt: 

Xo  -  i«.iK(x»  -  y«)  +  ift(a^  -  3xy^, 
wo  «1,  ßi,  yi  Konstanten  bedeuten.    Fflr  einen  Kreis  vom  Radius  a  würden 
wir  finden 

„   _  _  LJ'-ii  + ")       fl.       ^».(3  +  6^       ^  a'<!(.l  +  «)p, 

"l  8  — 20     '      '^         4(6  —  2«)'      "  fi  — Sa       ' 

und  hieraus 

Fflr  eine  Ellipse,  die  durch  die  Gleichung  x'/a'  -\-  y^jh^  -=  1  gegeben  ist, 
wtirden  wir  linden 

„             (l  +  ^Xa'+ift'JP.  n         {a'(l  +  8ff)  +  a6'(l  +  tf)}R 

"1              2a«(I-<()  +  i6"  Pt~         4!2a'(l-<F)  +  46'} 

^1  ~       2a'(l  — a)  +  46' 


r  +  ^T-l 


E  an'(l  — <()  +  4b'' 
In  diesen  PsUen  wird  die  Mittelebene  etwas  gedehnt 

Weiterhin  ist  die  Form  von  w  durch  die  Gleichung 

•'-l[(i  +  »)z.'+*'e.l-*'2f[Ä(«'+»'}'-ir4^,(»''+3!'')]  (86) 

gegeben,  sodaß  w  der  Gleichung 

I>Vj*w  ="  —p^x 
und  auf  der  Randliuie  den  Bedingungen 

w  =  0,     dw/dv  —  0 
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genOgt.    Hierdurch  ist  w  bestimmt.    Wenn  w  bekannt  ist,  ist-  0^ 
durch  die  Gleichung  gegeben 

^.-w  -  -  '^- e.  -  «ii-[i(«"  +  »■)-*  r-^J .        («') 

und  Xi    ist  durch  (86)  bestimmt. 
Ffir  den  Kreis  haben  wir 

&a  die  Ellipse*) 

'--i¥('-:-;-ö'/(?+F+A.)-    m 

§  312.  Btoguig  einer  Platte  dnioh  ihr  Etgengewloht. 
Wenn  die  Ebene  der  Platte  horizontal  ist  und  die  Platte  durch 
ihr  eigenes  Gtewicht  gebogen  wird,  so  ergibt  sich  die  Lösung  durch 
Überlagerung  zweier  Spannungssysteme.  Bei  dem  einen  dieser 
Spannnngssysteme  verschwinden  alle  Spannungskomponenten  aoßer 
Z,,  und  Z,  ist  gleich  g(f{g  -\-  h),  wenn  die  *-Achse  vertikal  nach  oben 
gerichtet  ist.  Die  entsprechende  Verschiebung  ist  durch  die  Glei- 
chungen gegeben 

u ßgci^  +  h)x/E,       V «ßp(2  +  h)t//E, 


■y9{^  +  2hz  +  e(x'  +  y')]/E. 


(90) 


Bei    dem    zweiten   Spannungssystem    haben    wir  einen   Druck   2ffffh 

auf  die  Seite  g  —  h  der  Platte,  und  die  Lösung  ergibt  sich  aas  der 

von  §  307,   wenn  2ggh  fUr  p  geschrieben  wird.  Die  Fläche,   zu  der 
sieh  die  Mittelebene  biegt,  hat  die  Gleichung 

"  =  ' i" C*"  +  »■)  -  .'."-(*'  +  »■) («'  +  »■-  ,"',) .       (91) 
und  die  Spannnngsmomente  sind  gegeben  durch 

Die  Formeln  (18)  sind  angenähert  erj^t,  wenn  h  klein  ist. 

Um  den  Bandbedingungen    bei   einer   in    bestimmter  Weise   ge- 
stfitzten  Platte  von   gegebener  Gestalt  zu  genügen,   mOseen  wir  mit 


1}  Das  lUsaltat  worde  dem  Terfasaer  von  Fiat  G.  E.  Bijao  mitgeteilt 
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der  hier  angegebenen  Lösung  solche  Lösungen  kombinieren,  wie  sie 
in  §  301  und  §  303  behandelt  wurden,  nnd  letztere  so  bestimmeu, 
daß  diese  Bedingungen  erflült  werden. 

§  313.  NäherongstheoTle  der  Biegung;  einer  Platte  dareli  Qaerkr&fte.*) 
Bei  allen  bisher  gefundenen  Losungen  trafen  die  B'onneln  (18), 
§  39S,  entweder  genau  oder  angenähert  zu.  Wir  dflrfen  hieraus  wohl 
den  Schluß  ziehen,  daß  bei  einer  durch  Quertrafie  schwach  gebogenen 
Platte  diese  Gleichungen  als  brauchbare  Näherungsformeln  fQr  die 
ßpajmungsmomente  angesehen  werden  können.  Bei  einer  derartig 
gebogenen  Platte   lauten   die   betreffenden   Gleichgewichtsgleichungen 

Eliminieren  wir  aus  ihnen  N^  und  N^,  ao  erhalten  wir  die  Gleichung 

gas'     '     ds  oxdy    '  ' 

und  wenn  wir  hierin  (17)  und  (18)  einführen,  so  finden  wir 

DV*w  =  Z'.  (92) 

Die  Spannungsmomente  G,  H  am  Rande  sind  gemäß  (17)  und 
(18)  durch  die  Formeln  gegeben 

«  -  -  Mj^  +  '1^^  +  yfe)!.   ■^-  ■«(•  -  ■»Ä©  ■ 

Um  die  Schubkraft  N  in  Richtung  der  Normalen  der  Platten- 
ebene auszudrücken,  bemerken  wir,  daß 

führen  wir  hierin  (17)  und  (18)  ein,  so  erhalten  wir  die  Formel 

N Dg^^V,»w.  (93) 

Zur  Bestimmung  der  NonBalrerechiebung  w  der  Mittelebene 
haben  wir  die  Differentialgleichung  (92)  und  die  Bedingungen,  die 
am  Rande  der  Platte  gelten.  An  einem  eingeklemmten  Rande  ver- 
schwinden w  und  Sw/dv,  an  einem  geattitzten  Rande  verschwinden 
ff  und  G,  an  einem  Bande,  an  dem  gegebene  Kräfte  angreifen,  haben 
N—dH/ds  und  G  gegebene  Werte. 

1)  Bezüglich  der  fiir  die  N&beruDgstheorie  in  Betracht  konunenden  Autoren 
eiefae  Bmleittmg,  p.  8S — 3f>.  Eine  allgemeine  Begründung,  die  sieh  auf  denselben 
Linien  bewegt  wie  die  NiLhenuigstheorie  fQi  Stäbe  (§  868),  wird  sich  in  §  SSO 
(Kap.  XXIV)  eigebeo.  Eine  eingehende  Uotenuchnng  betreffs  utrengei  LOinngen 
i^  Teriichiedene  Lastverteilnngen  hat  J.  Dougall,  EdiTtburgh  M.  Soc.  Tran»., 
Tol.  41  (1904),  gegeben.  Diese  Untersachung  lehrt,  daB  die  Näheruugatheorie  in 
allen  praktisch  wichtigen  Fällen  sich  bestätigt  findet. 
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Dieselbe  Differentialgleichung  uad  dieselben  Raiidbedingungea 
wQrdea  wir  nach  der  Energiemetbode  erhalten,  ausgebend  ron  Formel 
(äl)  fQr  die  potentielle  liiiergie  pro  F^heneinheit  der  Mittelebene.*) 

Bei  allen  bisher  gefundenen  Losungen  war  die  Differential- 
gleichung (92)  erfüllt,  mochten  die  Formeln  (18)  und  (21)  streng 
oder  nur  angenähert  gelten.')  Die  LSsungen,  die  daa  in  diesem 
Paragraphen  beschriebene  XähemngsTer&bren  geliefert  haben  wQrde, 
weichen  von  den  strengen  Lc^sungen,  die  sich  nach  den  in  früheren 
Pon^p^phen  geschilderten  Methoden  ergeben,  nur  um  sehr  kleine 
Großen  ab,  welche  von  den  kleinen  Korrektionen  abhängen,  die  in 
den  Formeln  (18)  für  die  Spannungamomente  anzubringen  wären. 
Im  allgemeinen  wird  die  Form  der  gebogenen  Platte  mit  hinreichen- 
der Annäherung  nach  der  in  diesem  Paragraphen  entwickelten  Methode 
bestimmt. 

§  314.   Anwandmigen  der  Nälieniiigstlieorie. 

(a)  Symmdriaeh  bdasiete  Kreisptatte.'^ 

Wenn  eine  KreispUtte  vom  Radius  ä  eine  Last  Z'  pro  Flächeneinheit 
trftgt,  die  eine  Ftmlction  des  Abstandes  r  vom  Ereismittelpuntct  ist,  so  geht 
Gleichung  (92)  über  in 


i^Hii-M-m-^''-- 


wobei   die  Richtung  der  Veischiebung  w   mit   der  der  Last  Z'  Überein- 
stimmt.    Wir  verzeichnen  die  Resultate  fOr  eine  Reihe  von  Fällen. 

l)  Ist   die  Gesamtlast   W  gleichförmig   verteilt   und   die  Platte  am 
Rande  gestützt,  so  ist 

i)  Ist    die   Gesamtlast  W   gleichförmig    verteilt    und    die    Platte  am 
Rande  eingeklemmt,  so  ist 

3)  Ist    die  Last   W   im    Mittelpunkt    konzentriert    und    die    Platte 
am  Rande  gestützt,  so  ist 

''-i,^[-'''»«7+4^:(»'-'^)]- 


1)  Die  Variation  ist  durchgeführt  von  Lord  Ra;leigh,  Theory  of  Sound, 
(  816. 

2)  Eine  allgemeineie  Form,  die  die  Gleichung  (92)  in  den  bebandelten 
SpeziaU&lleii  in  sich  sohlieBt,  vibt  J.  H.  Michell,  he.  dt.  p.  686. 

3)  Die  allgemeine  Form  der  Lösung  nnd  die  speziellen  LGsungen  1)  —  4) 
gab  Poinon  in  seiner  Abhandlung  vom  Jahre  1828.  Siehe  Einleitung,  FuD- 
note  86.  LOmngen,  die  sich  mit  den  nnter  6)  und  6)  verzeichneten  decken,  gab 
Saint-Tenant  in  der  Clebsch-Auegabe,  Note  du  s  46.  f"  ,^.^,^\,> 
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4)  Ist  die  Last  W  im  Mittelpunkt  konzentriert  nnd  die  Pl&tte 
am  Kajtde  eingeklemmt,  so  ist 

"-8S)[-'-'>''8"+H«"-'")]. 

6)  Ist  die  Oesamtlast  W  über  den  Umfang  eines  Kreises  vom 
Radius  b  verteilt  and  die  Platte  am  Bande  gestDtzt,  so  nimmt 
w   verschiedene   Formen   an,  je   nachdem   r  >   oder   <  b.     Wir 

finden 

"-.-s-Si  [-(•"  +  "*)"'«  ?  +  (''-»•) 

(a  +  .)a'-ll-a)f,  , _   . 
■•"  2(l  +  a)«'         ^"  -*• 

(3  +  ..)a'-(l  ^1\  .  _    .-, 

'^''     2(1  +  «)«'  ^"^        ^  1- 

6)  Ist    die    Gesamtlast  W    über    den    umfang    eines    Kreises   vom 

Radius  h    verteilt   und    die    Platte    am   Bande    eingeklemmt,     so 

finden  wir 

'-.- »Tb  [-(''  +  »') '»8  ?  +  {-■"- »") 

«'..  -  Zj>  [-  ('■'  +  »')  i»e  7  +  4(i  +  p)  (»'  - '')]  ■ 

(b)  Jnictwdwrif?  des  Inversionsverfakrens}') 

Die  Lösungen  unter  (a),  3)  und  4),  oder  a.ucb  die  in  §  305  zeigen, 
daß  in  der  Nähe  eines  Punktes,  in  dem  ein  Druck  P  angreift,  die  Verschiebung 
w  in  Bichtung  des  Drucks  von  der  Form  (P/87tD)r*  log  r  +  £  ist,  wo  f 
eine  analytische  Funktion  von  x  und  y,  die  in  und  nahe  bei  dem  Punkte 
keine  Singularitäten  besitzt,  und  r  der  Abstand  von  dem  Punkte. 

Da  w  die  Gleichung  V^^w  =  0  In  allen  Punkten,  in  denen  keine  Last 
wirkt,  befriedigt,  so  können  wir  das  in  §  154  dargelegte  Inversions- 
verfahren anwenden.  Es  sei  0'  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  der 
Platte,  P  ein  Punkt  der  Platte,  P'  der  ku  P  inverse  Punkt,  wenn  0*  das 
Inversioszentrum,  x,  y  die  Koordinaten  von  P',  S'  der  Abstand  des 
Punktes  P'  von  0',  w'  diejenige  Punktion  von  x',  y',  in  die  w  durch  die 
Inversion  übergeht.  Dann  genügt  Ji'*w'  der  Gleichung  V/*(Ä''w')  =  0, 
wo  V,'*  den  Operator  ,— ,  +  ,  ,.  +  2  ■--■ .,-,.,  bedeutet. 

Es  ist  klar,  daß  wenn  w  und  cw/dv  auf  einer  beliebigen  Bajidkurve 
verschwinden,  2i'*w'  und  c(2i'*w')/f  y'  auf  der  transformierten  Bandkurve 
verschwinden,    wo  v'   die  Richtung   der  Normalen    dieser  Kurve    bedeutet. 

Wir  wenden  dies  Verfahren  auf  eine  am  Bande  eingeklemmte  und  in 

1)  J.  H.  Michell,  London  Math.  Soe.  Proc ,  vol.  34  (1902),  p.  £23.  , 
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einem  Punkte  0  belastete  Platte  an.  Es  sei  0'  der  za  0  in  bezng  auf 
den  Kreis  inverse  Punkt,  C  der  Mittelpunkt  des  Kreises  und  a  der  Radius; 
c  sei  der  Abstand  des  Punktes  0  von  C.  Die  LSsung  für  die  am  Bande 
eingeklemmte  Platte,    die  in  C  eine  Last  W  ixigt,  ist 


.,-^[-r'l.gi  +  H»'-'')], 


WO  r  den  Abstand  eines  beliebigen 
Punktes  P  von  C  bedeutet.  San  in- 
vertieren wir  die  Figur  von  0'  ans 
mit  der  Inversionskonstanten  a*/i^  —  a*. 
Der  Kreis  invertiert  sich  in  sich  selbst, 
Q    geht    in     0    und    P    in    P'    über, 


wenn   OP'  =-  R  und  0' P'  • 
mit  ist  B''w'  gleich 


oder  gleich 


Daraus  folgt,  daß  die  Verschiebung  w  einer  am  Rande  eii^eklemmten 
Kreisplatte,  die  im  Punkte  0  (im  Abstände  c  vom  Mittelpunkt)  eine  Last 
W  tragt,  durch  folgende  Gleichung  gegeben  ist: 

(94) 

WO  R  den  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  der  Platte  von  0  und  R' 
den  Abstand  desselben  Punktes  von  0',  dem  zu  0  bezüglich  des  Kreises 
inversen  Punkte,  bedeutet. 

Wir  können  zur  Grenze  übergehen,  indem  wir  a  unbegrenzt  wachsen 
lassen.  Wir  haben  dann  eine  Platte,  die  l&ngs  einer  geraden  Kante  ein- 
geklemmt und  in  einem  Punkte  a  belastet  ist.  Ist  0'  das  optische  Bild 
von  0  in  bezug  auf  den  geradlinigen  Rand,  so  ist  die  Verschiebung  in 
Richtung  der  Last  gegeben  durch 

:96) 


^^[-^■■"Cj+ie:^"-«')]. 


Si[- «''»81  + ««••-■«■)]. 


WO   R,  R   die   Abstände    eines    beliebigen   Punktes   der   Platte   von   den 
Funkten  0  und  0'  bezeichnen. 

In  diesen  beiden  Fällen  hat  Michell  {loc  cU.)  die  Konturlinien  ge- 
zeichnet. 

(c)  Rechteckige  Halte,  in  zwei  gepenäberliegenden  Kanten  gestützt. 

Der  Koordinatenanfang  möge  mit  einer  Ecke,  die  x-  und  die  y-A<^se 
mit  zwei  Kanten  zusammenfallen,  die  beiden  anderen  Kant«n  seien  durch 
X  =  2a,  y  —  26  gegeben.     Wir  entwickeln  Z'  in  der  Form 
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wo  m  und  »  ganze  Zahlen.    Eine  partiknl&re  LSsung  von  Gleichang  (92) 
ist  dann 

16if  ^T'^™  8in(m«x/2a)rin(««y/26) 
^'  ~  *'  D  ^  ^  -"  »V«'  +  •»*/«>'  +  aw'nVi'T'  • 
Sind  die  Kanten  X  >-  0  und  x  ^  3  a  gestützt,  so  ganflgt  diese  LSsung 
den  Bandbedingungen  auf  diesen  Kanten.  Sind  alle  vier  Kanten  gestötzt, 
so  befriedigt  die  Ldsung  alle  Bedingungen ;  sind  aber  die  beiden  anderen 
Kanten  nicht  einfach  gestützt,  so  haben  wir  eine  LOsong  w,  der  Oteichong 
V|*Wj  »  0  so  zu  bestimmen,  daß  die  Summe  Wj  -|-  w^  den  Bedingungen 
auif  y  ■=  0  und  y  =  26  genügt.     Wir  setzen  Wj  in  der  Form  an^) 


".-2^-" 


wo  F.  eine  Funktion  ron  y,  aber  nicht  von  x  ist.  Dann  erflült  Y^  die 
Qleichung 

■i*r„ 

rfy'  2a'     dy' 

und  das  vollständige  Integral  derselben  hat  die  Form 

r„  -  ^  cosh  ^^  +  B„  Binh  "*j-^  +  y  (K  e««li  ^  +  K  s"»!»  ^"^  . 

wo  Ä^,  B^,  -^m''  ^m  unbestinunte  Konstanten.  Die  Konstanten  lassen 
sich  so  wählen,  daß  die  Eandbedingumgen  auf  y  — 0  und  y— 2&  be- 
friedigt werden.*) 

(d)  Querscktcinffungen  von  Plauen. 

Die  Schwingungsgleichung  ergibt  sich  ohne  weitereg  aus  (92),    wenn 
wir  für  Z'  den  Ausdruck  —  2pA  ^  ,  einsetzen.     Wir  erhalten 

a*w       a*w  ^'J_ ipAS*»  ,„„^ 

dx*"^  dy* '^  ^  dx'dy'         D  sc  ^^^> 

Führt  die  Platte  eine  Normalschwinguug  aus,  so  ist  w  von  der  Form 
W  cos  (pt  +  (),    wo  W   eine   Funktion    von  x  und  y,    die  der  Gleichung 


genfigt;  die  möglichen  Werte  von  p  bestimmen  sich  durch  Änpassong  der 
Lösung    dieser  Gleichung    an    die  Randbedingungen.     Aus    der  Form    des 

1)  Dieser  Gedanke  rOhrt  her  von  M.  L6yj,  Paris  C.  P.,  t.  189  (1S99). 

3)  Den  Fall  vier  gestüUter  Kanten  behandelt  Saint-Tenaut  in  der  Clebscb- 
Auggftbe,  Note  du  g  TS.  Eine  auafShiliche  Erledigung  einer  Reihe  von  FBJlen 
gibt  E.  Estonave,  „Contribution  ä  1'^ude  de  l'äqnilibre  älaatiqite  d'nne  plaque . ." 
(I^^),  Paria  1900.  Elsatische  Konstanten  werden  zuweilen  durch  Beobacbtang 
der  Mittolpunkts-Durcbbiegung  einer  rechteckigen  Platte  bestimmt,  die  in  zwei 
gegeuflberliegendeu  Kanten  geatstzt  und  im  Mittelpunkt  belastet  ist;  üehe 
A.  E.  H.  Tutton,  Phü.  Tratte.  B.  Soe,  (8er.  A).  vol.  20!  (1908).      ,  -  i 
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Koeffizienten  von  W  &uf  der  rechten  Seite  dieser  Oleicbong  geht  kerror, 
dafi  die  Schningungszahlen  der  Dicke  direkt  und  dem  Quadrat  der  linearen 
Abmeaaung  des  von  der  Randlinie  begrenzten  Flfichenstficks  umgekehrt 
proportional  sind. 

Die  Theorie  derjenigen  Querschwingangeu  einer  Kreisplatte,  bei  denen 
die  Verschiebimg  W  eine  Funktion  der  Entfernung  vom  Mittelpunkt  ist, 
wurde  von  Poisson')  entwickelt,  und  die  zahlenmäßige  Bestimmong  der 
Frequenzen  der  tiefsten  Schwingungen  wurde  von  ihm  durchgeführt  In 
diesem  Falle  werden  die  von  ihm  angenommenen  Randbediugtmgen  mit 
den  Kirchhoffscben  identisch,  weil  das  Drillnngsmoment  H,  das  zu  irgend 
einem  mit  der  BandÜnie  konzentrischen  Kreise  gehOrt,  verschwindet.  Die. 
allgemeine  Theorie  der  Querschwingungen  einer  EreispUtte  wurde  spStOT 
von  Kirohhoff  aufgestellt'),  der  in  erschöpfender  Weise  die  Ergebnisse 
numerisch  diskutierte.  Das  Problem  ist  auSerdem  sehr  eingehend  von 
Lord  Bajleigh*)  behandelt.  Die  freien  Schwingungen  einer  quadratischen 
oder  rechteckigen  Platte  sind  theoretisch  bisher  nicht  bestimmt  worden. 
Den  Fall  elliptischer  Platten  haben  E.  Hatbieu*)'  und  A.  Barthelemj') 
nntersncht. 

(e)  Dämungsschwingungen  von  Ptaäen. 

In  gleicher  Weise  können  wir  diejenigen  freien  Schwingungen  einer 
Platte,  bei  denen  keine  transversale  Verschiebung  der  Punkte  der  Mittel- 
ebene  auftritt,  nntersncben,  indem  wir  ftlr  die  Spanuungsresultanten  T^, 
Tj,  Si  die  Nobenmgsformeln  [vgl.  §  301,  4)] 

r,_«i,(|i +  ,»!),       r,_A^A(|i  +  .?), 

•       1  —  o'  \dx         dyf  ■       1  —  «•  \9y    '      Sx/ ' 

Eh    /au        9v\ 

^  -  r+-c[d'y  +  di) 

bezw.  ttlr  die  potentielle  Energie  pro  Flächeneinheit  der  Mittelehene  die 
Formel 


ewegongsgleichungen  lauten 


ansetzen.     Die  BewegnngBgleidiuDgeD  lauten 

ar,  j_85 


oder 


;+Ki-»)go(i+^^:,-^^i;^ 


Hi~<')L.+ 


(97) 


dy* 


1)  In  der  Abhandlung  vom  Jahre  1828,  die  in  der  EinltUnng,  FuSnote  Z 
angezogen  wurde. 

2)  J.  f.  Math.  {OrtlU),  Bd.  40  (1860)  =>  Qt».  Ähhanmimgm,  p.  3S7  —  Fe 
Uaungen  d&er  vnath.  Thyiik,  Mechanik,  Vorlesung  80. 

8)  Theory  of  Somid,  vol.  1,  Kap.  X. 

4]  J.  de  math.  (lAouvtlk),  (S^t.  2),  t  11  (19C9}. 

6)  Mim.  de  t'Aead.  de  Toiihuie,  t  9  (IHTT). 
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566  XXIL  Die  BeckuDg  and  Biegung  von  Platten. 

An  einem  freien  Bande  verschwinden  T,  S.  Die  Form  der  Gleichungen 
zeigt,  dafi  eine  vOllige  Scheidung  der  mit  Querverschiebung  oder  Biegung 
verbundenen  Schwingungen  von  denjenigen,  die  Verachiebung  in  der  Ebene 
der  Platte  oder  Dehnung  aufzeigen,  stattfindet  und  daß  bei  letzteren  die 
Frequenzen  von  der  Plattendicke  nnabhfingig  siad,  während  sie  bei  ersteren 
der  Dicke  proportional  sind. 

Die  hier  gegebene  Behandlung  der  Theorie  der  Platten  ist  als  eine 
vorläufige  anzusehen.  Eine  ins  einzelne  gehende  Untersuchung  der  Nor- 
malschwingnngen  und  Frequenzen  bei  transversaler  Schwingung  erscheint 
dberflllssig,  da  dieselben  von  den  bereits  zitierten  Schriftstellern  genan  er- 
forscht sind.  Einige  spezielle  Resultate  betreffend  Dehnungsschwingnngen 
sind  in  einer  Bemerkung  am  Ende  des  Buches  angegeben.  Eine  weiter- 
gehende Behandlung  der  Theorie,  auf  die  sich  die  Schwingangsgleichungen 
grOinden,  werden  wir  in  Eap.  XXIV  geben.     Siehe  insbesondere  §  333. 
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Kapitel  XXm. 


Dehnnngslose  Deformation  krammer  Platten  oder  Schalen. 

§  315.  Eine  krumme  Platte  oder  Schale  läßt  sich  durch  ihre 
MittelBäche,  ihre  Randlinie  und  ihre  Dicke  definieren.  Die  Dicke  sei 
konstant  und  werde  mit  2h  bezeichnet,  sodafi  jede  Normale  der 
Mittelfiäche  die  Seiten  der  Sdiale  in  zwei  Punkten  trifft,  die  von  der 
Mittelfläche  in  entgegengesetztem  Sinne  um  das  Stück  k  entfernt  sind.. 
Wir  wollen  annehmen,  daß  der  Rand  der  Platte  die  Mittelfiäche  recht- 
winklig durchsetzt;  die  Schnittkurve  ist  die  Bandlinie.  Der  Fall,  wo 
die  Platte  oder  Schale  offen  ist,  sodaß  ein  Rand  wirklich  vorhanden 
ist,  ist  weit  wichtiger  als  der  Fall  einer  geschlossenen  Schale,  weil 
eine  offene  Schale,  z.  B.  eine  herandete  ebene  Platte,  durch  Biegung 
eine  beträchtlich  abweichende  Form  erhalten  kann,  ohne  Verzerrungen 
zu  erleiden,  die  die  für  die  Anwendung  der  mathematischen  Elastizitäts- 
theorie  zulässige  Größe  überschreiten. 

Dieselbe  Möglichkeit  großer  Qestaltändemngen  bei  kleinen  Ver- 
zerrungen ist,  wie  wir  in  Kap.  XVIII  sahen,  für  das  Verhalten  eines 
dünnen  Stabes  charakteristisch;  es  besteht  jedoch  ein  wichtiger  Unter- 
schied zwischen  der  Theorie  der  Stäbe  und  der  der  Platten,  der  von 
einer  Beschränkung  in  geometrischer  Beziehung  herrührt.  Die  Dehnung 
eines  beliebigen  Linienelements  der  Mittelfiäche  einer  verzerrten  Platte 
oder  Schale  muß,  ebenso  wie  die  Dehnung  der  ZentraUinie  eines 
verzerrten  Stabes,  klein  sein.  Im  Falle  eines  Stabes  beschränkt  diese 
Bedingung  die  Gestalt  der  verzerrten  ZentraUinie  in  keiner  Weise, 
und  diese  läßt  sich  wie  in  Kap.  XIX  und  XXI  bestimmen,  indem  man 
die  ZentraUinie  als  ungedebnt  annimmt.  Im  Falle  der  Schale  jedoch 
hat  die  Bedingung,  daß  kein  Linienelement  der  Mittelfiäche  seine 
Länge  ändert,  die  Beschränkung  der  verzerrten  Mittelfläche  auf  eine 
bestimmte  Schar  von  Flächen  zur  Folge,  nämlich  deijenigen,  die  auf 
die   unverzerrte  Mittelfläche   Terbiegbar   sind.^)     In   dem    besonderen 

1)  Was  die  Literatiu  über  die  Theorie  der  aofeinauder  verbiegbaren  Fläcben 
■nbetiifft,  io  rerweiaen  wir  anf  dea  Artikel  tou  A.  ToB,  „Abbildung  uad  Ab- 
wickelung zweier  Flächen  anfeinaader"  in  der  Ency.  d.  math.  Wut.,  UIDöa. 
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568      XXm.  Debnungilose  Deformation  krummer  Platten  oder  Schalen. 

Falle  einer  ebenen  Platte  mufi  die  verzerrte  Mittelfläche,  wenn  die 
Verschiebung  dehoirngsloa  ist,  eine  abwickelbare  Flache  sein.  Da  die 
Mittelfläche  nur  eine  geringe  Dehnung  erfahren  darf,  kann  sich  die 
verzerrte  Mittelfläche  immer  nur  wenig  von  einer  der  Flächen  unter- 
scheiden, die  auf  die  unverzerrte  Mittel^iche  verbiegbar  sind;  mit 
anderen  Worten,  sie  muß  aus  einer  solchen  Fläche  durch  eine  Ver- 
schiebung abzuleiten  sein,  die  überall  klein  ist. 

§  316.  Erümmimgsiiidenuig  bei  dehnaiigsloseT  Deformatioii. 

Wir  beginnen  mit  dem  Fall,  wo  die  Mittelfläche  debDungslos 
deformiert  wird  durch  eine  Verschiebung,  die  flberall  klein  ist. 

Die  Gleichungen  der  Erümmungslinien  seien  dargestellt  durch 
a  =  const.  und  ß  —  conat.,  wo  «  und  ß  Funktionen  des  Ortes  auf  der 
Fläche;  R,,  ü,  seien  die  Krümmungsradien  der  Fläche  in  einem  be- 
liebigen Punkte,  und  zwar  sei  ü,  der  ErQmmuDgsradins  desjenigen 
durch  die  Normale  in  dem  Punkte  gelegten  Schnitts,  der  die  Tangente 
an  die  betreffende  Kurve  aus  der  j3-Schar  (längs  welcher  a  variiert} 
enthält.  Wenn  die  Schale  ohne  Dehnung  der  Mittelfläche  deformiert 
wird,  gehen  die  Kurven  a  =  const.  und  ß  —  const.  in  zwei  Kurven- 
Bcharen  auf  der  verzerrten  Mittelfläche  Ober,  die  sich  rechtwinklig 
schneiden,  im  allgemeinen  aber  nicht  Krämmungslinien  der  deformierten 
Fläche  sind.  Die  Krümmung  dieser  Fläche  kann  durch  ihre  Saupt- 
krümmungsradien  und  durch  die  Winkel,  unter  denen  ihre  Krämmungs- 
linien  die  Kurven   a  und  ß  schneiden,   bestimmt  werden.     Es   seien 

R.  '''  ^IT  ""*^  iL  "'"  *B.  *^'^  leuen  Krümmungsradien  in  einem  Punkte. 
Da  die  Fläche  ohne  Reckung  gebogen  wird,  so  bleibt  das  Krümmungs- 
maß  ungeändert'),  d.  h.  wir  haben 

oder  bei  Beschränkung  auf  Glieder  erster  Ordnung  in  ff-p-  und  tf-^ 

Es  sei  nun  ^  der  Winkel,  unter  dem  die  der  Hauptkrümmnng 
„  +  d  ö  entsprechende  Erünunungslinie  die  Kurve  ß  =  const.  anf 
der  deformierten  Fläche  schneidet;  ü,',  üj'  seien  die  Krümmungsradien 
derjenigen  Normalsclmitte  dieser  Fläche,  die  dnrcb  die  Tangenten  der 
Kurven  ß  =  const.  und  a  — •  const.  gelegt  sind.    Im  allgemeinen  muß 

1]  Der  Satz  rfilixt  ber  von  Gaafi,  „Diaquiiitiones  generale«  circa  Boperfides 
curraB",  Gmingen  Comm.  JUc-,  t.  6  (1838)  =  Werkt,  Bd.  4,  p.  217.  Vgl.  Solmon 
Geometry  of  fArec  dimtnnona,  ^.  Aufl.,  p.  &66. 
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V  klein  Bein,  und  B^',  R^'  dürfen  sich  nur  wenig  von  2t,,  J^  nntei^ 
Bcheiden.  Die  Indikatrix  der  Flache,  bezogen  auf  die  mit  diesen  Tan- 
genten zasammenfalleDden  {x,  yyAchaea,  ist  darck  die  Oleichung  ge- 
geben 

i;+l",+«j^2*(i-j_,)-co».t. 

Bezogen  anf  die'  (|,  i;)-Äcb3en,  die  mit  den  Tangenten  der  ErQm- 
mungslinien  zuaammen&llen,  lautet  die  Gleichung  der  Indikstrix 

und  wir  haben  daher 

W  +  W    V  +  s^  +  'k  +  's;' 

Die  Biegung  der  Fläche  bestimmt  sich  durch  die  drei  Örößen 
X,,  Xj,  T,  die  durch  die  Gleichungen  definiert  eind 

Die  Krümmung  l/K  des  Normalsclmitts,  der  durch  diejenige 
Tangente  der  verzerrten  Mittelfläche  gelegt  ist,  die  mit  der  Kurve 
ß  =•  const.  einen  Winkel  a  einechlieBt,  ist  durch  die  Gleichung 

gegeben,   und  die  Krümmung  -^   des   entsprechenden    Normalschnitts 
der  unverzerrten  Mittel&äche  ist  g^eben  durch 
1         cos'm        im'ta 

sodaB  die  KrQmmungränderung  in  diesem  Normalschnitt  durch  die 
Gleichung 

^  —  p  —  Xj  C08*(D  +  X,  sin*»  +  2t  sin  o>  cos  a  (4) 

dargestellt  ist.  Wir  werden  x,,  Xj,  t  kurzweg  die  Krümmvngs- 
änderungen  nennen. 

Im  allgemeinen,  wenn  Rj  -^  ü,,  liefern  die  Gleichungen  (3)  bei 
Beschränkung  auf  Glieder  erster  Ordnung 

Wenn  es  sich  z.  B.  um  einen  Zylinder  oder  eine  beliebige  ab- 
wickelbare F^che  bandelt  und  die  Kurven  ß  -^  const.  die  Erzeugenden 
sind,  so  verschwindet  x,  und  tg2i(f=  —  2tü,. 
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570      XXIII.  DehanngsloBe  Deformfttion  krummer  Ptatteo  oder  Solulen. 

Der  Fall  einer  Engel  stellt  eicli  wegen  der  Unbestimmtheit  der 
KrÜmmangBlinien  etwas  exzeptionell.  1e  diesem  Falle  erhalten  wir, 
wenn  wir  R^'^  R^  setzen,  aus  (1) 


bei  Beschränkung  auf  Glieder  erster  Ordnimg  finden  wir 

x,  +  )£,=0,     tg2)i.-2r/()(, -j(,)  =  T/j(i, 

nnd  bei  Beschränkung  auf  Glieder  zweiter  Ordnung  gilt 

(*i)' --».», +  '■-«.'  +  .■; 

Xj  und  Xj  sind  jedoch  nur  dann  gleich  S-^  bezw.  gleich  S-^  ,   wenn 

T  —  0,  und  4*  ist  nur  dann  klein,  wenn  r  klein  ist  gegen  x^. 

Das  Resultat,  daß  bei  einem  ohne  Dehnung  ach  wach  deformierten 
Zylinder  x^  ■=  0  ist,  also  keine  Krünunungsandening  in  den  die  Eneugen- 
den  enthaltenden  Normalschnitten  eintritt,  verzeichnet  Lord  Baylei^  als 
„dag  Prinzip  der  Uetaliraltelung".  Das  Ergebnis,  das  hier  in  der  Form 
Xj/ü,  -|-  Xj/Äj  =-  0  erhalten  wurde,  zieht  er  auch  zur  Erklärung  des  Ver- 
haltens des  Bourdonschen  Manometers  heran.'') 

§  317.   Typische  Blegongsverzerrimg. 

Wir  denken  uns  einen  Yerzerrongszustand  in  der  Schale,  bei  dem 
die  Linienelemente  der  Mittelääche  ihre  Länge  nicht  andern,  während 
die  ursprünglich  zur  uDverzerrten  Mittelääche  normalen  Linienelemente 
gerade  bleiben,  zur  verzerrten  Mittelfläche  normal  werden  und  weder 
Dehnung  noch  Verkürzung  erfahren.  Wir  beziehen  die  diesem  Zu- 
stand entsprechenden  Verzerrungskomponenten  auf  ein  (x,  y,  ;?)-Ko- 
ordinatensystem,  dessen  Achsen  in  die  Tangenten  der  durch  einen 
Punkt  P,  der  verzerrten  Mittelääche  gehenden  Kurven  ß  und  a  und 
in  die  Normale  dieser  Fläche  in  P,  fallen.  Es  sei  P  derjenige  Punkt 
der  unverzerrten  Mittelfläche,  der  durch  die  Verschiebung  in  P,  über- 
geht; ds  sei  ein  Bogenelement  einer  Kurve,  die  von  P  ausgeht  und 
auf  der  unverzerrten  Fläche  verKuft;  ferner  sei  R  der  Krümmungs- 
radius in  dem  Normalschnitt  der  Fläche,  der  durch  die  Tangente  von 
«  in  P  gelegt  ist.  Die  Normalen  der  Mittelfläche  in  den  Punkten 
von  s  schneiden  eine  Fläche,  die  zur  Mittelfläche  in  einem  kleinen 
Abstand  g  parallel  läuft,  in  einer  entsprechenden  Kurve,  und  die 
Länge  des  entsprechenden  Bogenelements  dieser  Kurve  ist  annähernd 
gleich   {(£  — 5)/Ä)ds.')    Wenn  die  Fläche  so  gebogen  wird,  daß  R 

1)  Proe.  R.  Soc,  vol.  16  (1889),  p.  105  =  Scientific  Paper8,  vol.  8,  p.  217, 
2j  In  der  Nihe  eines  Pnnktea   der  Mittelflache  kann  2;  =  {Vi(, -f-ij',  Ä, 
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in  R  Qbergebt  und  ^  und  Ös  ungeändert  bleiben,  so  wird  jenes 
Bogenelement  annülienid  gleich  |  (R'  —  z)/R  j  Ss.  Mithin  ist  die 
Dehnung')  dieses  Elements  gleich 

{—^ J  -) /-  ^^,  oder  angenähert  gleich  —  ^(^-  —  jj)  • 

Die  Tangente  an  s  in  P  sehneide  die  Kurve  ^  in  P  unter  einem 
^^'inkel  a.  Die  Richtung  der  entsprechenden  Kurve  auf  der  Parallel- 
fläche ist  nahezu  dieselbe;  die  Dehnung  des  Bogenelements  dieser 
Kurve  läßt  sich  ausdrücken  durch 

^xi  cos^cj  +  e^   sin'ra  +  e^   sin  ra  cos  ta. 

Setzen    wir   die    beiden  Ausdrücke   filr   diese  Dehnung   einander 
gleich  und  benutzen  (4),  so  finden  wir 

e^^  cos*  (9  -|-  e^^  sin^w  +  e,„  sin  ra  cos  a  = 

—  ^(Xj  cob'q}  +  Xj  sin'ß»  +  2t  eia  ta  cos  tu), 
mithin 

c„  =-  —  sx,,  e^^  =  —  «X,,  e^^  =  —  2er. 
Bei  dem  gedachten  Verzerrungszustand  verschwinden  e,^,  e^„  e,,. 
Mit  dieser  YerzemiDg  können  wir  irgend  eine  Verzerrung  kom- 
binieren, bei  der  die  ursprünglich  zur  unverzerrten  Mittelääche  nor- 
malen Linienelemente  gedehnt  oder  gekrUmmt  oder  zur  verzerrten 
Mittelfläche  geneigt  werden.  Der  wichtigste  Fall  ist  der,  ^o  auf  die 
zur  Mittelfläche  parallelen  Flächen  keine  Spannung  wirkt.  In  diesem 
Falle  verschwinden  die  mit  X.,  Y^,  Z,  bezeichneten  Spannungskom- 
ponenten,  und  die  Yerzerrungskomponenten  e„,  c^,,  c„  sind  durch 
die  Gleichungen  gegeben 

e«  =  0,     e^,  =  Ü,     e„--|ff/(l-(f)|(.„  +  ej, 

wo  0  die  Poissonscbe  Konstante  des  als  isotrop  vorausgesetzten 
Materials.  Bei  diesem  Verzerrungszn.<)tand  bleiben  die  ursprünglich 
zur  unverzerrten  MittelÖäche  normalen  Linien  elemente  gerade,  werden 
normal  zur  verzerrten  Mittelfläche  und  erfahren  eine  gewisse  Dehnung, 
die  durch  den  oben  hingeschriebenen  Wert  von  e,,  gekennzeichnet  ist. 
Es  ist  klar,   da£  diese  Dehnung   nur  geringe  Abweichungen  *)  in  den 

als  Gleichung  der  Fläche  angenommea  werden,  und  die  Koordinaten  des  Punktee, 
in  dem  die  Nonnale  in  (f*,  i]')  die  Farallelfläche  treffen,  werden,  wie  sich  durch 
Anfstellnng  der  Gleicbangen  der  Normalen  zeigen  läQt,  annäheind  gleich 
f(l  — i  I{,)  nnd  Jiil—r.H,).  Setien  wir  ^^ds-eoaia,  j,'  =  *s-Binw  und 
vemachläsaigen  e*  A,*  und  n'/B,*,  so  erhalten  wir  da»  im  Test  angegebene 
Beeultat. 

1)  Vgl.  Lord  Rayleigh,   Theory  of  Sound,  2.  Aufl.,  p,  411. 

2)  Die  T  oll  ständigere  üntersnchnng   von  g  S'll   wird   zeigen,    daß   derartige 
Abweichungen  nicht  gänzlich  zu  verasch  Ussigeu  sind. 
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ÄDsdrücfcen  tär  e„,  e^^,  e^^  mit  Bich  briogen  kum,  und  wir  können 
daher  folgende  N^erungBausdrücke  für  die  YerzerriuigBkotnponent«» 
ansetzen; 

Dieser  Verzerrungszustand  mag  als  typische  Biegungsvereerrung  (engl. 
ttfpical  flexural  ^ain)  bezeichnet  werden. 

Die  entsprechenden  Spannungskomponenten  sind 

x~-,-f-z%,   x  =  r-z-o, 

wo  E  der  Yotingsche  Modul  des  Materials.  Die  Verzerrungsener^e- 
Funktion  nimmt  die  Gestalt  an 

4ll^.-[(».  +  ».)' -  2('  -  »)(".«.  -  ■■))• 

Die  poteRti(^  Energie  der  Biegung,  bezogen  auf  die  Flächeu- 
einheii  der  Mitteläaehe,  ergibt  sich,  wenn  wir  obigen  Ausdruck  nach 
z  zwischen  den  Grenzen  —  ä  und  h  integrieren,  wo  2A  die  Dicke 
der  Schale.     Wir  erhalten 

iB[(,,  +  X,)'  -  2(1  -  .)(«,,,  -  ,>)],  (6) 

wo  D  die  „Biegungssteifigkeit"  (engl,  „fleiural  rigidity")  ^Eh^l{\  —  u*). 
Im  Falle  eines  Zylinders  oder  einer  abwickelbaren  FUche  wird  dieser 
Aasdruck  gleich  ^Z>{x,'  +  2(1  —  ff)t*|.  Im  Falle  einer  Engel  wird 
er  gleich  4f*A'(%*  +  t*)  oder  gleich  4/t^'(^p)  i  ^o  /*  die  Steifigkeit 
des  Materials.*) 

§  318.    Verfalireii  ztir  Berechniuig  der  KrämmimgsäiidenujgeiL. 

Die  Bedingungen,  die  die  Verschiebung  erfQllen  muß,  wenn  die 
Mittelfläche  keine  Dehnung  erleiden  soll,  lassen  sich  durch  ein  direktes 
Verfahren  ermitteln.  Es  sei  Ada  das  zwischen  zwei  Kurven  a  und 
a  +  ^KÜegendeBogenelement  einer  Kurve  ^""const.,  BSß  das  zwischen 
zwei  Kurven  ß  und  ß-\-  Sß  liegende  Bogenelement  einer  Kurve  a  — 
const-,  femer  seien  x,  y,  z  die  auf  geeignete  Achsen  bezogenen  Ko- 
ordinaten eines  Punktes  der  verzerrten  Mittel  flache.  Wir  drücken 
x',  y',  z'  durch  die  Koordinaten  des  Punktes  vor  der  Verzerrung  und 

1)  Diese  Werte  gebiaucht  Loid  Rayleigh,  Theory  ofSotmd,  S.  Aufl.,  Kap.  XA. 
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die  Verschiebungskompouentflii  aus.  Da  Kurven  auf  der  Mittelfl&cbe 
ihre  I^Dge  nicht  ändern  und  nach  der  Verzerrung  sidi  anter  dem- 
selben Winkel  schneiden  wie  vor  der  Verzerrung,  so  haben  wir 

3«  dp  "*■  a«  afT  '^  dudp~   ■ 

Diese  Oleichnugen  liefern  uns  drei  paiiiielle  Differentialgleichungen, 
die  zwischen  den  Verflchiebungskompojientea  bestehen  müssen. 

Die  Krümmnngsänderungen  lassen  sich  ebenfalls  ziemlich  einfach 
berechnen.  Die  Bichtungskoainus  l,  m,  n  der  in  bestimmtem  Sinne 
gezogenen  Normalen  der  verzerrten  Mittel^che  lassen  sich  durch 
Formeln  vom  Typus 

^~AB\dadß     a«  dß) 

ausdracken;  das  Vorzeichen  kann  in  jedem  Falle  ermittelt  werden. 
Die  Gleichungen  der  Normalen  lauten 


ist  (x,  y,  g)  ein  HsuptkrÜtumangszentnim,  so  haben  wir 

X  —  x'  +  le',   y  —  y'  +  we',   z  —  s  +  «?', 

wo  q'  der  entsprechende  Hauptkrümmungsradius;  q'  wird  positiT  ge- 
rechnet, wenn  die  Normale  (/,  )«,  m)  von  (x',  y",  /)  nach  {x,  y,  z) 
hin  gerichtet  ist.  Ist  {a  +  Sa,  ß  +  äß)  ein  Punkt  der  Fläche  in  der 
Nähe  von  (x',  y,  /)  auf  derjenigen  durch  {x,  y,  z')  gehenden 
KrQmmungslinie,  fOr  die  der  Krümmungsradius  (f  ist,  so  bleiben  die 
Größen  x,  y,  z,  q  bei  Beschränkung  auf  Größen  erster  Ordnung  in 
da,  Sß  ungeändert,  wenn  a  mit  u  -\-  9k,  ß  mit  ß  ■{■  äß  vertauscht 
wird.  Die  Größe,  die  wir  bereite  tgi^  nannteo,  stellt  einen  der  beiden 
Werte  des  Quotienten  BSß/ASa  dar.  Mithin  bestimmen  sich  tgii> 
und  Q   durch  die  Gleichungen 

ai^'+K*" +  '■(51'" +  ??'''')-"■ 

Diese  drei  Gleicbongen  sind  \a  Wirklichkeit  gleichwertig  mit  nur 
zweien,  denn  aus  der  Art  der  Bildung  der  Ausdrücke  für  l,  m,  n  und 
aus  der  Gleichung  /*  -\-  vi*+  n*=l  folgt,  duB  die  Summe  der  mit  I,  m,  n 
multiplizierten    linken    Seiten    verschwindet.       Eliminieren    wir^  den 
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Quotienten    öu/dß   aus   zweien    dieser  Gleichungen,    tso    erhalten   wir 
eine  Gleichung   filr   p',  und  die  Werte  von  1/p'  sind    .t-  +  d-^-    und 
^ — |-  ^-^;   eliminieren  wir  p    aas  zweien  dieser  Gleichungm,   so  er- 
halten wir  eine  Gleichung  für  äß/da,  welche  tgilj  bestimmt. 

Wir  werden  diese  Methoden  im  Falle  zylindrischer  und  kugelförmiger 
Schalen  anwenden.  In  schwierigeren  Fällen  oder  wenn  sowohl  Dehnung 
wie  Erümmungsänderung  auftritt,  emp&ehlt  es  sieb,  ein  leistungsfähigeres 
Verfahren  anzuwenden.  Eine  derartige  Methode  werden  wir  später  ent- 
wickeln; andere  Methoden  sind  vonH.  Lamb^)  und  Lord  Rayleigh')  an- 
gegeben. Die  B«3ultate  für  Zylinder-  und  Kugelschalen  kOnnen  natürlich 
auch  mit  Hilfe  der  allgemeinen  Methoden  abgeleitet  werden;  diese  Falle 
sind  jedoch  so  wichtig,  daß  es  der  Mühe  wert  zu  sein  scheint  zu  zeigen, 
wie  sie  mit  analytischen  Hilfsmitteln  behandelt  werden  können,  die  keine 
weiteren  Schwierigkeiten  als  die  Handhabung  einiger  etwas  langer  Aus- 
drücke mit  sich  bringen.  Die  Resultate  für  diese  Fälle  gab  Lord 
Rayleigh.») 

§  319.   DehnoitgsloBe  Deformation  einer  zylindrischen  Schale. 

a)  Formeln  für  die  Verschiehmg. 

Ist  die  Mittelfläche   ein  Ereiszylinder  vom  Radius  a,   so  mSgea 
als  Größen    a   und    ß   in  jedem  Punkt   beKUglich    der   Abstand    von 
einem  festen  Kreisschnittj  gemessen  längs  der  durch  den  Punkt  gehen- 
den Erzeugenden,  und  der  Winkel  zwischen 
der   durch   den   Punkt  und   die  Achse  ge- 
legten Ebene  und  einer  festen  Axialebene 
gewählt  werden;   statt  et  uud  ß   schreiben 
wir   X    lind   *.      Wir    zerlegen    die    Ver- 
schiebung  des   Punktes   in   Eomponenten: 
u  längs  der  Erzeugenden,  v  längs  der  Tan- 
gente des  Schuittkreises,  tv  längs  der  nach 
innen    gerichteten    Normalen   der    Fläche. 
Die  Koordinaten  x',  y,  /  des   entsprechen- 
Flg.  !i.  den    Punktes    der    veraerrten    Mittel&äche 

sind  durch  die  Gleichungen  gegeben 
x'  —  x  +  u,      y'=(a  —  iv)  cos  4>  —  i; sin  *,     /  —  {a  —  w)  am<t>  -i-  v  cos  *. 
Die  Bedingungen  dafür,    daß  die  Verschiebung  dehnungslos  ist, 
lauten 


1)  London  Math.  Soc.  Proc.,  toI.  21  (1891),  p,  119. 

2)  Theorg  of  Sound,  2.  Aufl.,  vol.  1.  Kap.  XA. 

3)  London  Math.  Soc.  Proc.,  vol.  13  (18Ö2)  =  Scietiti/ie  Papfrs,  vol.  1,  p,  661, 
femer  die  auf  p.  570  oben  zitierte  Abhandlmig.  Außerdem  Theoiy  of  SotHtd, 
2.  Anfl.,  vol.  1,  Kap.  XA, 
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a«  ?0  ■•■  ai  S*  ■*"  Sarg«  • 

Sdireiben  wir  die  Gleichungen  hin 

ga:'       ,    ,  g«      e«'        '  d'w        rf.      3t>    .    ^    3«'  2"    ■    A  ,  S»        * 

5— —  1  +  5-,  V'-'— —  ^^03*  — 5-8in<P,  „— —  —  5-sm0  +  K-co8<t>, 

dx  dx'    8x  ox  dx  'ex  dx  ex  ' 

dtif       du       dy  (dw    ,     \        *       /  1    ^«V    ■    * 

„  _  (a  -  «>  +  -^)  cos  «  -  (^  +  t;J  Bui  * , 

so  sehen  wir,  daß  diese  Bedingungen  bei  Beschränkung  auf  GFlieder 
erster  Ordnung  in  u,  v,  w  folgendermaßen  lauten: 

03;  '  ö*'      3i   '    a  3*  *■  ^ 

Diese  Gleichungen  zeigen,  daß  w  von  x  unabhängig  ist  und  daß  o 
und  w  lineare  Punktionen  von  X  sind. 

Besteht  die  Randlioie  aus  zwei  Kreisen  x=C0Dst.,  so  mflssen 
u,  V,  w  periodische  Funktionen  tou  0  mit  der  Periode  2x  sein,  und 
die  allgemeinsten  möglichen  Formen  lauten 

V  =^[^,  C0B(n(t>  +  a„)  +  B^xco3{n<i>  +  ßj],      \         (^) 

w  =  —^n{A^  sin  («<J)  +  kJ  +  i/^j;  sin  («<t>  +  ßj], 

wo  .^^,  B^,  a^,  ß^  Konstanten  bedeuten  und  die  Summationen  auf 
verschiedene  ganzzahlige  Werte  von  n  gehen. 

b)  Krümmungsänderangen. 

Die  Richtungskosinus  l,  m,  n  der  nach  innen  gerichteten  Nor- 
malen der  verzerrten  Mittelääche  sind 


l- 


Wir   schreiben    die   durch  Anwendung    von  (7)    vereinfachten  Werte 
von  cx'/Sx,  ...  in  der  Form  hin 

dx       ,        Sy       Idu    ■    ^      dK       ^        d/  1  du       ^      dw   .   ^ 

-^—=■1,      ^  =  - ,-r  sin  q>— K-cosQ,      .-   =  — -   =^;^cos<t>  — „-  8in<P, 

dx         '       dx       a  89  dx  '       dx  a  9*  8x  ' 

dx       d't     dy  ■   *     /    ,  d"^\       *   9^'  *     /     ,  5"^^  ■   * 

55, —  a*.   ö>.  =  — osin*—  ü+^TiT  cos*.  5-i-  =  acos*  — (v-h  ^  sin*; 
3*      3*    3*  \      9*/  '3*  \     '  f*/  ' 

bei  Beschränkung  auf  Glieder  erster  Ordnung  in  w 
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i  =■  —  g— ,     nt  =  —  cos  «PH —  [v  +  r^\  Bin  O», 
n  =■  —  sin  * ( «  +  ä^ )  cos  4» . 


Die  HanptkrümmnngBradien  und  die  Ricbtnngen  der  Erflmmungs- 
linien  sind  durch  die  Qleicbnngen  gegeben 


tmd 

M-rl»/'^'^  ^^  _  ?ylll\    I.  /A(b1»/'?^  ??^  _  ?1^  ill 

^"'^^  \Jx  3x       dx  dx)  ^  ^     >  \d<i>  d<i>      d<t>d<t>} 


\3a;  9*    '    9«  9*        3a;  8 


9*7 

Um  die  Koeffizienten  in  diesen  Oleicbangen  zu  bereebnen, 
scbreiben  wir  die  Werte  von  dljcx, ...  in  der  etwas  verein facbten 
Form  hin,  die  aus  (7)  und  daraus,  daß  v  und  w  lineare  Funktionen 
TOD  X  sind,  folgt.    Wir  haben 

dl        n        9m        ain*    9  /     , 


dl  9'w  dm         .    ^(.    ,    1 /9'w    ,      \]     ,    coe*/     ,    9w\ 

Wir  wissen  von  vornherein,  daß  bei  VemHcblässigung  der  Glieder 
zweiter  Ordnung  in  u,  v,  to  ein  Wert  von  1/q'  null  und  der  andere 
1/a  +  x,  ist;  ebenso  ist  der  Wert  von  a  d*/*«  gleich  tg^t,  und 
tg3^  =  —  2aT.  Wir  können  nim  obige  äleicbungeu  fOr  p'  iind  dx/S^ 
in  der  (bis  anf  Glieder  erster  Ordnung  in  w,  w,  w  geltenden)  Form 
schreiben 

(a  +  "»)["  ««>«*-("  +  |J)«>S*] 

+  [sin<t.+  ;-(.  +  |;-)co8*+;-(i^.  +  Hr)sin*]-0 
und 
19/     ,  8»\   .    rf,   ,    1  .   ,^  /9m  9'w  \   .    ^ 

+  ;tg*[.in  »+;(.  +  !;)  cos <l>  +  l{^"^  +  «.).bi»]-0. 

Die  erstere  dieser  Gleichungen  liefert  die  bei  Beschränkung  auf  Glieder 
erster  Ordnung  in  u,  v,  w  geltende  Formel 
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ZjUudiisohe  Sobale.    Eugelscbale. 
und  die  letztere  liefert  in  gleicher  Annäherung 
tg2t  —  2^Jv  +  '^), 


oder 


^li}' 


."  + 


lil- 


Bei  EinftUiraiig   der   in  (8)   gegebenen  Werte 
halten  wir  hieraus 


(10) 
tJ,  tc  er- 

(11) 


I  wählen  1 


als 


§  320.   BehniingBloBe  Defonnatton  einer  Engelsotiale. 

a)  i^ormrfrt  für  die  VerschiAung. 

Ist  die  MittelÖäche  eine  Kugel  vom  Radius  a, 
Koordinaten  c  and  j3  gewöhnliche 
pDlarkoordinaten  auf  der  Kugel  und 
schreiben  0,  4>  für  a,  ß.  Die  Verschie- 
bung hat  die  Komponenten  u  längs 
der  Tangente  des  Ueridians  in  Rich- 
tung von  wachsendem  6,  v  längs  der 
Tangente  des  Parallelkretses  in  Rich- 
tung von  wachsendem  4>,  w  läng« 
der  nach  innen  gerichteten  Normalen 
der  Fläche.  Die  kartesischen  Koordi- 
naten eines  Punktes  der  verzerrten 
Hittelfläche  sind  durch  die  Gleichungen 
gegeben 

x'  —  (a  —  w)  sin  $  cos  0  +  «  cos  ö  cos  <t)  —  u  sin  <t) , 
y'  =  (a  —  w)  sin  0  sin  0  -|-  u  cos  fl  sin  <t>  -j-  «  cos  <!>,' 
*'  —  (a  —  tc)  coB  ö  —  w  sin  ö. 
Die  Bedingungen  dafür,  daß  die  Yerschiebung  dehnungslos  ist,  lauten 

mr+m'^m-^'  .i.[a'+e)'+ßi)?-'. 

Wir  schreiben  folgende  Gleichungen  hin: 

w -[("■-»  + ff )  ~' »- (w +  «)'"»]  »■»-':-»■' ». 

f-[(»-"+8:)'»"'-(s"»+«)"°»i""*+r 
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S«  --(»-"'  +  Is) "»  '  -  (as  +  ")  «»»9 

und 

o*" ^  ~  ""^  siQÖ  +  u  C08Ö  +  IJ]  Bin  * 

+  [IJ  cos  "  -  "  -  gj  S'°  "]  COB  0, 

'*  =-    (o  —  «•■)  sin  Ö  +  M  coa  6  +  ,^1  cos  <t) 

+  K  eoB  Ö  -  v  -  1^  ain  ö]  ein  *, 

Die  Bedingungen  dafQr,  daß  die  Yerechiebung  detmungBios  aei,  lauten 
bei  Beachränknng  auf  Glieder  erster  Ordnung  in  u,  v,  w 

w  =  ^^^ ,     tr  sin  0  =•  u  coa  Ö  +  .  i,- , 
sin  6  =„  +  cos 6  („^  cosÖ  ~  v  —  _^  sin  öl 

oder,  wie  wir  auch  schreiben  können, 

w=-  ~,     Hin  ö  pfl  „:" a  —  ö*  „:!  fl ,     -rt,"  iit'Ä  +  s'"'  *  /fl  .i!^  ~  0-    (12) 
00  '  CO  Bin  ö        o<J>  sin  0        <:<P  Bin  0  Co  Bin  ö  ^      ' 

Die  beiden  letzten  dieser  Oleichungen  zeigen,  dafi  u/sin  0  und  c/sinö 
konjugierte  Funktionen  von  log(tg^0)  und  (t>  sind. 

Besteht  die  Randlinie  ans  zwei  Breiteokreisen,  so  müssen  u,  v,  w 
periodische  Funktionen  von  (t>  mit  der  Periode  2x  sein,  und  die  all- 
gemeinsten möglichen  Formen  derselben  sind 

M  =  sinÖ^   '*>*g"y  cos(k<1>  +  «,)  +  -B„cotg"  l  cos  («*  +  (3,)  L 

I!  =  sin  d  _^,    jl,tg"     sin(«*  +  «,)  —  B„cotg"      sin(M0  +  j5 J   , 

if  =^  2R"  +  coBe)J,tg"  *  co8(h*  +  aj 

—  (n  —  cosöjiJ,cotg"y  cos  («<t>  +  (3,)1, 
wo  A^,  B^,  tt„,  ß„  Konstanten;   die  Summationen  gehen  auf  die  vei^ 
schiedenen  ganzzahligen  Werte  von  n. 

Setzen  wir  in  den  Formeln  (12)  tj^O,  so  erhalten  wir  Terscbiebungen 

vom  Typus 

u  =  A^&vaB  cos  a,     v  =  Absind  sin  a,     w  =  A^  cos  B  cos  a. 

Digitizccoy  Google 


(13) 


Debnungalose  Deformation  emei  Eogelachale.  579 

(Die  Glieder  in  B^  sind  Ton  demselben  Typus.)  Die  Komponenten  dieser 
Verschiebung  in  Richtung  von  x',  y',  z'  sind 

—  .<1q  sin  a  sin  d  sin  (t>,     ^^  sin  ci  sin  6  COS  <t>,     —  A^cosa, 

und  diese  Verschiebung  setzt  sich  ans  einer  Tninslation  —  ^  cos  o  in 
Richtung    der   z'-Adhee    and    einer  Drehung  ^a'^sintt    nm    diese  Achse 

Setzen  wir  in  den  Formeln  (13)  «  =  1,  so  bekommen  wir  Ver- 
schiebungen TOm  Typns 

M- J,(l  -  cos ö)  cos  (<t> -I-  b),     ü  — J,(1  —  cos Ö)  sin  (*  +  «), 

(p-^,  sin  Ö  cos  (*  +  «), 
und 

M  — Bi(l  +  cos  0)008(0  +  ^),     V B,(l  +  coBe}sin(*  + j3), 

w  =  —  Bi  sin  fl  cos  (*  +  (J). 

Die  erstere  ist  gleichwertig  mit  einer  Translation  (— j1,  cos«,  J,  sin«,  O) 
und  einer  Drehung  .^a~'(8in[c,  coa  «,  O);  die  letztere  ist  gleichwertig 
mit  einer  Translation  (B,  cos  ^,  — B^sin^,  O)  nnd  einer  Drehung 
S,a-\a,  ß,  w,  ß,  0). 

AUS  dem  eben  Gesagten  geht  hervor,  daß  alle  Verschiebniigen, 
die  sich  ans  (13)  fUr  «  —  0  oder  «=-1  ergeben,  in  einem  starren 
Körper  möglich  sind;  die  Terme,  welche  diesen  Werten  Ton  n  ent- 
sprechen, könnea  daher  in  den  Sammationen  fortgelassen  werden. 
Entsprechende  Resultate  erhält  man  iilr  zylindrische  Schalen. 

Wenn  die  Randlinie  aus  einem  Breitenkreis  besteht  und  der  Pol 
B  —  0  auf  der  Schale  liegt,  so  müssen  wir  aus  (13)  die  Glieder  in 
col^-JÖ,  (n  >  1),  streichen,  da  diese  im  Pole  unendlich  groß  werden. 
Ist  die  Kagel  geschlossen,  so  müssen  die  Glieder  in  tg"^d,  (n  >  1), 
ebenfalls  fort^laasen  werden;  mit  anderen  Worten,  in  einer  ge- 
schlossenen Kugelfichale  sind,  abgesehen  von  den  in  einem  starren 
Körper  möglichen  Verrückungen,  dehnungslose  Verschiebungen  nicht 
möglich.') 

b)  Kriimmungsänderungen. 

Wir  hilden  zunächst  Ausdrücke  für  die  Kichtungskosinus  I,  m,  n 
der  Normalen  der  deformierten  Fläche  mit  Hilfe  der  Formeln  vom 
Typus 

,         l     /?/  de  _  ?£l3y'\. 
o'Bine\2«  de       c*  doj^ 
zu   diesem  Zwecke   schreiben   wir   die   mittels   der  Gleichungen   (12) 
Terein&chten  Ausdrücke  für  (lx'jd6, . . .  hin.     Wir  haben 

1)  Das  Resultat  ist  im  Einklang  mit  dem  Suti,  daB  eine  geHchloasene  FlO^he 
ohne  Reckung  nicht  gebogen  -werden  kann.  Diesen  Satz  verdankt  mau  J.  H.  Jellett, 
Dvblin  IVoHS.  R.  Iriah  Aead.,  vol.  a2  (IBöö). 


580      XXin.  Dehnniigilofe  Defomifttdoii  krummer  Plfttton  oder  Schalen. 
^-  =.  a  C03  0  COS  *  —  (^j-a  +  «)  sin  ff  cofl  *  —  gi  sId  <D, 

li--«»°»-(w+»)«"». 

und 

|J--osmeKn<l>  +  (|ico.«-.-|jBm9)co.*, 

siT  »-       osinfl  eoa<t>  +  (^:ir  cosö  —  v  —  15-;  Bin  öl  sm<t>, 

a*" ^^  Bin  fl  — -^  cos  ö 

Hieraus  erlialten  wir  bei  Beschränkung  auf  Glieder  erster  Ordnung 
in  u,  V,  w 

i  -  -  BinÖ  cos*  -  -^(If  +  «)  cosöcos*  +  |(«  +  -^f|)  sin*. 


fl50^ 

m  —  —  sin  Ö  sin  4»  —   -Igä  +  •*)  cos  ff  sin* ( tj  +  aine^)  *os0, 

«  =  _cose  +  -^(^g  +u)sinÖ. 

Qeoau  wie  im  Falle  des  Zylinders  bestimmen  sich  die  HanptkrQm- 
mungen  und  die  Richtungen  der  ErümmungsUnien  durch  die  kom- 
patiblen Gleichungen 


Wir   schreiben   daher   folgende  Gleichungen    hin,   in    denen   wir   der 
Kürze  hJb»  Z-i(|^  +  «),  y-i('  +  ^l-Al)  "'^»" 

gä  —  —  (1  +  ^j  coe  e  cos  <D  +  X  sin  ff  cos  *  +  -g^  sin  *, 
3^.  —  —  (1  +  g.l  cos  ff  sin  *  +  X  sin  ff  sin  *  —  ^  -  cos  *, 

und 

g^,^  -       (8inö  +  Xcosff  +  ~)  sin*— (iJ-coBÖ-  T)  cos*, 

s^ (ainff  -f-  X  cosö  4-  ^)  cos*  —  t^*  c^ö  —  I'J  sin*, 

an        .    -SX 

00  80  ,,  I 
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Wir  mQBsea  hier  nun  etwas  anders  Terfthren  als  beim  Zylinder, 
weil  in  erster  Annäherung  die  Summe  und  das  Produkt  der  fiaupt- 
krümmungen  durch  die  Yerzeirung  nicht  geändert  werden.  Wir  be- 
ginneD  d^er  mit  der  Aufstellung  der  Gleichung  für  1^4'  oder  ^68<P/d6. 
Diese  Oleichnng  Ußt  sich  schreiben 

(^,^Sji\(Sm      tgip_dm\      /^!^   ,   *SW2y;wei      tffjc  Sl\ 
\de  '^iaied0/\ce  '*' »iad  ^}  "  \Je  '^  ime  S'<» /  \39  ■"'ime  W' 

und  durch  Einsetzen  der  oben  hingeschriebenen  Werte  von  dx'jdB, ... 
geht  sie  über  in 

(|1  _  ai|)  cos  ff  +  ^^  o  (ein  Ö ^  -  X  cos Ö  -  E|)  coflÖ 

+S(«(ll-''-^)-(lJ»'»--li--«)l""''-<>- 

Nun  haben  wir 

?£_«^^      _  9  {  i_3ü\ 
de       ""39  ~       ^Imnöe*^' 

»(f|»,.8-r)-(|i»s.-.-|5.in9)-,b.c»«,A(^'.|j), 
«("■'»lf-^°°'«-w)-"°«(w+8T)-'»'*(3l+») 

WO  in  der  letzten  Zeile  von  den  Gleichungen  (12)  Gebraach  gemacht 
ist.  Da  aber  to  —  duj'66  ist  nnd  u  der  Oleichnng  genügt,  die  durch 
EliminatioQ  Ton  v  aus  der  zweiten  nnd  dritten  der  Gleichungen  (12) 
folgt,  nämlich 

8  ».  +  »»'»  fe"  -  Bin  9  «08  9 1;  +  «  -  0, 

80  ergibt  sich,  daß 

1    3'ic  i       .    dw  ,  19/.  ,fl  c't»    ,     ■    a        flS«         \ 

s,ii5f»'  +  «'''8f9 +«'-aii»5»(-"»  «a«- +■"'»'»"'59 -«) 

+  colg»,-,+«; jy,-«,. 

Die  Gleichung  für  tgit  wird  daher 

Eine  der  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  q  lautet 

odar 
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a  ('+|f)'»''  +  ^"»«  +  ||'«* 

'■       .mB+Xeo.»+^(l^-  +  eotg9||)lg, 

'  +  85"  +  .tas iä»  ^tIsS"  +  ""«"ääTJ! 

=  1  +  -  (-g^  +  wj  aec  2  ii. 
Benatzen  wir  jedoch  die  Bezeichnungen  tod  §  316,  so  haben  wir 

— —»X,  cos'itr  +  X|  Bin*^  +  t  ain  2i(' 

=  Xt(e082(t'-f  sin2*tg2^) 
=  x,3ec2tf'. 
Daraas  folgt,  daß 

«.-..(39.+«').    '-;.8?(.-E9  8»)-  ("1 

Mit  den  in  {13}  g^ebenen  Werten  von  «,  v,  u>  finden  wir  nun 

*X-~*7  ~2$^[Air  l   C08(B<t>  +  O 

-  ß„COtg-  l    C08  («*  +  j3, )]  , 

+  B„cotg"y  sin(fl(t)  +  ß„)\  ■ 

§  321.  Delmuiigslose  SolLwingangen. 
Haben  wir  in  einer  schwingenden  Schale  den  Yerzerrnngszustand, 
der  in  §  317  als  die  typische  BiegungsTerzernii^  geschildert  wurde, 
so  können  wir  die  Frequenz  der  Schwingungen  berechnen,  indem  wir 
die  Ausdrücke  für  die  kinetische  and  die  potentielle  Energie  auf- 
stellen.') Wir  erläutern  dies  Verfahren  an  dem  Beispiel  der  Zylinder- 
und  der  Kugelschale. 


(15) 


1)  Die  Theorie  der  dehnrnngBloaen  Schwingungen  verdankt  man  Lord  Eajleigh, 
London  Math.  Soc.  Proc ,  vol.  18  (ISBl)  =  Scitxtific  Papers,  vol.  1,  p.  661,  und 
Proc.  Ä.  Soc,,  vol.  i6  (1889),  p.  106  =  ScietUifie  Papers,  vol.  8,  p.  217.  Siehe 
auch  Uteory  of  Sound,  2.  Aufl.,  Enp.  X  A.  Eine  Untennchnng  der  Bedingung 
fOr  dftg  Auftreten  praktisch  dehnungelosei  Schwingungguten  werden  wir  in 
Kap.  XXIV  unten  geben. 
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1)  Zylindris*^  Schale. 

Die  kinetiBche  Energie,  bezogen  aaf  die  FUeheneinheit  der  Mittel- 
flächa,  ist  gleich 

hier  bedeutet  g  die  Dichte  des  Materials,  und  u,  v,  w  sind  durch  die 
Gleichungen  (8)  gegeben,  in  denen  die  KoefBzienten  A^,  £,  als 
Funktionen  Ton  /  anzusehen  sind.  Die  kinetische  Energie  T  der 
Bchwiagenden  Schale  ei^ibt  sieb,  wenn  wir  diesen  Ausdruck  fiber  das  Ge- 
biet der  MittdäSehe  integrieren.  Sind  die  Ränder  der  Schale  durch 
^  "  +  '  gegc^ien,  so  finden  wir 

/dÄ, 
:«^"-    ■    - 

Die  potentielle  Energie  der  Biegung,  bezogen  auf  die  Flächeneinheit 
der  Mittelfläche,  ist  gleich 

iDK=+2(l-»)r1, 

WO  X,  und  z  durch  (11)  gegeben  sind.  Die  potentielle  Energie  V 
der  schwingenden  Schale  ei^ibt  sich,  wenn  wir  diesen  Ausdruck  Ober 
das  Gebiet  der  Mitteldäche  integrieren.     Wir  finden 

V -  Ditl ^ ^^~^[n'A„'  +  |i»»?»  +  2(l--fl)a»}B,»].     (17) 

Die  Koeffizienten  A^,  B_  in  den  Ausdrücken  (8)  für  die  Ver- 
schiebung können  als  verallgemeinerte  Koordinaten  angesehen  werden, 
und  die  Ausdrücke  für  T  und  V  zeigen,  daß  sie  „Normalkoordinaten" 
darstellen,  aodaß  die  durch  verschiedene  A  oder  B  bezeichneten 
Schwingungen  unabhängig  voneinander  ausgeführt  werden.  Die 
Schwingungen,  bei  denen  die  B  sämtlich  und  die  A  sämtlich  bis  anfeines 
verschwinden,  haben  zweidimensionalen  Cliarakter  und  finden  in  den 
zur  Zylinderachse  senkrechten  Ebenen  statt.  Sie  drücken  sich  aus 
durch  die  Gleichungen 

«  —  0,     V  —  A^  cosncf,     w  —  —  n^,  sinK4>; 

hierin  ist  A^  einer  einfachen  harmonischen  Funktion  der  Zeit  mit  der 

Periode  2x/p  proportional,  wo  p  durch  die  Gleichung  gegeben  ist 

g  D      n*  («•—!)•  gft'  »•(*!>  — 1)' 

P~2tka'        n'-i-l       ~Sgil-«^a'       n'+l 

Die  Schwingungen,  bei  denen  die  A  sämtlich  und  die  B  sämt- 
lich bis  auf  eines  verschwinden,  sind  dreidimensional.  Ihr  Typus  ist 
durch  die  Gleichungen  gegeben 

u  — B^  sinn<t>,     v  =  xB^  cosm<I>,     «■  —  —  nxB^  sinn0, 

und  die  Frequenz  pi2«  bestimmt  sich  durch  die  Gleichung 
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^        8p(i-<.')ä'      »'  +  1       l  +  8a'/«'(«»+l)i'"  '•'''^ 

Ist  ent-weder  n  oder  !/a  einigermaßea  grofi,  eo  sind  die  beiden 

Werte   von  p,   die   zu  demselben  Werte   von  «  geboren,   sebr   nahe 

einander  gleicb. 
2)  Kugdschaie. 
Die  Mittelääche  sei  von  einem  Breitenkreise  6  —  te  begrenz^  und 

der  Pol   d  >■  0  liege   auf  der   Scbale.     Dum   Terscbninden   in   (13) 

und  (15)   die  Koeffizienten  B^.     Die  kinetiscbe  Energie  T  ist  durcb 

die  Gleichung  gegeben 

T  =  '^(fti^h  ^U^y I  Bin e  {28in»Ö  +  (oosÖ  +  «)»}  tg»"  ^  Äfl].(20) 

Die  potentielle  Energie  der  Biegung,  bezogen  auf  die  FUcbeneinheit 
der  Mittelfiscbe,  ist  gleich  ■J(tÄ*(xi' +  r*),  wo  x,  und  t  durch  (15) 
bei  Streichung  der  S  gegeben  sind.  Somit  ist  die  potentielle 
Energie  der  schwingenden  Schale  durch  die  Gleichung  gegeben 

''-i-c?2'["'(«'-'^'^'/'K"U5]-     (21) 

Die  Koeffizienten  A^  in  den  Ausdrücken  für  die  Verschiebungskompo- 
Deuten  können  als  „Normalkoordinaten"  angesehen  werden*),  und  die 
Scbwingungszahl  läßt  sich  hinschreiben. 

Der  Typus  einer  Normalschwingung  drückt  sich  aus  durch  die 
Gleichungen 

w  =  j4„  sinö  tg"-ö-C08»<t>,     c  —  j4„  sin  ö  tg"  g  Bin»(t>, 
w  =  A^{n  +  cosÖ)  tg"  yco3«*> 

worin  A„  einer  einfachen  harmonischen  Funktion  der  Zeit  proportional 
ist.     Die  Schwingungszahl  pJ2x  ist  durch  die  Gleichung  gegeben 

p.-  -  »f  !;«'(«■  -  i)'(/'g-ii£s)/(/«»''  i^'i-'» 

+  (cos9  +  «)>)tg'-|rf9). 

In  diesem  Ausdruck  kann  »  ii^nd  eine  ganze  Zahl  bedeuten,  die 
größer  ist  als  1. 

1)  Wenn  die  Eandlinie  ans  zwei  Breitenkreieen  besteht,  sodbB  aowokl  die 
KoefSzienten  B  wie  die  Koeffizienten  Ä  Torkommen,  sind  die  A  und  B  nicht 
Normalkoordinaten ;  denn  in  dem  Änsdrack  f3r  T  treten  GUeder  auf,  die  Pro- 
dukte wie  {dAn/dt)-(dB„/dt)  enthalten.  Siehe  Loid  Bayleigh,  Thwry  of  Somtd, 
S.  Aufl.,  Kftp.  X  A. 


Digiti; 


cbv  Google 


Debunngilose  Schwingnngeii  nner  EugelBobale.  686 

Die  Integrationen  lassen  gick  stets  ausfOhren.     Wir  haben 

/sine  {2Ein*e  +  (co8Ö  +  f()»}  tg*"|-(iÖ 
1 

=/^^^"  [(n  -  !)•  +  2  (n  +  1)  X  -  ^1  dar, 

nnd  das  letztere  Integral  l&Bt  sich  fOr  jeden  ganzzahligen  Wert  Ton  » 
auswerten.  Im  Falle  einer  Halbkugel  (a  =  ^a)  findet  Lord  Bayleigh 
(loc.  ca.),  daB  die  Frequenzen  Jig,  j>j,p4  für  n»  2,  3,  4  gegeben  sind 
durch 

Im  Falle  einer  Schale  Ton  120**  («  —  -^n)  findet  er 

Handelt  es  sich  um  eine  nahezu  geschlossene  Engel  (annähernd  a  —  n) 
mit  sehr  kleiner  Ofinung,  so  ist  die  ans  der  obigen  Forniel  berechnete 
Frequenz*)  angenKhert  gleich 


V 


8    9      («-«)* 


'..  Lamb,  Im.  eü.  p.  674. 
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Kapitel  XXIV. 
AUsemeine  Theorie  dünner  Platten  nnd  Schalen. 

§  332.   Formeln  betreffend  die  Erüntmong  von  Flächen. 

Für  die  UntersuchuDgeu  im  letzten  Kapitel  reichen  die  Elemente 
der  Theorie  der  krummen  Flächen  hin.  Um  eine  allgemeinere  Methode 
zur  Bebandlnug  des  Problems  der  krummen  Platten  oder  Schalen  zu 
gewinnen,  brauchen  wir  einige  weitergehende  Resultate  dieser  Theorie, 
Wir  werden  am  besten  tun,  mit  der  Ableitung  dieser  Resultate  zu 
beginnen. 

Es  mögen  a,  ß  zwei  Parameter  bezeichnen,  durch  die  die  Lage 
eines  Punktes  auf  einer  Fläche  sich  ausdrucken  läßt,  sodaB  die  Qlei- 
chungeu  a  =~  const,  ß  =  const.  Kurvenscharen  auf  der  Fläche  dar- 
stellen. 2  ^'  ^^^  Winkel,  den  die  Tangenten  dieser  Karvea  in  einem 
Punkte  einschlieBeu;  dann  ist  %  im  allgemeinen  eine  Funktion  von  a 
und  ß.  Das  Linienelement  ds  einer  beliebigen  auf  der  Fläche  ge- 
zogenen KuiTe  ist  durch  die  Formel  gegeben 

(dsy  =  A'{day  +  B'idßy  +  2ASco&xdadß,  (1) 

wo  A  und  B  im  allgemeinen  Funktionen  von  a,  ß.  Wir  konstruieren 
ein  bewegliches  rechtshändiges  {x,  y,  .;)-Acfasen3ystem  in  der  Weise, 
daß  der  Koordinatenanfang  in  einem  Punkt  (a,  ß)  der  Fläche  liegt, 
die  ji-Achse  in  die  in  verabredeter  Richtung  gezogene  Normale  der 
Flüche  in  jeoem  Punkte,  die  ic-Achse  in  die  Tangente  der  durch  den 
Koordinatenanfang  gehenden  Kurve  ß  ^  const.  im  Sinne  von  wachsen- 
dem a  und  die  y-Achse  in  die  zur  a^-Achse  senkrechte  Tangente  der 
Fläche  fällt.')  Wenn  der  Ursprung  dieses  Achsendreikants  sieb  Ober 
die  F^be  bewegt,  so  ändern  sieb  die  Richtungen  der  Achsen.  Be- 
deutet t  die  Zeit,  so  sind  die  Geschwindigkeitskomponenten  des  Ur- 
spningspunktes 

1)  Wenn  die  Kurven  a  =  const.  und  ß  =  const.  Hich  rechtwinklig  schneiden, 
so  mögen  die  Parameter  «  und  ß  nnd  die  positive  Richtung  der  Normalen  der 
Fläche  BO  gewS,hlt  Bein,  daß  die  Richtungen,  in  denen  a  und  ß  wacheeD,  und 
diese  Normale  die  Achsen  eines  rechtshändigen  Systems  darstellen. 
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^H  +  ^rf-x,   <™«,o 

in  Richttmg  der  iDstantanen  Lagen  der  (x,  y,  j;)-Actisen.  Die  Kom- 
ponenten der  Winkplgescbwindigkeit  des  Acfasensystems,  bezogen  auf 
dieselben  Richtungen,  laasen  sich  in  der  Form  ausdrücken 

da    ,         dß  da    ,         dB  da    ,         da 

ffo  die  Größen  Pi, . . .  Fonktionen  von  a  und  ß  sind. 

Die  OröBen  p,, . . .  sind  untereinander  und  mit  A,  B,  %  durch 
die  Gleichungasysteme  (2)  und  (3)  unten  verknttpft  Dies  läBt  eich 
folgendermaßen  zeigen: 

z,  y,  g  seien  die  Koordinaten  eines  festen  Punktes,  bezo^ren  auf  die 
beweglichen  Achsen.  Dann  sind  x,  t/,  e  Funktionen  von  «  und  ß,  und  die 
Bedingungen  dafür,  daß  der  Punkt  fest  bleibt,  während  die  Achsen  sich 
bew^en,  drücken  sich  aus  dnrch  die  drei  Gleichungen 


da  dt  "^  dß  dt       *V»dt  ''"*'»d(j 


Zadt 


'  dß  dl  - '  l^i  dt  +  ^»  dt)  +  ""V^dt  +  ^»  dt)  +  ^-dt^ 

3z  dß  (     do   ,        d^    ,       /     d«    ,        dß\       „ 

-dßdt-''[''^dt+^*dt)  +  y{^dt+^dt)=-^- 


Da  dieäe  fUr  alle  Werte  von  äa/di  und    dß/dt   gelten,    erhalten    wir  die 
sechs  Gleichungen 

Sa -^  +  '■i!'  -  9if-  öß -»  C0S2  +  »jj»  —  q^z, 

dy_ ,  dy_ 


-  Bsinx+PiH 


3c' 


-Pi9,  ä«  =3«=^— Ä.V 


Als  Eompatibilitatsbedinguugen  für  diese  Gleichungen  haben  wir  drei 
Gleichungen  von  der  Form  aa  (a~)  =  g  "  (ag) '  "i™  ^^^  Differential- 
quotieutea  zu  bilden,  können  wir  die  obigen  AusdrQcke  für  ca:jca,  .  .  . 
benutzen.  Die  entstehenden  Formeln  mflssen  für  alle  Werte  von  i,  y,  e 
gelten. 

Das  angedeutbte  Verfahren  fährt  auf  die  Gleichungen') 

1)  Die  GleichungaHjBteme  (2)  und  (8)  wurden  von  D.  Codajzi,  Paris  Mem. 
pur  divers  savanis,  t.  2T  (ISäS;,  aufgestellt. 
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-gf-  il-  'lA  -  '■J'..  (2) 

und 

dz       I    /a-i  a£\     I 

"■•  —  ai.-ESüb?-''"'-«^)' 

1      (dB  dA\  .„^ 

Um  die  KJrOmmiuig  der  Fläche  auszadrfickeo,  stellen  wir  die  Olei- 
chuDgeo  der  Normalen  in  (a  ■{■  da,  ß  -f-  ^ß)  in  bezug  auf  die  (x,  y,  e)- 
Achsen  in  (a,  ß)  auf.  Die  RicbtungBkosinoe  der  N^ormaleii  sind  in 
hinreichender  Annähernug  gleich  (gi^a  +  ftd/S),  —  (Piäa  +  p^dß),  1, 
und  die  Gleichungen  lauten 

{q,3^  +  q,dp)  ~-{p,S''  +  pJß)~ 

Daraus  folgt,  daß  die  Krtlmmungslinien  durch  die  Differentialgleichung 
Ap^  {da}*  +  B(p,  COS):  +  2,  ain  x)  i^ßY 

+  {Ap,  +  B(jf,coBx  +  q,Bmx)]dadß-0  (4) 

gegeben  sind  und  daß   die  Hauptkrümmungsradlen  die  Wntzeln  der 
Gleichung 

-K*Oi«j  -PiSi)  -  B  {^Pt  -  -SOi  cosx  +  S,  sin  j;)| 

+  ^2JBinz-0  (ö) 
sind.  Aus  diesen  Formeln  ergibt  sich  leicht  als  Gleichung  der  In- 
dikatrix 

-  5  "^  +  (gäi  -  X  "'s «;)!''  +  2  -Ä '« -  »"'•      («) 

Das  ErümmungsmaS  ist  durch  (5)  und  die  dritte  der  Gleichungen  (3) 
in  der  Form  gegeben 

^._  _  /^i_  _  SM 
ABBinzUß         da)' 

§  323.  Vereinfachte  Formeln  betreffend  die  Erflmmimg  von  Flftchen. 
Wenn  die  Kurven  a  =  const.  und  ß  =  const.  Krümmungsliniea 
der  Fläche  sind,  so  vereinfachen  sich  die  Formeln  erheblich.  In 
diesem  Falle  sind  die  x-  und  die  y-Achse  die  Haupttangenten  in 
einem  Punkte,  während  die  .e-Achse  die  Normale  in  diesem  Paukte 
ist.     Wir  haben 
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X-i«.    P^-f>,    3t'- 0,  (7) 

and  die  Wurzeln  von  Gleichung  (5)  sind  —  Ä/q^  nnd  B/p^ .  Wir 
wollen  Bcbrei1>en 

sodaß  ^,  üf  die  Erflmmnngsradien  derjenigen  Normalschnitt«  der 
Fläche,  die  durch  die  mit  den  (x,  y)-Achaen  in  dem  betreffenden 
Pnnkte  zasammenfallenden  Tangenten  gelegt  sind.    Wir  haben  ferner 


dß>     '»      Ä  3« 

!  dß) 


"^U  dJ     e^U  dp) 


L(5)". 


(9) 


(10) 


§  324.   DeluLang  tmd  KrfLmmaiig  der  Hlttelfl&oli«  einer  Pl&tte 
oder  Soliale. 

Im  allgemeinen  werden  wir  die  Mittelfläche  im  angespannten 
Zustand  als  eine  krumme  Fläche  betrachten  und  die  Kurven  a  — const. 
und  ß  —  const.  mit  den  ErUmmungBÜnien  zusammenfallen  lassen. 
Im  Falle  einer  ebenen  Platte  können  a  und  ß  gewöhnliche  kartesiache 
Koordinaten  oder  krummlinige  rechtwinklige  Koordinaten  sein.  Im 
Falle  einer  Kugel  würden  fQr  u  und  ß  gewöhnliche  sphärische  Polar- 
koordinaten gewählt  werden  können.  Die  Gleichungen  (7) — (10) 
gelten  im  ungespannten  Zustand.  Wird  die  Platte  deformiert,  so 
gehen  die  Kurven,  die  Krtlmmungslinien  waren,  in  zwei  Scharen  von 
Kurven  auf  der  verzerrten  Mittelfläche  über,  die  sich  unter  einem 
Winkel  schneiden,  der  von  einem  Kechten  wenig  abweichen  wird. 
Wir  bezeichnen  diesen  Winkel  mit  %  und  seinen  Kosinus  mit  Sf;  mit 
Cj  nnd  Eg  bezeichnen  wir  die  Dehnungen  der  Linienelemente,  die  im 
ungespannten  Zustand  den  Kurven  ß  —  const.  und  a  —  const.  angehören. 
Die  Größen  a  und  ß  können  als  Parameter  angesehen  werden,  die 
einen  Punkt  der  verzerrten  Mittelfläche  bestimmen,  und  die  Formel 
fUr  das  Linienelement  lautet 

(rfs)'  -A\\  +  i,)*{da)*  +  B»(H-  B,y{dßf 

+  2^5(1 +  £j(l  +6,)«rrfarf/S. 

Wie  in  §322  konstruieren  wir  ein  bewegliches  rechtwinkliges  (jr.y,:;)' 
Achsensystem  mit  dem  Anfangspunkt  auf  der  verzerrten  Mittelfläche, 
der  Z'Achse  in  Richtung  der  Normalen  dieser  Fläche  und  der  x-Achse 
in  Richtung  der  Tangente  der  durch  den  Anfangspunkt  gebenden 
Kurve  ß  »  const.     Die  Geschwindigkeitskomponenten   des  Ursp^ungs- 
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Punktes  in  Itichtung  der  iftstaataneD  Lage  der  x-  und  der  y-Acbse  sind 

-1(1  +Oi°  +  B(1  +  'i>^  jf ,    B(l  +  «.)  »inj  jf 

Die  KompoDenten  der  Winbelgesch-windigkeifc  des  AchBendreikants, 
bezogen  auf  dieselben  Richtungen,  mögen  mit 

,d.a.    ,        .dB  ,du    ,        ,dB  ,da    ,        ,dB 

bezeichnet  werden.  Wir  haben  dann  in  den  Gleichnngen  (2)  und 
(3)  Ä  durch  ^  (1  +  e^),  B  durch  B{\  +  e,),  p,,  ft, .  -  -,  ^l  durch  pj', 
j^',  .  .  .,  rj'  zu  ersetzen.  Die  Richtungen  der  Krfimmungslinien  der 
verzerrten  Mittelääche,  die  Werte  der  Summe  und  des  Produkts  der 
H&nptkrümmungen  und  die  Gleichungen  der  Indikatriz  ergehen  sich, 
wenn  wir  die  entsprechenden  Vertausclinngen  in  den  Formeln  (4) 
big  (6)  yoniehmen. 

Behalten  wir  nur  erste  Potenzen  von  £,,  £,,  J3  bei,  so  liefern  die 
Gleichui^en  (3) 

A    a«  ~Ä  dß         Ä   d«'^  A    da' 


)   "r    flff   "^    R    3«   "f*  ") 


(11) 


"-  4-  i-L  :^  iTT   ^1    4-  .    ^-  4-  » 


Die  Indikatriz  der  verzerrten  Mittelfläche  ist  mit  derselben  Annähe- 
rung durch  die  Formel 

-  i' (1  -  «,)=«'  +  ( t  (1  -  ',)  -  ^j' S )  S'  +  2  'i  (1  -  'd'f  -  «""t- 

gegeben.  Bezeichnen  ß^',  R^'  die  Krümmungsradien  derjenigen  Nor- 
malechnitte  der  verzerrten  Mittelfläche,  die  in  einem  bestimmten 
Punkte  durch  die  x-  und  die  y-Achse  gelegt  sind,  und  ift  den  Winkel, 
den  eine  der  durch  diesen  Punkt  gehenden  Krümmungslinieu  der 
Fläche  mit  der  x-Achse  in  dem  Punkte  einschließt,  so  haben  wir  in 
gleicher  Animherung 


-'i  (!-'.).      ^"-5(1-'.) 


0  +  ta- 


•.)/[xd 


(12) 


Aus    diesen   Formeln    erhellt,    daß,  wenn    die   Dehnung  bekaunt,    der 
KrilmmuugBzustand  der  verzerrten  Mittelfläche  durch  die  GrSßen 


-  2i7^,  l>i/S,  Pi'l^ 
Wir  schreiben 
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tmd  werden  x, ,Xj,t  die  „Krünunangsänderangen"  neiineD.  In  den 
besonderen  Fällen  der  ebenen  Platte,  die  schwach  gebogen  wird,  und 
einer  Schale,  die  eine  kleine  debnnn^lose  Veracbiebung  erfährt,  werden 
diese  Gi-ofieii  identiBch  mit  denjenigen,  die  in  Kap.  XXII  und 
Kap.  XXIII  mit  denselben  Buchstaben  bezeichnet  wurden. 
Das  Erümmungemaß  ist  durch  die  Formel  gegeben 

AB'"  \dp  ~  aÖ)' 
wo  r^',  fj'  durch  die  ersten  beiden  der  Gleichungen  (11)  gegeben 
sind.  Ist  Dehnung  nicht  Torbanden,  so  sind  die  Werte  von  r/,  r,' 
fQr  die  deformierte  F^he  identisch  mit  den  Werten  von  r^,  r^  für 
die  unverzerrte  Flache,  und  das  KrümmungsmaS  bleibt  bei  der  Ter- 
zerrung  ungeändert  (Qanßscher  Satz).  Die  Summe  der  Hauptkrüm- 
mungen,  l/fTj'  +  l/^',  läßt  sich   aus  den  Formeln  (13)   bestimmen. 


g  32Ö.  Vsrf&bren  snr  Bereohnimg  der  Dehnung  lUd  der 
KTfimmongsändemsgen. 
Um  *,, . . .,  Pi', . . .  durch  die  Koordinaten  eines  Punktes  auf  der 
Terzerrten  MittelÄäche  oder  durch  die  Verschiebung  eines  Punktes 
der  unverzerrten  Mittelääche  aus/.udrücken,  ffihren  wir  ein  Schema 
yon  neun  Richtungskosinus  ein,  die  die  Richtungen  der  beweglichen 
{x,  y,  ü)-Achsen  in  einem  Punkte  gegen  feste  (x,  y,  z)-Achsen  aus- 
drücken.    Das  Schema  sei 


(14) 


Bezeichnen  nun  x,  y,  z  die  Koordinaten  eines  Punktes  der  verzerrten 
Mittelääche,  so  sind  die  Richtungskosinus  l^,  m^,  n,  der  Tangente  der 
Kurve  ß  —  const.,  die  durch  den  Punkt  geht,  durch  die  Gleichungen 
gegeben 


X 

1 

z 

X 

(, 

'»I 

»1 

y 

l. 

m. 

». 

g 

h 

m^ 

". 

Ä{l  +  ,jl,- 


>-• 


4(1  +  «,)»., 


4(1  +  «,)« 


(15) 


Die  Richtungskosinus  der  Tangente  der  Kurve  u  —  const.,  die  durch 
den  Punkt  hindurchgeht,  sind  /j  sin  3;  +  (,  cos  2»  ■  ■  ■  i  werden  daher  B* 
und  S}s  vemachlüssigt,  so  sind  l^,  m^,  n.'  durch  die  Gleichungen  ge- 
geben ^ 
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-■••■'     äp' 

B{(l  +  .,)n,  +  !lln,|-||.  I 


(16) 


Die  Richtangskoainus  l^,  tn^,  n^  der  Normalen  der  Tenerrten  Mittel- 
ääolie  sind  dorcli  die  Oletchangen  gegeben 

AuB  den  Gleichungen  (16)  and  (16)  erhalten  wir  hei  Beschrän- 
kung auf  GrdBen  errter  Ordnung  in  Ej,  «,,  tT 

>+^'.-i!(«)'+r«)'+&Ti.  1 

l+2..-i,j(g)'  +  (»p'+Q'),  (18) 

AB  Xdagß'''  dttäß  "^  Sadßr  f 

Da  femer  diejenige  Gerade,  deren  Riohtnngskoeinns,  auf  die  heweg- 
lichen  Achsen  bezogen,  ^1,1^,1^  aind,  d.  h.  die  x-Achse,  gegen  das 
feste  Aohsen^Btem  eine  feste  Lage  hat,  so  liefern  die  gewöhnlichen 
Formeln  fflr  bewegliche  Koordinatensysteme  drei  Dleichongen  vom 
Typtia 

da  dt  +  Iß  dt      ^  r  1  dt+^'di)+^  \^i  di  +  ^*W^' 

wenn  wir  ausdrücken,  daß  die  ;-  und  die  z-Achse  fest  sind,  erhalten 
wir  zwei  andere,  entsprechende  Gleicfauugssysteme.  Aus  diesen  er- 
geben sich  die  Formeln 

,       1   dlt    ,         dm,    ,        a«,  ,       ,  St    ,         am,    ,        gti, 

,       I  21,    ,         9m,    .        9«,  -       1   Sil     ,         3mi    ,        S"! 


(19) 


Die  Formeln  (18)  ermöglichen  uns  die  Berechnung  von  tj,  E), 
B,  und  die  Formeln  (19)  bestimmen  p^',  .  .  . 

§  326.    Formeln  Im  Falle  kleiner  VerBoMebiuigen. 

Es  seien  ti,  t;,  w  die  Verschiebungskomponenten  eines  Punktes 
der  unverzerrten  MittelSäche,  bezogen  auf  die  Tangenten  der  Kurren 
fS  —  const   und   a  =  const.   in  diesem   Punkte   und   die  Normale   der 

Digitizccby  Google 


Die  Dehnung  einer  schwach  deformierten  Schale,  593 

Fläche  in  demselben  Punkte.  Wir  wollen  die  Dehnung  tind  die 
Krümmtmgsändeningen  durch  die  ärößen  u,  v,  w  und  ihre  Differential- 
quotienten nach  a  und  ß  ausdrücken. 

a)  Die  Dehnung. 

Den  Formeln  (18)  gemäß  benötigen  wir  Ausdrücke  für  Si/da, . . ., 
wo  X,  y,  z  die  Koordinaten  eines  Punktes  der  veraerrten  Mittelääche 
in  bezug  auf  ein  festes  Achsen  System.  Als  feste  Achsen  wählen  wir 
die  Bezugsachsen  für  u,  v,  w  vo.  einem  bestimmten  Pnnkt  der  un- 
Terzerrten  Mittelfläcbe  und  erhalten  die  gewünschten  Ausdrücke  durch 
Anwendung  der  Methode  der  beweglichen  Achsen. 

Es  sei  P{a,  ß)  der  betreffeade  Punkt  der  unvenerrtea  Mittelfläche, 
P'{a  ■{-  6a,  ß -\- Öß)  ein  Nachbarpunkt  auf  dieser  FiKcfae.  Die  Besugs- 
geraden  für  u,  v,  tc  bilden  ein  bewegliches  Achsendrei  kaut,  und  die  Lage 
dieser  Achsen  in  dem  Fall,  wo  der  Ursprungspunkt  in  P'  liegt,  ergibt 
sich  aus  der  Lage  in.  dem  Falle,  wo  der  Ursprung  in  P  liegt,  durch  eine 
kleine  Translation  und  eine  kleine  Drehung.  Die  Koraponenten  der  Trans- 
lation, auf  die  Achsen  ia  P  bezogen,  sind  ÄSa,  Bdß,  0.  Die  Kompo- 
nenten der  Drehung,  auf  dieselben  Achsen  bezogen ,  werden  nach  den 
Formeln  von  §  3-'3  dargestellt  durch 

Baß       _^«^       _dA«a       BB  &p 
ü,    '  R,    '  dp  B  ■•■  d'ä  Ä 

Wird  P  nach  P,  und  P'  nach  J\'  verschoben,  so  sind  die  i,  y,  z 
von  Pj   identisch  mit  den  w,  v,  w  von  P;  die  x,  y,  z  von  P,'  sind 

^  +  {d-Llda)5<x  +  idxldß)Sß,..., 

und  die  u,  v,  w  von  P'  sind 

u  +  {dxilb«)6a  +  {durcß)l&ß, .  . . 

Diese  GrOBen  sind  durch  die  bekannten  Formeln  aus  der  Theorie  der  be- 
weglichen Achsen  verknüpft: 


+  »(- 


BSP 


in  diesen  Formeln  sind  die  Koef&xientea  von  da  bezw.  &ß  links  und  rechts 
einander  gleichzusetzen. 
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Das    gescliilderte    Verfahren   fOhrt   auf   folgende   Ausdrücke   fOr 


o  dB     9y 

'Ad'" 


ift  ~°  ■"  ■'  3«  "•   ^  ««       Hl »  aa  °"  p«  "f  B.  'J 


Werden  Produkte  der  Größen  u,  v,  w  und  ihrer  DifFerentialquotienben 
vernachlässigt,  BO  liefern  die  Formeln  (18)  und  (20) 

\  du         V    dA  _v>  1  dv  u    dB  _  wt       1 

^^'^  Äda"^  ABd'^        B,'      ^*^  B  dß'^  ABda         B,  '  , 


/.+ 


1  a«_  V  dA _  v  dB 

i  dp        AB  Sß        AB  ca 


Diese  Formeln  bestimmen  die  Dehnung. 

Ist  die  Verschiebung  dehnungsloa,  so  genügen  m,  v,  w  dem  System 
partieller  DiflFerentialgleichungen,  das  sich  aus  (21)  ergibt,  wenn  die 
rechten  Seiten  gleich  null  gesetzt  werden.  Wie  wir  in  besonderen 
Fallen  in  §  319  und  §  320  sahen,  ist  die  Annahme,  dafi  die  Ver- 
schiebung dehnungslos  sei,  beinahe  hinreichend,  um  u,  v,  v>  als 
Funktionen  von  a  und  ^  zu  bestimmen. 

b)  Die  Krümmungsänderungen. 

Den  Formeln  (19)  gemäß  benötigen  wir  Ausdrücke  für  die  anf 
die  festen  Achsen  bezogenen  Richtungskosinua  i, , . . .  der  beweglichen 
Achsen;  ebenso  brauchen  wir  Ausdrücke  für  cljdu, . . .  Als  feste 
Achsen  wählen  wir  wie  vorhin  die  Bezugsgeraden  für  U,  v,  w  in  einem 
Punkt  P  der  unverzerrten  Mittelfläche.  Mittels  {Ih),  (16),  (17),  (20), 
(21)  können  wir  Ausdrücke  für  die  Werte  von  /,, .  . .  in  dem  ent- 
sprechenden Punkt  Pj  der  unverzerrten  Mittelfläche  in  folgender 
Form  hinschreiben: 


(225 


Dies  sind  nicht  die  allgemeinen  Ausdrücke  für  l^, . . .  in  einem  be- 
liebigen Punkte.  Vielmehr  sind  es  Ausdrücke  für  die  Richtunga- 
kosinus  der  beweglichen  Achsen  in  einem  Punkte  der  verzerrten 
Mittelftäche,  bezogen  auf  die  Bezugsgeraden  flir  u,  v,  w  in  dem  ent- 
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sprechenden  Punkt  der   unverzerrten  Mittelfläche.     Für  diese  letzteren 
Ricbttmgskosinua  können  wir  daa  Orthogonalschema  eiafübren 


Dann  haben  wir  die  Werte 


u 

V 

w 

X 

A 

3f, 

", 

y 

A 

M, 

^, 

e 

i. 

M, 

w. 

A- 
A- 
A- 


'        Ada        ABd? 


Ä3a^ 


JT  -      —  + 


B,' 


-i^. -1; 


(23) 


dieselben  gelten  fiir  alle  Punkt«. '  Wir  wenden  die  Methode  der  be- 
weglichen Achsen  an,  um  Ausdrücke  fQr  dlf/öa, . . .  abzuleiten;  darauf 
stellen  wir  nach  Formel  (19)  die  Ausdrücke  für  p/, ,  ,  .  auf. 

Die  Bichtuugskosinus  der  (x,  y,  e)'Ach3en  in  einem  Nackbarpuokt  P,', 
bezogen  auf  die  ßesugsgeradeu  für  m,  «,  w  in  P',  wurden  mit  L^  + 
{cLjdti]6a  +  {SL^/oß)öß,  .  .  .  bezeichnet  werden;  die  Richtungstosinus 
der  [x,  y,  ^)-Achsen  in  P,',  bezogen  auf  die  festen  Acbsen,  die  mit  den 
Bezugsgraden  für  w,  u,  w  in  P  zusammenfallen,  würden  mit  Z,  +  (dlJSa)ia 
+  {f'lJcß)Sß, ...  zu  bezeichnen  sein.  Da  die  Komponenten  der  Drehung 
der  Bezugsgeraden  für  «,  r,  w  gleich 

Bip        _  Ada        _  cA  *c        SB  *^ 
H,    '  H,    '  dp    B   '^  cor   A 


sind,   so  haben  ' 
in  der  Form 


r  die  bekannten  Formeln  für  bewegliche  Achseosystem 


+  ^i  ( 


+  -^1  [-  dp  B  +'d^li) 
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and  es  gelten  entsprechende  Formeln,  in  denen  der  Index  1  an  I,  m,  » 
und  L,  M,  N  durch  2  bezw.  dnrcli  3  ersetzt  ist.  Setzen  wir  für  L^,  .  .  . 
die  in  (23)  gegebenen  Werte  ein,  so  erhalten  wir 

gZ,       _l    dA  (dv  _^dA\_    l_  /d^       Äu\ 

dl,       _  J_^/^«  _  «2A\ 
dß  ~       A'  6«  \Öa        B  3ß)' 

da^dAAca        AB'Sß)        B   Sß  ' 

Sß         dß\Aci>        ABdß)        R,\ASa^  R,)^  Adti' 

8n,  __3  n  01C 


B  M  »o  _    M   cA\ 
~  B,\Ada       ÄBdß! 


_^dv  «    dA\        lcA__  A  /l  ow        v\ 

Adit^  AB  bßl  ^  Bdß        R,\Bdß  ^  Rtl' 


81, 

d  (       Icv         u    dA\ 
^'dß\      Ada^ABcß) 

8.,, 

1    dA/dv        udA\ 
ABd'ßKca        Bdß)' 

dm. 

\  (du>     Bv\      1  dl 

'"       B^Xdß'^Rj       A'  d 

an. 

d  (Idtr         v\          1   (dv 

^rMdß^wJ-R^d:. 

^ 

"msäß  +R~J  +  R,- 

Um  pi', .  .  .  aus  den  Formeln  (19)  zu  berechnen,  fllhren  wir  für  l,,  .  .  - 
die  in  (22)  gegebenen  Werte  und  för  dljda, ...  die  eben  erhaltODen 
Werte    ein    und    bemerken,    daß    zwei    der   Formeln   (19)   sich    schreiben 

lassen 

/,  dl,    ,         dm,    ,        d'i,\  .  /,  dl,    ,         dm,    ,        dn,\ 

si  — ('*9^  +  ™»a;  +  ''.3„)'     ?>  '-{hBß+^-Sß+»»-dß)^ 

da  (14)  ein  Orthogonalschema  darstellt. 

Das  eben  geschilderte  Ver&hren  führt  anf  die  Formeln 
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3^/1  aic         e\_  ^  SA/1  dte        i.\_    1/3»  _"  dA\     ] 

,      _  A S./'i.???  j.  _1\  _  ^  BA/1  dw         t\  I      ,„.. 

*i  "       Ä.        daXAdu'^R,)       B  dß\B  Sß  '^  SJ'  |     ^'^'*-' 

^i  Bdß^daXAda       ABdß/^  R,\S  dß^  Rt'  > 

lind 


(25) 


Wir  können  nun  die  Formeln  fQr  die  KrÜmmungsänderungen  wie 
folgt  hinschreiben: 


p. 

i 

x    .    I  »Bll  Iw       u\ 

J  +  Xa^llä^  +  ärJ' 

ll 

8  /18"  ,   »\ 

+ 

1  dB/l  aw  u\  B 
Ä  di\B  gf ''- B,l      AB, 

1  9B        a  /l  3» 
^  J"  3o  ■''SJJU  So 

u    aJ\         B  11  dw 

*** 

~ 

ÄBd^l       Ji,  U9o  ■*■  > 

"  ~A   ?Aa    3«   "r    W.  )   ■*■ 


I    dA( 


i\A  da  ^  BJ  ^  AB 
»       B  dß\B  dß  ^  BJ  ^ 


,  +-, 


ÄB'd'iKA  d«^  B,r 
_\  _dAdvi  1     0v 

A-B  d'ß'd'a         AB,  da 


Die  obigen  Formeln  lassen  sieh  verschiedentlich  verifizieren: 

1)  Im  Falle  einer  ebenen  Platte  haben  wir,  wenn  a  nnd  ß  k&rtesische 
Koordinaten, 

"'  3o"       **^'dß*'       ^         d«Sß' 

Diese  Formeln  stimmen  mit  demjenigen  in  §  298  iiberein. 

2)  Im  Falle  von  Zylinder-  oder  Kugelschalon  können  die  Bedingungen 
dafär,  daB  die  Verschiebung  dehnungslos  ist,  als  besondere  Fälle  der 
Formeln  (21)  erhalten  werden,  und  die  Ansdrücke  fflr  die  Krömmunga- 
anderungen,  die  sieh  ergeben,  wenn  wir  (26)  durch  diese  Bedingungen 
vereinfachen,    stimmen    mit   den   in  §  319  und  §  320  erhaltenen  überein. 

3)  Eine  Kugel  werde  durch  rein  nonnale  Verschiebung  schwach  de- 
formiert, und  zwar  so,  daß  der  Badius  gleich  a-\-bP^  (cos  0)  wird,  wo  b 
eine  kleine  GrSBe,  P„  den  nten  Legendreschen  Koeffizienten  und  8  das 
Komplement  der  Breite  bedeutet  Die  Summe  und  das  Produkt  der 
Hauptkrümmungen  der  deformierten  Oberfläche  werden,  wie  sich  mittels 
der  Formeln  dieses  Paragraphen  und  derjenigen  von  §  324  zeigen  ^t, 
bei  Beschrankung  auf  Glieder  erster  Ordnung  in  b  gleich 

'-  +  -\(n-l){n  +  2)P„(cose)     und    j,  +  ^(«  -  l)(«  +  2)P.(co8e), 

Dies  deckt  sich  mit  bekannten  Resultaten. 
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4)  Für  eine  beliebige  Flftche  sind,  wenn  t^,  £,,  tu  durch  (21)  nndp,',  .■■ 
durch  (24)  and  (25)  gegeben  sind,  die  Gleichungen  (ll)  identisch  be- 
friedigt, falls  natürlich  Quadrate  und  Produkte  der  Größen  u,  v,  k  nnd 
ihrer  Differential quotienten  Tcrnachlassigt  werden. 

§  337.    Natur  der  Verzemmg  In  einer  gebogenen  Platte  oder  Scliate. 

Um  den  Verzerrunga  zu  stand  in  einer  gebogenen  Platte  oder 
Schale  zu  untersuchen,  nehmen  wir  an,  die  MittelÖäche  werde  unter 
geringer  Dehnung  ihrer  Linienelentetite  tataüchlich  so  deformiert,  daß 
sie  in  eine  Fläche  übergeht,  die  sich  von  irgend  einer  der  auf  die 
unverzerrte  Mittelfläche  verbiegbaren  Flächen  nur  wenig  unterscheidet 
Wir  betrachten  die  verzerrte  Mittelfläche  als  gegeben  j  wir  denken 
uns  einen  Znstand  der  Platte,  bei  dem  die  Linieuelemente,  die  ur- 
sprünglich znr  unverzerrten  Mittelfläche  normal  sind,  gerade  bleiben, 
zur  verzerrten  Mittelfläche  normal  werden  und  keine  Dehnung  er- 
fahren. Es  sei  T  ein  Punkt  der  unverzerrten  Mittelfläche,  und  es 
werde  P  nach  P,  auf  der  verzerrten  Mittelfläche  verschoben,  i,  y,  z 
seien  die  auf  die  festen  Achsen  bezogenen  Koordinaten  von  P^.  Die 
Punkte  P  und  P,  haben  dasselbe  cc  und  dasselbe  ß.  Q  sei  ein  Punkt 
der  Normalen  der  unverzerrten  Mittelfläche  in  P,  und  n  sei  der  Ab- 
stand des  Punktes  Q  von  P,  positiv  gerechnet  in  dem  für  die  Richtung 
der  Normalen  der  Fläche  verabredeten  Sinne.  Erfährt  die  Platte  die 
oben  geschilderte  Verschiebung,  so  nickt  Q  nach  dem  Puukt  Q,,  dessen 
Koordinaten 

X  +  k^,    y  -+  Wg«,    z  -i-  'H^ 

sind,  wo  ig,  JMj,  Kj  wie  in  §  325  die  Richtungskosinus  der  Normalen 
der  verzerrten  Mittelfläche  bedeuten. 

Der  tatsächliche  Zustand,  den  die  Platte  infolge  einer  Deformation 
annimmt,  die  die  Mittelfläche  in  die  vorgeschriebene  Form  überführt, 
ergibt  sich  aus  diesem  gedachten  Zustand  durch  Überlagerung  einer 
zusätzlichen  Verschiebung  der  Punkte  Q^.  Es  seien  $,  i;,  £  die  Kom- 
ponenten dieser  zusätzlichen  Verschiebung,  bezogen  auf  ein  wie  in 
§  324  definiertes  (x,  y,  ü)-AchsensyBtem  mit  dem  Ursprung  in  P,. 
Dann  sind  die  Koordinaten  der  Endlage  von  Q 

z-f  »lg -}-«,!? +  ng(^-|-g).  I    *■     •' 

In  diesen  Ausdrücken  bedeuten  li, . .  ■  die  in  §325  so  bezeichneten 
Bichtungskosiuns,  x,  y,  z,  ^i,  -  •  ■  «j  sind  Funktionen  von  a  und  ß, 
und  $,  11,  E  sind  Funktionen  von  a,  ß,  z. 

Wir  überlegen,  welche  Änderungen  in  diesen  Ausdrücken  Platz 
zn  greifen  haben,  wenn  wir  statt  der  Punkte  P,  Q  die  Nachbarpunkte 
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P',  Q'  emfflhreii,  so  daß  Q'  anf  der  Normalen  der  unverzerrten  Mittel- 
fläclie  iu  F'  liegt  und  die  Entfernang  P'Q'  gleich  2  +  äe  ist,  wo  dg 
klein.  P  sei  durch  {a,  ß),  P'  durch  (a  +  da,  j3  +  8ß)  definiert,  wo 
Sa  und  1$^  klein;  ferner  bezeichne  r  die  Entfernung  QQ',  und  l,  m,  n 
aeien  die  Richtuiigskosinus  der  Geraden  QQ',  bezogen  »uf  die  Tan- 
genten der  durch  P  gehenden  Kurven  ß  —  const.  und  a  —  const.  und 
die  Normale  der  uoTerzerrteti  Mittelfläche  in  P.  Die  Größen  a,  ß,  e 
können  als  die  Parameter  dreier  orthogonaler  Fläch  enscharen  angesehen 
werden.  Die  Flächen  g  =  const.  sind  zur  Mittelfläche  parallel,  und  die 
Flächen  a  —  const.  und  ß  —  consL  sind  abwickelbare  Flächen,  deren 
Erzeugende  die  Normalen  der  unverzerrten  Mittelfläche  in  den  Punkten 
der  verschiedenen  Kram tnungslinieD  sind.  Das  Linienelement  QQ'—'r 
drückt  sich  durch  diese  Parameter  mittels  der  Formel  aus 

und  die  Projektionen  dieses  Elements  auf  die  Tangenten  der  auf  der 
Mittelfläche  gezogenen  Kurven  ß  =  const.,  a  =  const.  und  auf  die 
Normale  dieser  Flüche  sind  Ir,  mr,  nr.    Somit  haben  wir  die  Formeln 

Um  die  Koordinaten  der  Endlage  von  Q'  zu  berechnen,  haben  wir 
in  (27) 

X  durch  i  +  ^'(»a  +  ^'d(3,... 

I,  durch  l,  +  l,(riäa  +  r^'dß)  —  1^(3^811.  +  «/J(3), 

(,  durch  l^  +  (,(Pi'Ja  +  p^Sß)  —  l^ir^Sa  +  r^Sß), 

It  durch  ii  +  ^,(g,'da  +  3,'d/3)-i,(p,'«a+p,'d^), 


z   durch   z  -\-  Se 

zu    ersetzen.      Wir    wenden   dann   die    Formeln   (15)    und   (16)    für 
cx/Sa, ...  und  die  Formeln  (28)  für  da,  Sß,  de  an. 

Es  bezeichne  r,  den  Abstand  zwischen  den  Endlagen  von  Q 
und  Q'.  Wir  drücken  r,  als  homogene  quadratische  Funktion  von 
l,  m,  n  aus  und  leiten  mit  Hilfe  der  Formel 

r,»  -  r'[(f»  +  m*  +  «*)  +  2(e,,f»  +  e^^m'  +  e„n'  +  e^,mn 

+  e,,nl  +  e^lm)] 
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AuBdrücke  für  die  VeizerruagskomponenteD  ab.     Der  Unterschied  der 
X- Koordinaten  der  Eudlitgen  von  Q  und  Q'  ist  nun 

'.(1 + o ,_';,«,  +  i'.i= +'.(1+'.))-,  _"'■«, 

+  i|te'-i.O^,il'./«,)  +  Äa'  -  '.'■.■)  X(T^^I 


+  Mat. 


6/Ä,)  "^a^'  i)(i— e/if,) ' 


Die  Unterechiede  der  y-  und  der  z-Koordinaten  ergeben  sich,  wenn 
wir  »t,j  m^,  Wj  bezw.  tij,  n,,  n,  für  I,,  ^,  lg  substituieren.  Da  [14) 
ein  Orthogonalsclienia  darstellt,  erhalten  wir  den  Wert  von  t^*  in 
der  Form 

','-'•[' + -,  _'„xli  +  •.  -  ii + > + 0 + iS) 

Bei  Ableitung  von  AusdrGcken  fiir  die  Verzerrungskomponenten  be- 
merken wir,  daß,  wenn  die  Verzerrungen  klein  sein  sollen,  offenbar 
folgende  Größen  klein  sein  müssen: 

t      3,'  _       ^      V 

1  — i/fl,  B         l~ifB,    Ä  ' 
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Die  dritte  der  Gleichungen  (11),  §  324,  zeigt,  daß  p^lA  +  q^'jB  eine 
kleine  Größe  ist,  und  wir  erkennen  daher,  daß  in  den  Bezeicbuungen 
von  (13),  §  324,  die  Größen  üx,,  2x,,  st  klein  sein  müssen. 

Die  Ausdrücke  für  die  Verzemingskomponenten,  die  wir  aus  (29) 
erhallen,  lauten 


sc 


-vs  +  '-,'«)  +  -,^,;,-ig|-v,+j,'5) 


(30) 


''..  =  aj  +  r^./ü.  z  (ä^  -  ff' ^  +  P> '!)  ■ 

In  diesen  Ausdrücken   sind  |,  »j,  g  Funktionen   von   a,  ß,  z,    die  für 
alle  Werte  von  a,  ß  mit  z  verschwinden. 

Wir  bemerken,  daß  wir  die  in  §  317  für  e^^,  e^^,  e^.^  gefundenen 
Werte  aus  den  obigen  erhalten  würden,  wenn  wir  f,,  s^,  w  und 
I,  ij,  £  streichen  und  1  —  z/lii  und  1  —  s/Üj  durch  eins  ersetzen, 

§  328.  Eennzelclmimg  der  Spannang  In  einer  gebogenen  Platte  oder 
Schale. 
Die  Spannungsresultanten  und  Spannungsmomente  in  einer 
krummen  Platte  oder  Schale  oder  in  einer  stark  gebogenen  ebenen 
Platte  lassen  sich  in  ähnlicher  Weise  definieren  wie  bei  einer  schwach 
deformierten  ebenen  Platte  (§  294).  Es  bezeichne  s  eine  beliebige 
Kurve  auf  der  verzerrten  Mittelfliiche,  v  die  in  bestimmtem  Sinne 
gezogene  Normale  dieser  Kurre  in  der  Tangentialebene  der  Flüche  in 
einem  Punkt  F^;  der  Umlaufungssinn  von  s  möge  so  gewählt  sein, 
daß  die  Richtungen  der  Normalen  v  und  der  Tangente  an  s  und  die 
als  positiv  angenommene  Richtung  der  Flächen  normalen  in  P,  die 
Achsen  eines  rechtshändigen  Systems  bilden.  Wir  legen  durch  die 
Tangente  von  s  in  Pj  einen  Normalsehnitt  der  verzerrten  Mitteldäche 
und  begrenzen  auf  ihm  ein  kleines  Flächenstück  durch  die  Normale 
der  Fläche  in  Pj  und  die  Normale  der  (ebenen)  Schnittkurve  in  einem 
Nachbarpunkt  P,'.  Die  Spannungen,  die  in  diesem  Flächenstück  von 
dem  Teil   der  Platte,   der  auf  der   von   der  Normalenrichtung  v  be- 
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zeichneten  Seite  von  s  liegt,  auf  den  Übrigen  Teil  ausgeübt  werden, 
reduzieren  eich  auf  eine  Krafl  in  P,  und  ein  Eritftepaar.  Die  Mittel- 
werte der  Komponenten  dieser  Krafl  und  dieses  Kräftepaars  pro 
Längeneinheit  von  P^P,'  bestimmen  sich  als  Quotienten  der  Beträge 
der  Komponenten  und  des  Betrages  dieser  Läfige.  Die  Grenzwerte 
dieser  Mittelwerte  stellen  die  zu  der  Kurve  s  im  Punkte  P^  gehören- 
den Spannungsresultanten  und  Spaiiuungsmomente  dar.  Wir  bezeichnen 
sie  wie  in  §  294  mit  T,  S,  N,  H,  G.  Um  sie  auszudrücken,  führen 
wir  vorübergehend  (x',  y,  ^)-AchBen  ein,  die  in  die  Normale  v,  die 
Tangente  von  s  und  die  Normale  der  verzerrten  MitteMache  in  P^ 
fallen,  und  bezeichnen  mit  X'^, ...  die  auf  diese  Achsen  bezogenen 
Spannlingskomponenten.  Ist  dann  lÜ  der  Krümmungsradius  des  Nor- 
malschnitts  der  Fläche,  der  durch  die  Tangente  von  s  in  Pj  gelegt 
ist,  so  haben   wir  die  Formeln 


Führen  wir  die  (x,  y,  s)-Achsen  von  §  324  ein  und  bezeichnen 
die  Span  nun gsresultanten  und  Spann ungsmomente,  die  zu  den  zur 
X-  und  zur  y-Achse  normalen  Kurven  gehören,  durch  T, . .  -  mit  dem 
Iudex  1  oder  2,  so  erhalten  wir  die  Formeln 


Jf,-/x.(l-^)rf.,  )    (31) 

Ä.  -/-  .X,(l  -  i-)d,,       G  -ßx.(l  -  j^,),i. 
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^.  :/^.{'  -  eM'-  '<  -J-  ^.('  -  k)"' 

N,-fr.(i-iy.,  (32) 

s,  -J'.x,{i  -  l),u,    G,  -ßr,(i  -  i)rf,, 

in  denen  .S,'  nnd  i£,'  wie  in  §  324  die  Krümmungsradien  derjenigen 
Xonnalechnitte  bezeiclinen,  die  durch  die  3>-  und  die  y-Ächse  ge- 
legt sind. 

Wir  bemerken,  daß  die  Beziehungen  S,  +  S^  =  0  und  H^  +  H^•^^) 
die  im  FalLe  einer  schwach  deformierten  ebenen  Platte  gelten,  nicht 
zutreffen,  wenn  die  verzerrte  Mittelfläche  stark  gekrümmt  ist.  Die 
Delationen  zwischen  den  T,  S,  N,  G,  H  für  eine  beatimmte  Eichtung 
V  and  den  T,  S,  N,  G,  H  für  zwei  spezielle  Richtungen  x  und  y,  die 
wir  in  §  295  für  eine  schwach  deformierte  ebene  Platte  fanden,  werden 
gleichfalls  bei  erheblicher  Krümmung  eine  Änderung  erleiden. 

§329.  Mähernngeformeln  f&r  die  VerzeiroBg,  die  SpannimgBTasiiltaiiten 
und  die  Spananngsmomeiite. 
Wir  können  aus  (30),  §  327,  durch  ein  ganz  ähnliches  Verfahren 
wie  in  §  257  und  §  259  Xäherungsauadrilcke  für  die  Verzerrimgs- 
komponenten  ableiten.  Da  £,  ^,  £  für  alle  Werte  von  a  und  ß  mit 
t  verschwinden  und  c^/cz,  .  . .  kleine  Größen  von  der  Ordnung  zu- 
fössiger  Verzermngen  sein  müssen,  so  können  S,  ii,£  und  ihre  Differentisl- 
quotienten  nach  a  und  ß  in  erster  Annäherung  weggelassen  werden. 
Ferner  können  wir  in  erster  Annäherung  die  Produkte  von  z/B^  oder  e/üi 
und  irgend  einer  Verzerrungskomponente  vernachlässigen.  Insbesondere 
können  wir,  da  q^'/B  +  p,'/A  von  der  Ordnung  ii/Ri  ist,  das  Produkt 
aus  dieser  Größe  und  z  weglassen;  aus  demselben  Grunde  ersetzen  wir 
Tenne  wie  ,_-'^p  und  .^',n  durch  t,  und  ^Jt^.  Auf  diese  Weise 
erhalten  wir  die  Näherungsformelu  ^) 


Hierin  können  |,  i;,  £   in   erster  Annäherung   als    unabhängig  von  a 

I  Platte  ga.b  Kirch- 


1)  Hiermit  gleichwertige  Formeln  im  Falls  einer  eben 
hoff,  Vorlesungm  über  math.  Physik,  Medtanü,  Vorlesnng  3 
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und  ß  angesehen  werden.  Bleibt  die  Mittelfläche  ungedehnt  oder  sind 
die  Oehnungsgröfien  e,,  fj,  SS  klein  gegeo  die  Biegungs Verzerrungen 
£Xj,  «Jtj,  ZT,  so  lassen  sich  diese  Ausdrücke  weiterhin  durch  Streichimg 
von  i,,  fj,  öj  vereinfachen. 

Sowohl  die  Nähernngsformeln  (33)  fdr  die  Verzernuigekompo- 
nenten  als  auch  die  strengeren  Formeln  (30)  enthalten  die  unbekannten 
Verschiebungen  |,  ij,  £;  daher  ist  es  nötig,  för  diese  Großen  oder 
jedenfalls  für  ihre  Differentialquotienten  nach  z  Werte  abzuleiten,  die 
wenigstens  annähernd  richtig  sind. 

Wir  beginnen  mit  dem  Falle  einer  ebenen  Platte  und  wählen  tÜTtt,ß 
kartesische  rechtwinklige  Koordinaten,  sodaB  A  und  B  gleich  eins  sind  und 
l/Ri  und  1,/jßj  verschwinden.  In  den  Formein  (33)  sind  £,  tj,  £  nahezu  un- 
abhängig von  K,  ß.  Wir  betrachten  ein  dünnes  zylindrisches  oder  pris- 
mntischeB  Stflck  der  Platte,  das  in  eine  feine  Durchbohrung  derselben 
hineinpassen  würde.  Wir  wollen  den  Querschnitt  dieses  Prismas  so  klein 
annehmen,  daß  e^,t^,'Si  und  Xj,  Xj,  t  in  ihm  als  Konstante  behandelt 
werden  können.  Dann  haben  die  durch  (33)  ausgedrückten  Ver- 
zerrungskomponenten in  allen  Punkten  eines  Querschnitts  des  dünnen 
Prismas  denselben  Wert.  Wenn  weder  Massenkriifte  noch  Spannungen 
anf  die  Flattenseiten  wirken,  haben  wir,  wie  wir  aus  §  306  wissen, 
in  dem  dünnen  Prisma,  in  dem  die  Verzerrungen  über  jeden  Quer- 
schnitt konstant  sind,  einen  ebenen  Spannungazustand.  In  dem  Grade 
der  Annäherung,  mit  dem  wir  es  hier  zu  tun  haben,  verschwinden 
daher  X„  Y^,  Z,,  und  wir  haben 

H-»'  S-o.  15- -il, ('.+'.-'('.  +  «.))■  (3*) 

Die  übrigen  Spannungskomponenten  sind  dann  durch  die  Gleichungen 
gegeben 

Aus  diesen  Ergebnissen  können  wir  Nähern ugsformeln  für  die 
Spannungsresultanten  und  Spannungsmomente  ableiten.  Zu  diesem 
Zwecke  streichen  wir  in  den  Formeln  (31)  und  (32)  die  Faktoren 
(1  -  zfü^)  und  (1  —  zjRi).  För  2V,,  N^  würden  wir  den  Wert  null 
erhalten,  während  T^, . . .  imd  G,, . . .  durch  die  Formeln 

^i  =  i^^J.  (*.+«'!>.  r*-/i'i'.(«s  +  «^i),  -'S.^S.-^^Vbs  (36) 
und 
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(}j I)(x^  +  ax,),  G,--2){)(,  +  ffXj),  -fl,-5,  =  P(l-ö)r  (37) 

gegeben  wären.  In  derselben  Annäherung  iat  die  Verzerrungsenergie 
pro  Flächeneinbeit  durch  folgenden  Ausdruck  dargestellt: 

|£i/{l-o-)|[(f,  +  .,)*-2(l-»)(«,f.-tS'*)]  1 

+  ifl[{«, +«,)•- 2(1 -.)(,,«, -•■)].         I         (■"*> 

Um  im  Falle  einer  ebenen  Platte  eine  weitergehende  Annäherung 
zu  erh&lten,  betrachten  wir  die  Verzerrung  in  dem  dünnen  Prisma 
als  linear  über  die  Querschnitte  veränderlich.  Wie  wir  aus  §  306 
wissen,  verschwinden  dann  X,  und  Y^  nicht,  aber  die  dritte  der  Glei- 
chungen (34)  und  die  Formeln  (35)  bleiben  bestehen,  daher  gelten 
auch  (36)  und  (37)  noch  angenähert,  während  N^  und  N^  dem  Er- 
gebnis von  §  306  gemäß  durch  die  Formeln 

A'.  -  - -DjiC«,  +  «,),      A> ■»i^C«, +«.) 

gegeben  sind.  Diese  Werte  för  N^,  N^  würden  sich  auch  aus  den 
üleichungen  (12)  von  §  296  ergeben,  wenn  darin  die  Kräftepaare 
L',  M'  gestrichen  und  die  Werte  von  6,,  G^,  H^  aus  (37)  eingesetzt 
werden. 

Aus  dieser  Untersuchung  des  Falles  der  ebenen  Platte  können 
wir  schließen,  daß  die  I^äheruiigsanadracke  (33)  und  (  4)  für  die 
Yerzerrungskomponenten  genau  genug  sind  zur  Bestimmung  der 
Spannungsmomente,  daß  sie  aber  zur  Bestimmung  der  Spannungs- 
resultanten nur  dann  hinreichen,  wenn  die  Deformation  wesentlich 
durch  die  Dehnung  der  Mittelebene  gekennzeichnet  ist.  Die  Formeln 
(37)  für  die  Spannungsmomente  stimmen  überein  mit  denjenigen,  die 
wir  in  §§  313,  314  benutzten.  Die  in  %%  307,  308,  312  erhaltenen 
Resultate  scheinen  den  Schluß  zu  bestätigen,  daß  die  Ausdrücke  (37) 
für  die  Spannungsmomente  in  praktisch  wichtigen  Fällen  eine  hin 
reichende  AnnäberuDg  liefern,  gleichgültig  ob  die  Platte  von  MaäEen- 
kräften  und  Spannungen  auf  ihre  Seiten  beansprucht  wird  oder  nicht. 

Im  Falle  einer  krummen  Platte  oder  Sehale  können  wir  in  ei-ster 
Annäherung  die  Formeln  (33)  und  d*n  Satz  von  §  306  ebenso  wie 
bei  einer  ebenen  Platte  anwenden.  Die  Gleichungen  (34)  und  (35) 
bleiben  also  annähernd  richtig.  Aus  ihnen  können  wir  die  Terme 
niedrigster  Ordnung  in  den  Ausdrücken  für  die  Spannungsresultiinien 
vom  Typus  T,  S  und  die  Spannungsmomente  ableiten.  Durch  Ein- 
setzen in  (31)  und  (32)  erhalten  wir  die  die  Glieder  erster  Ordnung 
in  h  umfassenden  Werte 


.,+...).  n=«»,( 

.  +  "«l). 

-«.-s.-,-^*,», 

(3(") 
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und  die  die  Glieder  dritter  Ordnung  in  h  einschließenden  Werte 

G,--D|«,  +  »x,  +  jJ,(.,  +  »,,)|,  (39) 

Diese  erste  Annäherung  umfaßt  zwei  extreme  Fälle.  Im  ersten 
Falle  sind  die  DehnungsgrÖßen  £,,  Eg,  SF  klein  gegen  die  Biegungs- 
verzerrungen  ex^,  ex^,  zr.  Die  Spannungsmomente  sind  dann  durch 
die  Formeln  gegeben 

G,  -  -  I>(«,  +  «v,  G,  -  -  D(«,  +  .,.),  , 

~H,-H,-  B{1  -  «)r,  t        <'"  > 

und  die  Verzermngsenergie  pro  Flächeneinlieit  ist  durch  die  Formel 
gegeben,  die  wir  in  §  317  mittels  einer  gewissen  Annahme  gewannen, 
nämlich 


die  Spannungsresultanten  aber  sind  unzureichend  bestimmt. 

In  dem  zweiten  extremen  Fall  sind  die  Biegungsverzerrungen 
zx^,  2Xj,  zr  klein  gegen  die  Reckungen  f , ,  fg,  c5.  Dann 
sind  die  Spannungsresultanten  vom  Typus  T,  S  durch  die  Formeln 
(36)  gegeben,  und  die  Spannungsresultanten  vom  Typus  N  und  die 
Spannungsmomente  sind  unbedeutend.  Die  Verzemingsenergie  pro 
Flächeneinheit  ist  durch  die  Formel  gegeben 

[Ek/(l  -  ,>)[!((,  +  .,)■  -  2(1  -  •)(<■<.  -  }  S')].  (40) 

Wenn  die  DehnungsgröBen  mit  den  Biegungaverzerrungen 
vergleichbar  sind,  sodaß  z.  B.  oJ  von  der  Ordnung  ht  ist,  so  sind  die 
Spannungsresultanten  vom  Tjpus  T,  S  mit  hinreichender  Annäherung 
durch  (36)  gegeben,  und  die  Spannungsmomente  sind  mit  hinreichen- 
der Annäherung  durch  (37)  gegeben,  während  die  Verzerrungsenei^e 
pro  Flächeneinheit  durch  {38J  dargestellt  ist. 

Aus  dieser  Untersuchung  der  verschiedenen  möglichen  Fälle  geht 
hervor,  daß  die  Spannungsmomeute  (?,,  G^,  fl,,  H^,  falls  sie  über- 
haupt berechnet  werden  müssen,  nach  den  Formeln  (37)  statt  nach 
(39)  ermittelt  werden  können. 

Wenn  die  Reckungen  groß  sind  gegen  die  Biegungsverzemingen, 
so  lassen  sich  angenähert  geltende  Gl  eich  ge  wich  tsgieicbungen  mittels 
des  in  §  115  geschilderten  Variations Verfahrens  aufstellen,  indem 
fJie  Verzerrungsenergie  pro  FltSclieneinheit  gemäß  Formel  (40)  angesetst 
wird.    In  demselben  Falle  lassen  sich  näheningsweise  geltende  Scbwiugungs- 
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gleichnngen  darob  Benutzung  dieses  Ausdrucks  (iO)  für  die  VerzemingS' 
ener^e  und  des  Ausdrucks  p^rfg*)  +  {jr)  +  (37)  füf  die  kinatische 
Energie  pro  FlScbeueinheit  aufstellen. 

Die  Veraerrungsenergie  pro  Flächeneinheit  dröckt  sieh  im  allgemeinen 
durch  (38)  nicht  genau  bis  zur  dritten  Ordnung  in  H  aus.  Der  voll- 
ständige Ausdruck  würde  noch  weitere  Glieder  enthalten.  Im  allgemeinen 
muß  der  Ausdruck  für  die  Verzerrungsenergie  aufgestellt  sein,  hevor 
Gleichgewichts-  und  Schwingnngsgleichungen  durch  das  VFurtationsTerfahren 
abgeleitet  werden  können.^)  Wir  wollen  die  Gleichungen  nach  einem 
andern  Verfahren  aufstellen. 

Der  Näherungsausdruck  (38)  für  die  Verzerrungsenergie  läßt  als  die 
strenge  Form  derselben  eine  nach  steigenden  Potenzen  von  h  entwickelhare 
Funktion  vermuten,  in  der  die  Koeffizienten  der  verschiedenen  Potenzen 
von  h  Ausdrücke  sind,  die  darch  die  Verschiebung  der  MittclflBche  allein 
bestimmt  sind.  Lord  Rajleigh')  macht  darauf  aufmerksam,  daß  eine 
solche  Form  nicht  möglich  ist,  wenn  auf  die  Seiten  der  Schale  Spannungen 
wirken,  und  "erläutert  dies  an  dem  Beispiel  der  zweidimensionalen  Ver- 
schiebung eines  zylindrischen  Rohrs,  das  von  Oberflächendruck  beansprucht 
wird.  Bei  diesem  Problem  erleidet  die  durch  (40)  gegebene  erste  Approxi- 
mation dm'ch  die  Oberfläch endrucke  keine  Abänderung. 

§  330.    Zweite  Approzimatlon  Im  Falle  einer  knimmen  Platte  oder 
Schule. 

Im  Falle  einer  erheblich  gekrümmten  Mittelfläche  können  wir  zu 
einer  zweiten  Approximation  fortschreiten,  vorausgesetzt  daß  die  Ver- 
schiebung klein  ist.  Diese  weitere  Annäherung  ist  nur  dann  erforderlich, 
wenn  die  Beckungen  f  j ,  e^  ,  Ss  klein  sind  gegen  die  Bingungs- 
verzerningen  äx^,  exj,  ät.  Dieser  Fall  liege  vor.  Wir  bemerken,  indem 
wir  die  Verzerrungen  e^^, .  .  .  aus  (3ii}  statt  aus  (33)  berechnen,  daß  das 
Glied  4i(l— e/^J-i  immerhin  durch  tj  und  der  Term  —  r«i(l  -ir/J?,)"' 
diu-ch  —  ix,  —  e'xjlii  ersetzt  werden  mag.  Die  Werte  von  |,  t(,  £,  die 
die  erste  Annäherung  ergab,  waren 

S  =  0,     ■^  =  0,     ?="i^-{(fi-fE,)?-i(Hi  +  Hä)^'l, 

und  diese  Werte  können  wir  in  die  ersten  drei  der  Gleichungen  (30)  ein- 
setzen. Ferner  können  wir  in  denjenigen  Termen  von  (30),  die  |,  tj,  f 
enthalten,  p^,  .  .  durch  die  entsprechenden  Größen  bei  der  unverzerrteo 
Schale  ersetzen,  d.h.  wir  können  j)/=  9j'=0,  p^'/ß—  ^/^i>  ~?i'M  ^  ^/^ 
setzen.  Wir  streichen  alle  Glieder  wie  tizjlt^,  (,«5^,  xjV*.  Wir  erhalten 
so  die  Gleichungen 


1)  Ä.  B.  BasBet,  Pkil.  Trans.  B.  Soc,  (Ser.  A),  voi.  181  (1890). 

2)  London  Math.  Soc.  Proc.,  vol.  20  (1889),  p.  372  =  Scientific  Papers,  vol.  3, 
p.  260. 
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e,^  =  tff  -  2r^  -  vz'(l/It^  +  1/Ä,)  .  ) 

Aus  der  Formel  für  e^^  können  wir  5^  und  5^  mittels  (31)  nnd  (32), 
■§  328,  berechnen,  und  hierbei  können  wir  1/Bj'  und  1/ifj'  durch  1/B, 
und   l/B}  ersetzen.     Wir  finden 


*.  -  -  ,f-,  -  -  ^C  -  •)  s;  +  ii'C  -  «K^;  +  i)  ■  i 


(42) 


Bei  Berechnung  einer  zweiten  Approximatinn  für  T,  und  7\  dürfen  wir 
nicht  annehmen,  daß  Z,  verschwindet.  Wie  im  Falle  der  ebenen  Platte 
setzen  wir  voraus,  daß  keine  Massenkräfte  und  keine  Spannungen  auf  die 
Seiten  der  Schale  wirken.  Wir  bemerken,  daß  die  in  §  323  definierten 
{x,  y,  i')-Ach3en  lu  den  Normalen  der  Flächen  dreier  orthogonaler  Scharen 
parallel  sind.  Es  sind  dies  die  in  §  327  betrachteten  Ftfichenscharen, 
und  ihre  Parameter  sind  a,  p,  z.  Wir  schreiben  vorübergehend  y  statt  z 
und  gebrauchen  die  Bezeichnnngen  von  §  19  und  §  58.  Die  Werte  von 
^11  ^}i  ^  ^^^  durch  die  Gleichungen  gegeben 

Wir  schreiben  eine  Gleichung  vom  Typus  der  Gleichung  (l9)  von  §  58 
liin,  indem  wir  nach  der  Richtung  der  Normalen  vjir  Fläche  y  auflösen. 
Diese  Gleichung  lautet 

u^  - !:)"'('  -  iyiLH^  -  m + /,M('  -  m\ 
-"](' -i,r'ÄW' -i)i-f  (' -  i)"'/,(4 -i.))-»- 

Zu  unserer  froheren  Beseichaungs weise  zurückkehrend,  schreiben  wir  diese 
Gleichung 

/J«('-i)^-.l+/,M('-i)^.|+ÄH('-i)(^-4)^.| 
+l>-i)^.+1if('-i-)='.-''- 

Um    einen  Näbemngsansdrack    für  Z,    zd    erhalten,    setzen    wir   in    dieser 
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Gleichung  fOr  X„  ...  die  durch  die  erste  Approzim«tion  gegebafien  Werte 
ein  and  integrieren  nach  t.  Wir  beatimmen  die  Integratlonskonatante  lo* 
dafl  Z,  fttr  £  —  ft  und  b--  ~h  verBchwiudet.  Wir  müasea  die  Glieder, 
die  Ji,  und  y,  enthalten,  atreiohen  und  die  in  (35)  fär  X,  und  F_  ge- 
gebenen Näherungswerte  anwenden.  Ferner  kOuneii  wir  die  Faktoren 
1  —  «/ä,  und  1 — f/i?,  und  Terme  wie  t,«/Äi  fortlassen.  Wir  finden 
so  die  Formel 

z.— ir^,-.C"*-')(Hr  +  -t,-')  ■        ("' 

Wir  haben  nvm 

-r.-,5..(«..+'"„)  +  rl-.^..   ^,— ,=-,i(«,r+''0  +  ,-^.^,. 

und  hieraus  berechnen  wir  mit  Hilfe  der  Formeln  för  e,„  e  ,  Z,  NBhe- 
mugswerte  für  Tj,  2",  in  der  Form') 


^-)]- 


(") 


Die  Formeln  für  die  Spannungsmomente  werden  von  der  swnten 
Approximation  nicht  berührt,  wenigstens  soweit  Glieder  von  der  Ordnung 
Dk,  in  Frage  kommen. 


§  331.   Oleiolmngeii  des  Oleiehgewiclits. 

Die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  ergeben  sich,  wenn  wir  die 
Resultante  und  das  resultierende  Moment  aller  an  einem  Teil  der 
Platte  oder  Schale  angreifenden  Kräfte  gleich  null  setzen.  Der  be- 
trachtete Teil  sei  b^ienzt  von  den  Seiten  der  Schale  und  denjenigen 
Flächen,  die  von  den  Normalen  der  verzerrten  Mittelääche  in  den 
Punkten  eines  krummlinigen  Vierseits  gebildet  werden,   das  sich  aus 


1)  Die  In  diätem  Paragraphen  gvfoDdenen  N&berungsanadrOcke  fltr  S,,  S^, 
T, ,  T,  etimmeii  sachlich  mit  den  von  A.  B.  Banet,  Joe.  eit.  p.  607,  nach  finem 
a&di^ni  Verfahren  erhaltenen  Aasilrücken  flburein,  jedenfallti  im  Falle  vonZjlinder- 
oder  Kugelschalen,  auf  den  Buset  »«ine  ünteraacbimg  beacbränkt.  In  Beinen 
Formeln  treten  einige  zusätzliche  Glieder  auf,  die  von  der  hier  rem achläa «igten 
Größenordnung  aind. 

Lot«,  ElHtliiui  3»  r'^  1 
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je  zwei  benachbarten  Bogenatiicken  der  Eurrenschar^n  «  und  ß  zi 
setzt.  Da  die  Dehnung  der  MittelQäche  klein  ist,  so  können  wir  die 
Dehnungen  der  Seiten  des  Viereetts  TernachlKssigen  und  können  es  als 
Kurvenrechteck  ansehen.  Wir  bezeichnen  die  Girenzkurven  des  krumm- 
linigen Rechtecks  mit  «,  a  +  Sa,  ß, 
ß  +  äß  und,  zerlegen  die  auf  die 
Seiten  wirkenden  SpannmigBreauI- 
tauten  nach  den  Richtungen  der 
(i,  j,  z)-Ächsen,  die  mit  den  Tan- 
genten der  Kurven  a  und  ß  in  ihrem 
Schnittpunkt  und  der  Normalen  der 
verzerrten  Mittelfläche  in  diesem 
Punkt  zusammenfallen  (Fig.  73). 

Fig.  74   stellt    die   Spannungs- 
resultanten,  die  anf  die  Seiten  des 
^•e-  '*■  Kurvenreclitecks  wirken,  noch  Rich- 

tung und  RicbtuDgBsinn  dar;  die- 
jenigen, die  auf  die  Ränder  a  +  6a  und  ß  +  dß  wirken,  sind  durch 
Akzente  bezeichnet.  Die  Achsen  der  Spannungsmomente  H^,  G^  haben 
dieselben  Richtnngen  wie  jT,,  S^;  die  von  .ff,,  G,  haben  dieselben 
Rithtungen  wie   T^,  Sj, 


Die  Spannungsresultanten  auf  die  Seite  «  des  Rechtecks  Mefern 
eine  Kraft  mit  den  Komponenten 


-T^Bäß,     -S^BÜß,     -JS\BSß 


-cbv  Google 


Gleichnogen  des  Gleichgewichts.  .  611 

in  Richtung  der  (x,  y,  z)-AchBen.  Die  enteprechenden  Kraftkom- 
ponenten  für  die  Seite  u  -^  da  ei^eben  sich  durch  Anwendung  der 
gewöhnlichen  auf  bewegliche  Achsen  sich  beziehenden  Formeln;  denn 
die  Größen  T,,  S^,N,  sind  die  Komponenten  eines  Vektors,  bezogen 
auf  bewegliche  (x,  y,  ^)-Achsen,  die  durch  die  Tangente  der  durch 
einen  beatimmten  Punkt  gehenden  Kurve  /i  —  conat.  und  die  Kormale 
der  verzerrten  Mittelfläche  in  dem  Punkte  definiert  sind.  Wenn  wir 
die  auf  die  Seite  a  +  da  wirkenden  Kräfte  nach  den  festen  Achsen- 
richtnngen  zerl^en,  müssen  wir  die  Vertanschung  von  a  mit  a  +  rfa 
nnd  die  kleine  Drehung  (j>)'da,  2i'da,  r^Sd)  in  Bücksicht  ziehen. 
Die  zn  den  (i,  y,  z)-AchBen  parallelen  Komponenten  der  auf  die  Seite 
K  -\-  Sa  wirkenden  Kraft  werden  mithin 


T^BSß  +  Sa~{T^ BSß)  -  S^BSß  -  r^Sa  +  N^BSß  ■  g,'da, 

S^BSß  +  Sa-^^iS^Bdß)  -  N,B3ß   p^'da  +  T,BSßr,'6a, 

N^BÖß  +  Say^{N^Bäß)  -  T^BSß  ■  g.'Öa  +  S^BÖßp.'Sa- 

Ebenso  schreiben  wir  hin,  welche  Kräfte  auf  die  Seiten  ß  und 
ß  +  Öß  wirken.     Für  ß  haben  wir 

S^Ada,  -T^Aäa,  -N^Adtt, 
und  für  ß  +  dß  haben  wir 

~  S^ASa  -  Sß  ^  (S.Ada)  ~  T^ASa  ■  r^'Sß  +  N^AÖa  -  q^6ß, 
T^ASa  +  Sß  ^  {T^ASa)  ~  N.ASa  .p^'dß  -  S^ASa  ■  r^'  Ö 
NjAda  -f  öß^  (A'j  Jd«)  +  S^Ada  ■  q^'Sß  +  T^ASa  ■  p^'Sß, 

Es  mögen  X',  Y",  Z  und  i',  W,  0  wie  in  §  296  die  zu  den  (x,  y, iz)- 
Acbsen  parallelen  KompoQenteii  der  Resultante  und  des  resultierenden 
Moments  der  von  außen  angreifenden  Kräfte  pro  Flächeneinheit  der 
Mitteln äche  bezeichnen.  Da  das  von  dem  Rechteck  umrandete 
Flächenstöck  gleich"  ABSaÜß  gesetzt  werden  kann,  ho  können  wir 
drei  der  Gleichgewichtsgleichungen  folgendermaßen  hinschreiben: 
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' -Ji^  -  '■--fr  -  ('.■«.«  +  V^>-^)  +  (3,'^,B  +  q,'!r,A) 

+  ABX-0. 

ÄDderetseits  lassen  sich  die  Momeote  der  Kräfte  und  die  auf  die 
Seiten  des  Rechtecks  wirkenden  Kiäftepaare  hinschreiben.  Für  die 
Seite  a  haben  wir  die  Eräftepaarkomponenten 

-  H,Sdß,  -  G^Bdß,  0, 

nnd  fDr  die  Seite  a  +  da  kaben  wir  die  Eräftepaarkomponenten 

ifiBd^  +  3a^(H,B3ß)  -  0,BSß  ■  r;ia, 

G^Btß  +  Saj^iO^Btß)  +  H^Biß  ■  r,'««, 

-  B,Btß  ■  g,'d«  +  öiBJ/J   Kdo; 

ftlr  die  Seite  ß  haben  wir  die  Eräftepaarkomponenten 

GtJScc,  —H,ASn,  0,' 
und  für  die  Seite  ß  +  Sß  haben  wir  die  Eräftepaarkomponenten 
-  G,ASo  -ißfi  (a,AS,i)  -  H,Aäa  ■  r;äß, 
H,Aäti  +  aß~,  (jS,Aeu)  -  G,ASn  ■  r;Sß, 

0,ASi>-g;iß  +  H,ASiip,'iß. 

Femer  sind  die  Momente  der  Kräfte,  die  auf  die  Seiten  a  +  8a  und 
ß  +  8ß  wirken,  gleich 

BIß  ■  N.Ala,  -  ASct  ■  N,Beß, 

Aia  •  S^BIß  +  Biß  ■  S,ASa. 

Die  Momentengleichungen  lassen  sich  daher  in  der  Form  schreiben 
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^^ff^--^%^'^~iG,Br,'  +  H,Är,')  +  (_N,  +  L')AB  =  0.  \ 
5(ff^B)  _|_  9(H.^)  ^  ^jj^^^^.  _  g^^^^,^  _  ^^^  _  jf^^£_  0     (46) 

G,Bp^'  +  G,Äq,'  -  {H^Bq^  -  HiAp{)  +  (5i  +  Sj)  AB^Q.) 

Die  GleicbuDgen  (45)  und  (46)  sind  die  Gleichungen  dee  Gleich- 
gewichts. 

§  332.  R&ndbedloKangen. 
Das  System  der  Spannungereeoltanten  und  Spaimongsmomente, 
das  zn  einer  Kurve  s  auf  der  Mittelfläche  gehört,  lä&t  sich  in  der  in 
§  294  dsi^el^ten  Weise  kennzeichnen,  doch  muß  die  Krümmung  in 
Betracht  gezogen  werden.  Wir  betrachten  die  Kurve  s  als  ein  Poly- 
gon von  großer  Seiteuzahl  und  ersetzen  das  Kräftepaar  HSs,  das  auf 
die  Seite  Ss  wirkt,  durch  zwei  Kräfte  je  vom  Betrage  H,  die  in  den 
'  Enden  dieser  Seite  parallel  der  Normalen  der  Fläche  in  dem  einen 
Endpunkt  von  8s  im  entgegengesetzten  Sinne  wirken;  entsprechend 
verfahren  wir  mit  den  Kräftepaaren,  die  auf  die  anstoßenden  Seiten 
wirken,  Ist  p'pp"  eiu  kurzes  Bogenstflck  von  s  und  sind  die  Bogen 
PP  und  BP'  je  gleich  Ss,  so  bleibt  bei  diesen  Operationen  eine 
Kraft  von  gewis.ser  Größe  und  Richtung  uud  bestimmtem  Richtungs- 
sinn im  Punkte  P  übrig.  Die  Kräfte  in  P  und  P",  die  von  dem 
Kräftepaar  auf  dem  Bogen  PP"  herrühren,  sind  je  gleich  H,  ihre 
Wirkungslinien  sind  der  Normalen  in  P  parallel,  und  zwar  fällt  die 
Kraft  iu  P  io  die  negative  Richtung  dieser  Normalen.  Die  Kräfte 
in  P  und  P,  die  von  dem  Kräftepaar  auf  dem  Bogen  P P  herrühren, 
sind  je  gleich  H—öH;  ihre  Wirkungslinien  sind  der  Normalen  in 
P  parallel,  und  zwar  fällt  die  Kraft  iu  P  in  die  positive  Richtung 
dieser  Normalen.  Nun  seien  R^^\  li^^^  die  Hauptkrümmungeradien 
der  verzerrten  Mittelfläche  iu  P,  sodaß  die  Gleichung  dieser  FUche 
bezogen  auf  (|,  ri,  .z)-Äcbsen,  die  mit  den  Haupttangenten  in  P  uud 
der  Normalen  zusammenfallen,  näherungs weise  folgendermaßen  lautet: 

Ferner  sei  *  der  Winkel,  den  die  Tangente  in  P  an  PPP'  mit  der 
I  Achse  einschließt.  Der  Punkt  P'  hat  die  Koordinaten  —Äs  cos*, 
—  dssin<l>,  0,  und  die  Richtungskosinua  der  Normalen  in  P'  sind 
mit  hinreichender  Annäherung  gleich  ds  cos*/fii''',  tfs  sin*/B,('',  1. 
Die  Kraft  in  P,  die  von  dem  Kräffcepaar  auf  PP  herrührt,  hat  die 
Komponenten  H8at:0fi'i>jli^^^\  ÄJs  sin*/ßjl",  H—8H  in  Richtung 
der  (6,  ij,  Ä)-Achsen.  Mithin  hat  die  Kraft  in  P,  die  von  den  Kräfte- 
paaren auf  PP  und  PP'  herrührt,   Komponenten  in  Richtung  der 
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in  d«r  Fläche  gelegenen  Norrnalen  tod  s,  der  Tangente  von  s  und 
der  Normalen  der  Fläche,  die  gegeben  sind  durch 

HSs  Bin*  co9<t>(l/B,'»'  -  1/Ji,'"),     Sds/R,     —  ÖH, 

VQ  S  —  [cos'<l>/B,'^'  +  ain*<J)/Bj<^']~'  der  Krümmmigsradius  des  Nor- 
malschnitts,  der  durch  die  Tangente  Ton  s  gelegt  ist.  Die  Spannungi- 
resultanten  1,  S,  N  und  die  Spannungsmomente  H,  G  lassen  sich 
daher  durch  die  Spann  uDgsresultanten 

r+iJS"sin2<l){l/iJ,('l~l/B,Wj,     S  +  B/K,    N-ÖH/rs     (47) 

und  ein  Biegungsmoment  G  ersetzen. 

Die  Randbedingongen  fQr  einen  Rand,  an  dem  Kräfte  angreifen, 
oder  fQr  einen  freien  Rand  lassen  sich  jetzt  in  der  in  §  297  dar- 
gelegten Weise  hinschreiben.  Die  Formeln  (47)  vereinfachen  sich, 
falls  die  Platte  oder  Schale  nur  schwach  gebogen  wird,  denn  dann 
können  die  Krümmungsradien  und  die  Lage  der  Randlinie  gegen  die 
Krümmungslinie  Q  von  der  unverzerrten  statt  von  der  verzerrten  Mittel- 
fläche aus  bestimmt  werden.  Sie  vereinfachen  sich  noch  weiter,  falls 
der  Rand  eine  Krümmungslinie  ist'),  denn  in  diesem  Fall  liefert  H 
keinen  Anteil  zu  T. 


§  333.   Theorie  der  Schwingongen  dünner  Schalen. 

Die  Schwingnngsgleichungen  ergeben  sich,  wenn  wir  in  den 
Gleichungen  (45)  und  (46),  §  331,  statt  der  äußeren  Kräfte  und  Mo- 
mente, X',  1",  Z'  und  L',  M',  die  Ausdrücke  für  die  umgekehrten 
kinetischen  Reaktionen  und  ihre  Momente  einsetzen.  Wenn  wir 
,p:otatorische  Trägheit"  vernachlässigen,  so  sind  die  für  L',  M'  einzu- 
setzenden Werte  gleich  null.  Beziehen  wir  uns  auf  die  in  §  326  de- 
finierten Komponenten  m,  v,  w  der  Verschiebung,  so  sind  die  für 
{X',Y',Z')    einzuführenden    Werte     gleich    —  2p7i(r»u/c(*,    c*vlct-, 

'  Bei  Aufstellung  der  Gleichungen  streichen  wir  sämtliche  Produkte 
der  Größen  u,  v,  w  und  ihrer  Differentialquotieaten;  da  ferner  die 
Spannnngsresul  tauten  und  Spanuungsmomente  lineare  Funktionen 
dieser  Größen  sind,  so  können  wir  die  Gleichungen  dadurch  verein- 
fechen,  daß  wir  die  Größen  p^', . ,  .  durch  ihre  Werte  im  unver- 
zerrten Zustand,  d,  b,  durch  die  in  §  323  gegebenen  Werte  für  p^,. .  . 
ersetzen. 


J)  Dm  Resultat,  daß  in  diesem  Fall  //  sowohl  eq  S  wie  sn  A'  beitrat 
bemerkte  A.  B.  Basset,  loc.  dl.  p.  807.  Siehe  auch  die  auf  p.  674  zitierte  Ab- 
handlnns  von  E,  Lamb.  ^~>  i 
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Die  Gleichungen  (46)  toh  §  331  gehen  Aber  in 


idjH.B)  _  g(C.^) 


"."a.-'^.  «+*.-»' 


.m^-M'i-G,??]-y,^o,\   (48) 


fj  +  g  +  S,  +  S,  -  0,  I 

und  die  Gleichungen  (45)  gehen  Über  in 


AS  l 


l  +  ii;  +  :^-2pA.^r 


Die  Gleichungen  (4^)  stellen  die  Schwingungsgleichungen  dar,  wobei 
zu  bemerken,  daß  einige  der  in  ihnen  auftretenden  Größen  durch  die 
Relationen  (4S)  verknüpft  sind. 

Diese  Gleichungen  sind  in  ein  System  partieller  Differentialglei- 
chungen zur  Bestiuimnng  von  u,  v,  tv  Qberzuflihren,  indem  die  ver- 
schiedenen  in  ihnen  vorkommenden  Größen  durch  u,  v,  w  und  ihre 
Ableitungen  ausgedrückt  werden.  Diese  Transformation  tSßt  sich 
mit  Hilfe  der  in  Ruberen  Paragraphen  dieses  Kapitels  entwickelten 
Theorie  ausffibren.  Die  Gleichungen  (37),  §  329,  drücken  G,,  G„ 
Hl,  Hj  durch  Xj,  x,,  t  aus,  und  die  Gleichungen  (26),  §  326,  drücken 
X,,  X,,  T  durch  M,  V,  w  aus.  Durch  die  ersten  beiden  der  Gleichungen 
(48)  sind  daher  A',,  N^  in  u,  v,  w  ausgedrückt  Die  Gleichungen 
(3t)},  §  329,  stellen  S„  S^,  T,,  T,  in  erster  Annäherung  durch  s^,  e,,  U! 
dar,  und  die  Gleichungen  (21),  §  326,  drücken  e,,  fg,  Is  durch  «,  f, 
w  aus.  Eine  weitergehende  Annäherung  für  die  Größen  S,,  S^,  I\, 
r*  liefern  die  Gleichungen  (42)  und  (44),  §  330;  sie  werden  dadurch 
in  X,,  Xj,  T  und  in  t^,  t^,  c7  ausgedrückt,  sodaß  wiederum  alles  in 
«,  V,  to  sich  ausdrücken  läßt.  Wenn  diese  Näherungswerte  in  der 
dritten  der  Gleichungen  (48)  eingesetzt  werden,  wird  diese  eine  Identität. 
Wenn  K^,  N^,  iS,,  S,,  7",,  T^  durch  u,  v,  w  ausgedrückt  sind,  ist  die 
gewünschte  Transformation  geleistet 

Die  Theorie  der  Scitwingungen  einer  ebenen  Platte,  von  der  eine 
vorläufige  Behandlung  in  §  314,  (d)  und  (e)  gegeben  wurde,  ist  in 
dieser  Theorie  mit  eingeschlossen.  In  allen  Gleichungen  haben  wir 
l/B,  und  l/i?j  gleich  null  zu  setzen.  Die  Gleichungen  (48)  und  (49) 
zerlegen  sich  in  zwei  Gruppen,  Die  eine  Gruppe  enthalt  d*ußt\ 
o^r/ct*  und  die  Spannungsresultanten  vom  Typus  T,  S;  die  andere 
Gruppe  enthält  c^wjct*,  die  Spannungsresuttanten  vom  Typus  ^  und  ■ 
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die  SpaDDUugsmomente.  Nun  laseeo  sich  \u  dieaem  Fall  die  Span- 
nungareaultanten  vom  Typus  T,  S  mittels  der  Formel  (36),  §  329,  in 
f,,  Ej,  S   wisdriicken,   nnd  €,,  f,,  s  iRssen  sich  mittels  der  Formeln 

•       Sc'        *       dß '  da        dß' 

unter  a  und  ß  gewöhnliche  kartesische  Koordinaten  verstanden,  in. 
u,  V  ausdrücken.  Mitbin  wird  eine  der  beiden  Gleichungsgruppen,  in 
die  (48)  und  (49)  zerfallen,  identisch  mit  den  in  §  314,  (e)  au%&- 
stellten  Gleichungen  der  Dehnungsschwingungen.  Femer  lassen  sich 
die  Spannungsmomente  mittels  der  Formeln  (37),  §  329,  durch  Xj, 
Xj,  t  ausdrlicken,  und  Xj,  x,,  r  lassen  sich  mittels  der  Formeln 

_  S'ir  3'w  J^ 

*i~ao"    "«"  g|)"     '^~dadß 

durch  w  darstellen,  während  JVj  and  N^  mittels  der  Gleichungen 

'  Ca  dp  '  oß  oa 

durch  die  Spannungsmomente  ausgedrückt  werden.  Die  zweite  der 
(zleichungsgruppen,  in  die  (48)  und  (49)  zerfallen,  deckt  sich  mit  der 
in  g  314,  (d)  aufgestellten  Gleichung  der  Querschwingungen. 

Bei  Anwendung  der  Resultate  von  §  329  und  §  330  auf 
Schwingungen  machen  wir  eine  bestimmte  Annahme.  Eine  ähn- 
liche Annahme  wird,  wie  wir  in  §  277  bemerkten,  in  der  Regel 
in  der  Theorie  der  Schwingungen  dünner  Stäbe  gemacht.  lu  der 
Tat  nehmen  wir  an,  daß  der  Verserrungszustand  in  einer  dünnen 
Platte  oder  Schale,  welche  schwingt,  einen  Typus  besitzt,  der 
durch  Anwendung  der  Gleichgewichtsgleicbuugen  abgeleitet  ist. 
Beispielsweise  setzen  wir  im  Falle  einer  ebenen  Platte  die  trans- 
versal schwingt,  voraus,  daß  die  innere  Verzerrung  in  einem  kleinen 
Teil  der  Platte  nahezu  dieselbe  ist,  wie  wenn  dieser  Teil  so  im 
Gleichgewicht  gehaltet!  würde,  daß  die  verbogene  Mibtelebene  dieselbe 
Krümmung  hat.  Betrachten  wir  etwas  genauer  den  Zustand  eines 
zylindrischen  oder  prismatischen  Stücks  einer  ebenen  Platte,  das  in 
eine  feine  transversale  Durchbohrung  hineinpassen  würde.  Unsere 
Annahme  ist,  daß,  wenn  die  Platte  schwingt,  jedes  derartige  prisma- 
tische Stück  praktisch  genommen  in  jedem  Äugenblick  einer  Periode 
auf  Gleichgewicht  eingestellt  ist.  Ist  dies  der  Fall,  so  sind  die  Aus- 
schlag gebenden  Verzerrungskomponenten  in  dem  Stück,  wenn  die 
Platte  transversal  schwingt,  durch 
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gegeben,  und  wenn  sie  in  ihrer  Ebene  Behwingt,  durch 

«xx-*i,  «„-«j-  e.r"^'  e.,-- {'*/(l-«)l(«i  +  «3); 
in  beiden  Fällen  ist  e,,  so  gewählt,  daß  die  Spannungskomponente 
Z,  rerscfawindei  Es  ist  klar,  daß  unsere  Annahme  gerechtfertigt 
ist,  wenn  die  Schwingungsperioden  der  Platte  lang  sind  im  Vergleich 
zu  den  Perioden  derjenigen  freien  Schwingungen  des  prismatischen 
Stückes,  bei  welchen  Veraermngen  Ton  dem  angenommenen  Typus 
auftreten.  Nun  ist  die  Periode  jeder  Querschwingung  der  Platte, 
direkt  proportional  dem  Quadrat  einer  linearen  Abmessung  des  von 
der  Randlinie  eingeschlossenen  Fläch enstilcks  und  umgekehrt  propor- 
tional der  Dicke,  und  die  Periode  ii^end  einer  Dehuungsschwingung 
ist  direkt  proportional  einer  linearen  ÄbmessUDg  des  von  der  Raud- 
linie  begrenzten  Flächenstücks  und  unabhängig  von  der  Dicke,  wah- 
rend die  Periode  einer  freien  Schwingung;  des  prismatischen  StQcks, 
bei  der  Verzerrungen  von  dem  zugrunde  gelegten  Typus  auftreten, 
den  linearen  Abmessungen  des  Stücks,  also  etwa  der  Dicke  der  Platte, 
proportional  ist.  In  dieser  Schlußweise  liegt  nichts,  was  einer  ebenen 
Platte  eigentümlich  wäre;  wir  folgern  daraus,  daB  wir  annehmen 
dürfen,  daß  in  einer  schwingenden  Platte  oder  Schale  der  Verzerrungs- 
zustand  in  einem  kleinen  Stück  praktisch  genommen  in  jedem  Augen- 
blick derselbe  ist,  wie  wenn  die  Platte  so  im  Gleichgewicht  gehalten 
wQrde,  daß  ihre  Mittelfläche  die  in  jenem  Augeabliek  bestehende 
Reckung  und  Biegung  hat.  Wir  erkennen  auch,  daß  wir  eigentlich 
hinzufügen  mflßten,  daß  das  unsere  Annahme  stützende  Schlußverfahren 
mit  wachsender  Schwingungszahl  an  Beweiskraft  verliert.') 

Das  wichtigste  mit  dieser  Annahme  gewonnene  Resultat  ist  die  angenäherte 
Bestimmung  der  Spannuugskomponent«  Z^.  Wenn  Gleichgewicht  herrscht  und 
die  Platte  eben  ist,  so  ist  in  zweiter  Annäherung  Z^^O;  wenn  Gleichgewicht 
herrscht  und  die  Mittelfläche  gekrümmt  ist,  so  verschwindet  Z.  in  erster  An- 
näherung, und  in  zweiter  Annäherang  setzen  wir  es  proportional  mit  (h*  —  /*) 
und  einer  Funktion,  die  in  den  H&uptkrümmungen  und  den  Krilmmungs- 
änderungen  linear  ist.  Die  Resultate  heziislich  Z,  als  Funktiou  von  A 
und  e  lassen  sich  durch  eine  auf  die  Grundgleichungen  der  Schwingung 
elastischer  fester  Körper  gestützte  Untersuchung  der  Schwingungen  einer 
unendlichen  Platte  von  endlicher  Dicke  erläutern.  Eine  derartige  Unter- 
suchung hat  Lord  Rayleigh*)  angestellt;  aus  seinen  Resultaten  geht 
hervor,  daB  es  in  diesem  Falle  Klassen  von  Schwingungen  gibt,  bei  denen 
Z^  in  der  ganzen  Platte  verschwindet,  und  daß  bei  den  übrigen  Klassen 
der  Ausdruck  för  Z,    nach    steigenden    Potenzen    von    li  und  z  entwickelt 

1]  Das  Scbluftvecfabren  läßt  sich  offenbar  mit  einzelnen  Abänderungen  auch 
auf  die  Theorie  der  Schwingungen  dünner  Stäbe  anwenden. 

8)  London  Math.  Soe.  Froe.,  vol.  20  (1889),  p.  225  =  Seientitk  papers, 
vol.  3.  p.  2i'J.  . 
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werden  k&im,  wob«i  GKeder  Ton  niederer  als  der  vierten  Ordnung  in  der 
EntwickluDg  nicht  auftreten. 

Wenn  die  MittelSäche  gekrümmt  ist,  müsüen  die  Verschiebungs- 
kompoDenten  u,  v,  w  den  Differentialgleichungen,  die  in  der  dargelegten 
Weise  ans  (49)  hervorgehen,  genügen,  außerdem  müssen  sie  die  Be- 
dingungen am  Rande  der  Schale  befriedigen.  An  einem  freien  Bande 
müssen  das  Biegungsmoment  und  die  drei  in  (47),  §  332,  dargestellten 
linearen  Verbindungen  der  Spannnngsreaultanten  und  des  Drillimgs- 
moments  verschwinden.  Die  Ordnung  des  Gleichungssystems  ist  im 
allgemeinen  hoch  genug,  um  die  Befriedigung  derartiger  Bedingungen 
zuzulassen;  die  tatsächliche  Lösung  ist  aber  noch  in  keinem  speziellen 
Falle  geleistet. 

Ein  Verfahren  zur  angenäherten  Behandlung  des  Problems  stützt 
sich  auf  die  Bemerkung,  daß  die  Ausdrücke  für  die  Spannungsmomente 
und  somit  auch  die  für  A'|,  N^  den  Paktor  D  oder  ^Ji'A'/(l  —  ff*) 
enthalten,  während  die  Ausdrücke  für  die  übrigen  Spann ungskompo- 
nenten  zwei  Terme  enthalten,  von  denen  der  eine  mit  h,  der  andere 
mit  h^  proportional  ist.  Jede  der  Gleichungen  (49)  kann  links  und 
rechte  durch  A  dividiert  werden;  diejenigen  Tenne,  die  von  e,,  fj,  sr 
abhängen,  sind  dann  unabhängig  von  h,  und  die  übrigen  Glieder  ent- 
halten h'  als  Faktor.  Wir  werden  vermuten,  dafi  wir  eine  annähernd 
strenge  Lösung  erhalten,  wenn  wir  die  Glieder  in  h-  streichen.  Tun 
wir  dies,  so  verschwinden  an  einem  freien  Rande  zwei  der  Rand- 
bedingungen, nämlich  diejenigen  vom  Typus  (?  —  0,  N  —  oH/cs—'O; 
das  Gleichungssystem  ist  von  hinreichend  hoher  Ordnung,  um  die  Be- 
friedigung der  übrigen  Randbedingungen  zuzulassen.  Da  h  aus  den 
Gleichungen  und  Bedingungen  verschwunden  ist,  so  ist  die  Schwin- 
guDgszahl  von  der  Dicke  unabhängig.  Die  Dehnung  der  Mittelfiäche 
kennzeichnet  die  Deformation  in  erster  Linie,  doch  ist  sie  notwendig 
von  Biegung  begleitet.  Die  Theorie  solcher  Dehmirtgsschwingungm 
liifit  sich  sehr  einfach  mittels  der  Energiemethode  ableiten,  wie  in 
§  329  geschildert  wurde. 

Die  Dehnungsschwingungen  einer  dünnen  Schale  sind  analog  den 
Dehnungsschwingungen  einer  dünnen  ebenen  Platte,  auf  die  bereits 
in  diesem  Paragraphen  und  in  §  314,  (e)  hingewiesen  wurde-  Die  Be- 
tnichtung  des  Falles  einer  schwach  gekrümmten  AfitteläÜche  zeigt 
ohne  weiteres,  daß  eine  offene  Schale  gleichfalls  Schwingungsarten 
besitzen  muß,  die  den  Querschwingungen  einer  ebenen  Platte  analog 
sind  und  Frequenzen  haben,  die  bedeutend  kleiner  sind  als  die  der 
Dehnungsschwingungen.  Die  Existenz  solcher  Schwingungsarten  läßt 
sich  durch  folgende  Schlußweise  nachweisen: 

Eine  obere  Grenze  für  die  Schwingungszuhl  des  tiefsten  Tons 
läßt  sich  ermitteln,  indem  man  von  irgend  einem  geeigneten  Schwingnngs- 
typus   ausgeht;    denn    bei    einem    beliebigen    schwingenden    System 
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kann  die  Frequraiz,  die  bei  Zugmndelegoug  eines  bestimmten  Schwio- 
gungstypus  erhalten  wird,  nicht  kleiner  sein  als  die  Schwingungszahl 
der  tiefsten  Eigenschwingung.')  Setzen  wir  einen  Schwingungatypus 
an,  bei  dem  keine  Strecke  der  Mittelfläche  ihre  Länge  ändert,  so 
können  wir  die  Frequenz  mittels  der  Formeln  für  die  kinetische 
Energie  und  die  potentielle  Energie  der  Biegung  wie  in  §  321  be- 
rechnen. Da  die  kinetische  Energie  h  und  die  potentielle  Energie  h* 
als  Faktor  enthält,  so  ist  die  Schwingungszahl  proportional  mit  h. 
Die  Frequenz  derartiger  duhnuru/sloser  Schwingungen  einer  Schale  von 
gegebener  Form  kann  gegenüber  den  Frequenzen  der  Dehnungs- 
Bchwingungen  durch  Verkleinern  von  k  unbegrenzt  herabgesetzt  werden. 
Daraus  folgt,  daß  die  tiefste  Schwingung  im  allgemeinen  keine  Deh- 
nungsschwingun^  sein  kann.*) 

Nehmen  wir  an,  die  Schwingung  habe  streng  dehnungslosen 
Typaa,  so  sind  die  Formen  der  Verschiebungskomponenten  als  Funk- 
tionen von  a,  ß,  wie  wir  in  §g  319,  320  und  326  'sahen,  sehr  be- 
schrankt. Wenn  Verschiebungen,  die  den  Bedingungen  der  dehnungs- 
losen Verzerning  genügen,  in  die  Ausdrücke  für  die  Spannnng&- 
resultanten  und  Spannungsmomente  eingesetzt  werden,  so  lassen  sich 
die  Bewegungsgleichungen  und  die  Randbedingungen  im  allgemeinen 
nicht  befriedigen.^)  Daraus  erhellt,  daß  die  Schwingungen  mit  einer 
gewissen  Dehnung  verbunden  sein  müssen.  Um  die  Platte  zu  zwingen, 
debnungslose  Schwingungen  auszuführen,  müßten  wir  an  ihren  Rändern 
und  auf  ihren  Seiten  bestimmte  Kräfte  anbringen.  Wenn  diese  Kräfte 
nicht  angreifen,  muß  die  Verschiebung  von  jeder  den  Bedingungen 
dehnungsloser  Verzerrung  genügenden  Verschiebung  verschieden  sein. 
Doch  muß  der  unterschied  bei  den  tieferen  Schwingungen  gering 
sein;  denn  andernfalls  würde  es  sich  praktisch  genommen  um  Deh- 
nungsschwingungen handeln,  und  die  Frequenz  könnte  nicht  tatsäch- 
lich 30  klein  sein.  Wie  wir  aus  der  Form  der  Schwinj^ungsgleichungen 
schließen  können,  muß  die  in  Frage  kommende  Dehnung  über  den 
größten  Teil  der  Fläche  sehr  klein  sein;  in  der  Nilhe  deis  Randes 
jedoch  muß  sie  bedeutend  genug  sein,  um  die  Erfüllung  der  Hand- 
bedingungen zu  sichern.*) 

1)  Lord  Rajleigh,   Thfory  of  Sound,  vol.  J,  §  89. 

2j  Der  Fall  einer  geachloBsenen  Schale,  z.  B.  einer  Kugelscbale,  bildet  natür- 
lich eine  Ananahme,  denn  hier  IcSnnen  dehnnngBloae  Verschiebungen  ilberbaupt 
nicht  anftroten.  Auch  eine  Schale  von  geringer  Dicke,  die  bis  auf  ein  kleines 
Loch  ganz  geachloagen  ist,  stellt  einen  AnanahmeFall  dar.  wenn  die  Ofibung 
klein  genug  ist. 

S)  In  dem  besonderen  Falle  von  Kugel-  und  Zjlinderschalen  läßt  sich  der 
bestimmte  Beweis  erbringen,  dafi  ein  dehnungeloser  Teischiebangaznatand  die 
Bewegungsgleichungen  und  die  Randbedingungen  nicht  zu  befriedigen  vennag. 
Den  Fall  der  Zylinders  oh  alen  behandeln  wir  iu  §  B34,  dl, 

i)  Auf  die  Schwierigkeit,  die  daraus  entspringt,  daB  dehnungstose  Ver-  . 
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§  334.  Sohwingimgeii  einer  dünnen  zylindrischen  Schale. 
Es  erscheint  angezeigt,  zur  Erläuterung  der  Theorie  die  Schwin- 
gungen eiuer  zylindrischen  Schale  etwas  eingehender  zu  untersuchen. 
Wie  in  §  319  wählen  wir  a  als  ßadiua  der  Schale  und  schreiben  x 
statt  a,  0  statt  ß;  die  Randlinie  möge  aus  zwei  Kreisen  x=l  und 
X  —  —  l  bestehen.  Nach  den  Ergebnissen  von  §  326  sind  die  Deh- 
uupg  und  die  Krümmungsänderungen  durch  folgende  Gleichungen  ge- 
geben : 

dti  1   Idv  \  _        a»    ,     1    ca 

'^  =  c:.'        ^»=«U-«')'  '"-?:.+  «-0*- 

d'a-  1    /r'ir    ,     dv\  1     Z   (die    ,      \ 

Da  die  Verschiebung  eine  periodiscbe  Funktion  von  <t>  mit  der 
Periode  2«  ist,  so  werden  wir,  wenn  die  Schale  eine  Normalschwiugung 
mit  der  Frequenz.  7)/2«  ausführt,  m,  v,  w  den  Sinus  und  Kosinus  von 
Vielfachen  von  4"  und  einer  einfiichen  harmonischen  Funktion  von  <  mit  der 
Periode  23i/p  proportional  setzen.  Die  Schwingungsgleichungen  gehen 
dann  in  ein  System  linearer  Differentialgleichungen  mit  konstanten 
Koeffizienten  für  h,  r,  i*  als  Funktionen  von  x  über.  Wir  werden 
diese  Gleichungen  sogleich  aufstellen;  zuvor  aber  fassen  wir  die  Ord- 
nung des  Systems  ins  Äuge.  Die  ÄusdrUcke  für  f,,  t^,  Ui  enthalten 
nur  erste  Diflferentialquotienten;  derjenige  für  x^  enthält  eine  zweite 
Ableitung.  Somit  enthalten  G^  und  G^  zweite  Differentialquotienten, 
und  JVj  enthält  eine  dritte  Ableitung.  Die  dritte  der  Gleichungen 
(49)  enthält  c*tf/oX*  in  einem  Gliede,  das  gestrichen  wird,  wenn  wir 
die  Gleichungen  der  Dehnungsschwingungen  aufstellen.  Die  vollstän- 
digen Schwingungsgleicbnngen  werden  also  von  viel  höherer  Ordnung  sein 
als  die  Gleichungen  der  Dehnungsschwingung.  Wir  werden  sogleich 
sehen,  daß  erstere  ein  System  achter  Ordnung  und  letztere  ein  System 
vierter  Ordnung  bilden.  Die  Ueduktion  der  Ordnung  des  Systems 
beim  Übergang  von  den  vollständigen  Gleichungen  zu  den  Gleichungen 
der  Dehnungsschwingung  ist  von  fundamentaler  Bedeutung.  Sie 
hängt  keineswegs  von  der  zylindrischen  Form  der  Mittelfläche  ab. 

a)  Gntndfileicliunge». 

Unaem  obigen  Ausführungen  gemäß  set/en  wir 

Schiebungen  die  Befriedigung  der  B an dbed ingangen  nicht  znla«Beii,  habe  ich 
in  meiner  Abhandlung  vom  Jahre  1886  ('siehe  Einleitung,  Fufinote  lüS)  auf- 
merksam gemacht.  Die  Krklilrung,  daß  die  als  notwendig  erwiesene  Dehnung 
praktisch  auf  einen  schmalen  Bereich  am  liande  beschränkt,  hier  aber  auch  be- 
deutend genug  Bein  wird,  um  die  lielriedigung  der  Randbedingungen  zu  ge- 
w!LhrleiBten,  wurde  gleichzeitig  von  A  B.  Baaset  und  H.  Lamb  in  den  p,  60T  und 
p.  mi  dtierten  Arbeiten  gegeben.  Diese  beiden  Autoren  stiilien  ihre  Erklärung 
auf  die  Lösungen  für  gewisse  statische  I'robleme. 
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«  —  D"9in»i<l>  cos(;»(  +  e),     v  —  V cos n<t>  cos  {pt  -{- 1),\ 

(50) 
K  =•  W  ein  n^  cos  {pl  -\-  t),  I 

wo   U,  V,  M'  Funktionen  von  X.     Wir  haben  dann 

«iP    .       *         r    .         ^  H'  +  «r     .       ^         r    .    ,     \ 

tj  —    ,     sin«<P  cos(p( -r  «J,     e,  =  —  -  sm»<I>  cos(j»(  +  «}, 

(5  =-  f  ■ . 1-  1  — )  COS  M0  COS  {pt  -j-  f), 

Xj  —  -,-,-  sinnv  C0B(p(  +  e),     Xj  —  — ,-     -  BinnO)  eoa  (pt  +  e), 

r  —  ^^(r +  mW)  cos«*cos(p(  +  «)- 
Femer 

(?! D  sm  M*  cos  (pt  +  e)  ^-^-^,-  -  <j ^,  -  J  , 

«.— i,..»*c..(„+.)(.-j'^-^,»:^), 

H,-      I>co.»*co.(pi  +  .)1^7-"(»''j;f+^J)--/f,. 
Die  beiden  ersten  der  Gleichungen  (48)  werden 

^      dß,  ,  i  dB,      „      1  ac,     dH, 

*        dx         a    c<t>  '        ■        o    2*         CiC  ' 
and  wir  haben 

Jf, Bco8«*  001  (pl  +  .)  (  "   j';?-  J  W+  '  ~-   iJ-i  y)]  ■ 

Wir  haben  ferner 

^'    ■"[»»"  +  ">)  +  "'s'a-.)  " T ~ 2(1-.)  ^J' 
r. -!,[,■(„  +  ,.,)- •+A^,"-,;t.^,--]. 
5,  - ii)(i  - ff)[^ si  +  t]'  -Si - |i>a  - «)[- ft^l  n  +  7]. 

wo    tj,  K^,  .  .  .    die   oben   gegebenen   Werte    haben.     Die    Schwingungs- 
gleichungen lanten 
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ST,        1   dS, 


■  a* 


2e/ip*w  =  o, 


oder  in    17,    7,    TT  ausgedrückt 


»■  La 


-"«)„*■*  («''+"')]  =  0'.(S3) 


Die  Randbedingongen   anf  jr  -=  i  and  x  =  —  t  lauten 

T.  =0,     5,  +  ^  =  0,     .V,  -"  ^^-  =  0,     G,  -  0, 

und    die    linken  Seiten    lassen    sich    sämtlich    als    lineare  Funktionen   der 
Größen    U,    Y,    W  und  ihrer  ersten  Ableitungen  nach  x  ausdrücken. 

Das  Gleichungssystem,  das  m,  v,  w  als  Funktionen  von  x  be- 
stimmt, ist  nun  als  lineares  System  achter  Ordnung  mit  konstanten 
Koeffizienten  ausgedrückt.  Diese  Ko effizienten  enthalten  sowohl  die 
unbekannte  Konstante  p*  als  auch  die  bekannten  Konstanten  h  und 
n,  und  zwar  kann  n,  die  Zahl  der  auf  den  Umfang  entfallenden 
Wellenlängen,  beliebig  gewählt  werden.  Lassen  wir  außer  acht,  daß 
h  klein  ist  gegen  a  und  l,  so  können  wir  die  Gleichungen  durch  die 
Annahme  lösen,  daß  die  Größen  m,  v,  u;  abgeseheu  von  den  von  <t> 
und  t  abhilngenden  einfachen  hfirmoni^chen  Faktoren,  die  Form  6e"* 
»je"'  £0*"'  haben,  wo  |,  j;,  £,  j«  Konstanten.  Die  Konstante  m  ist  eine 
Wurzel   einer   Determinantengleichung   achten    Grades,    die   aber  tai- 
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sachlich  in  m*  TOm.  vierten  Grade  ist,  da  sie  keine  Glieder  von  ud 
geradem  Grade  enthält.  Die  Koeffizieaten  in  dieser  Gleichung  häogm 
von  p*  ab.  Wenn  m  diese  Gleichung  erfüllt,  sind  die  Verhältnisse 
i:ij:t  durch  zwei  der  dtei  Bew^^ngagleichungen  in  ihrer  Abhängig- 
keit von  m  und  p'  bestimmt.  Somit  hat  die  Lösung,  abgesehen  von 
<t>-  und  /-Faktoren,  die  Form 

"  "  J  ^^'"""^  +  f':-"'^').     «  "  J  iVr^-'  +  >?;«-"■"}. 

hierin  sind  die  Konstanten  S,,  |/  willkürlich,  die  Konstanten  r}„  .  .  . 
dagegen  drücken  sich  als  Vielfache  derselben  aus.  Die  Bandbedin^ungen 
auf  a:  —  /  und  x  =  —  l  liefern  acht  homogene  lineare  Gleichungen 
fOr  I,  I';  eliminieren  wir  g,  |'  aus  diesen  Gleichungen,  so  werden  wir 
auf  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  von  p^  geführt.  Dies  ist  die 
Frequenzengleichung. 

b)  Dehnangssdimngtingen. 

Die  Gleichungen  der  Dehnnagsschwinguag  ergeben  sieh,  wenn  wir 
in  den  Gleichungen  (61) — (53)  die  Glieder  streichen,  die  den  Koeffizienten 
D/A  haben.  Die  Determinajitengleicbung  für  m°  wird  quadratisch.  Die 
Bandbedingungen  auf  x  =  ±1  werden   T,  =  0,  S,  =  0,  oder 


dU_      W+nV  _  dr  .   nU ^ 


0. 


Da  k  in    den  Differentialgleichungen   und  ia    den  Randbedingungen  nicht 
vorkommt,  sind  die  Schwingungszahlen  von  /)  unabh&ngig. 

Im    Falle    syrameirischer    Schwingungcri,     wo    m,  t,  w    von    ^    unab- 
hängig sind)  setzen  wir 


tTcosCf 

t  +  i),    v^  Vcos(j>(-i- 

). 

w 

-  W 

^,(,t  +  , 

), 

erbalten 

dje  Gleichung 

-/Z)^^p'^- 

=  0, 

2( 

E 

d'V 

+  ff'  y  - 

0 

E     l<s  du 

r-i'\a  dx- 

'.«')  + 

91 

*W 

=  0. 

Die  Bandbedingungen  auf  j 


Es    gibt    zwei    Klassen    symmetrischer    Schwingungen.      Bei    der    ersten 
Klasse    verschwinden    U  und    )!',    sodaB  die   Verschiebung    tangential   zu 
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den  Kreissdbnitten  des  Zylinders  ist.    Bei  dieser  Klasse  Ton  Schwingungen 
haben  wir 


=  T)  cos 


äe(i  +  «)    i' 


wo  n  eine  ganze  Zahl.  Biese  Schwingungen  sind  den  in  §  200  betrach- 
teten Drillungsschwingungen  eines  Volk; linders  analog.  Bei  der  sweiten 
Klasse  verschwindet  F,  sodaB  die  Verschiebung  in  Kbeneu,  die  dnrch  die 
Achse  gehen,  stattfindet,  und  wir  erhalten 

IT  =  I  cos  --"'^ ,     TT  =-  £  sin  "-*- , 

wo  S  und  t  durch  die  Gleichungen  verknöpft  sind 

r  ,  E         1-1.  Ea       n^t       . 

Die  Gleichung  für  p*  lautet 

.  .,        E        /l        «•«^  E'n'a* 

f'  - "' ,-(.  ^  U-  +  'i- )  +  ?rf  =^')W  -  »■ 

Ist  die  Lftnge  groß  gegen  den  Durchmesser,  sodafi  a/l  klein  ist,  so  han- 
delt es  sich  bei  den  beiden  Klasaen  l)  um  nahezu  rein  radiale 
Schwingungen  von  der  Frequenz  {i,7e(l  —  ff*))  /2wo^  2)  um  nahezu 
rein  longitudinale  Schwingungen  von  der  Frequenz  «(E/p)  /2l.  Di© 
letzteren  sind  von  derselben  Art  wie  die  Dehnungsschwingungen  eines 
dünnen  Stabes  (§  278). 

Eine  eingehendere  Untersuchung  der  Dehnungsschwingungen  beraodeter 
Zjlinderschalen  findet  sich  in  meinem  in  der  £t«(ei(un^,  Fufinotiä  133,  zitierten 
Aufsatz,  FQr  eine  Schale  von  unendlicher  Lange  hat  A.  B.  Hasset,  Lon- 
don Math.  Soc.  Proc.  vol.  21  (1891),  p.  53,  die  Ba diaisch wingungen 
untersucht,  und  sehr  ausführlich  sind  die  verschiedenen  Schwingungsarten 
behandelt  von  Lord  Rayleigb,  Proc.  Bog.  Soc,  vol.  45  (1889),  p.  443 
^  Scknlific  Pnpers,  vol.  3,  p.  244.  Siehe  auch  Theory  of  Sound,  2.  Anfl. 
vol.  1,  Kap.  X  A. 

c)  Deknunpslose  Sditcingungen.^) 

Die  Verschiebung  ist  bei  einer  Normalschwingung  entweder  zwei- 
dimensional und  durch  die  Formeln  gegeben 

«  --  0,       tf  =  -4,  C08(p„(  -j-  «J  C03(»I<P  -t-  ttj, 

w  =  —  nÄ^  co3(j)„t  +  s„)  sinf«<t»  +  «J, 


1)  Siehe  Kap.  IXIIl,  %  S19  und  §  sai. 
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«der  aber  sie  ist  dreidimensional  und  durch  die  Formeln  gegeben 
u~  —  ~B„  cos  (p^'t  +  «„')  sin  (n*  +  ß^), 
V  —  xB^  cos  (j),'(  +  t^  coa  («*  +  ^J, 
w  =  --nxB^cos(p„'t  +  e,')sin(«<t»  +  ßj, 
,j  D     „'(»«-i^'    i_+6ji-_£)aV«M' 

Alle  Werte  von  jp  und  p'  sind  proportional  mit  7(. 

d)    Unexäktheit  der  dehnungshsen    Verschieburu/. 

Um  zu  zeigen,  daß  die  angenommene  dehnungslose  Verschiebung  die 
Bewegungsgleichungen  nicht  zu  befriedigen  vermag,  genOgt  es,  T^  aus 
den  Bewegungsgleichungen  zu  berechnen  und  das  Resultat  mit  der  zweiten 
-der  Formeln  (44)  zu  vergleichen.  Ist  die  zweidimensionale  Schwingung 
<lnrch  Ä^  gekennzeichnet,  so  haben  wir  die  Gleichung 

r,  SN,        l  dN, 


2  pÄJ),*H> 

^"'^^!"~^'  (l  -  ^, ^  J)-i„  sin  (m*  +  «„)  cos (p„t  +  I,) 


■ebenso  haben  wir  aber 
2  _+?_.?«> 


Die  beiden  Werte  von  Tj  sind  verschieden,  und  die  Bewegungsgleichungen 
werden  von  der  angenommenen  Verschiebung  nicht  befriedigt,  Gs  ist  klar,  daß 
eine  Korrektion,  durch  die  nur  eine  geringe  Dehnung  hinzugeiflgt  wird, 
die  Erfüllung  der  Differentialgleichungen  ermöglicht. 

Zwei  der  Randbedingungen  lauten  G^  ^  0,  A\  —  oT^cHjc^  ^  0. 
Wenn  die  Schwingung  zweidimensional  ist,  so  ist  G,  von  s  unabhängig 
und  kann  für  einen  bestimmten  Wert  von  x  nur  verschwinden,  wenn 
Ä^  =  0.  Wenn  die  Schwingung  dreidimensional  ist,  sind  Ni  und  Hi  un- 
Äbhängig  von  x,  und  N^  —  a~^c Hif'r<t>  kann  für  einen  beatiaunten 
Wert  von  y  nur  verschwinden,  wenn  B„  ^  0.  Semit  lassen  sich  die  Rand- 
bedingungen durch  die  angenommene  Verschiebung  nicht  befriedigen.  Die 
zur  Befriedigung  der  Randbedingungen  notwendige  Korrektion  an  der^Ver- 

Lo,e,  El«ti.iW..  Li^Ozc^Cy  Google 
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Schiebung  wtirde,  wie  sich  zeigt,  bedeutender   sein    als  diejenige,   die    die 
BeMedigung  der  Differentialgleichungen  erfordert. 

e)  Naiur  der  an  der  dehnungslosen  Versdtidmng  anzubringenden 
Korrektion. 

DieExiatenzTon  praktisch  d  eh  nun  gslosen  Schwingungen  hängt  offen- 
bar mit  der  Tatsache  zusammeo,  daß  wenn  die  Scbwingnngen  als  Deh- 
nungsBchwingungen  angenommen  werden,  die  Ordnung  des  Systems  der 
Schwingungagleicbungen  sich  von  acht  auf  vier  reduziert.  In  der  Determi- 
nantengleichung,  von  der  unter  a)  in  diesem  Paragraphen  die  Rede 
war,  haben  die  Glieder,  die  m*  und  m'  enthalten,  den  Faktor  Ä*,  zwei 
der  Werte  von  m'  sind  also  groß  von  der  Ordnung  1/A.  Wie  die 
Ton  den  großen  Werten  von  m  abhängenden  LSsungeu  die  Ei'fQilung 
der  Randbedingungen  ermöglichen,  mag  durch  die  Lösung  des  fol- 
genden statischen  Problems  erläutert  werden'): 

Ein  von  zwei  Erzeugenden  und  zwei  Kreisschnitten  be- 
grenzter Teil  eines  Kreiszylindera  wird  durch  Kräfte,  die  längs 
der  begrenzenden  Erzeugenden  angreifen  (während  die  Ereisnlnder 
ki^ftefrei  sind)  zu  eiuer  TJmdrehungsfläche  so  gebogen,  daß  die 
zu  den  Erei» schnitten  tangentiale  Verschiebung  v  der  Winkel- 
koordinate <I>  proportional  wird;  gesucht  wird  die  Verschiebnng. 
Wir  müssen  haben  v  —  c<t>,  wo  c  konstant,  während  «  und  w  von 
<t>  unabhängig  sind.     Mithin 

Die  Spannuugsresultanten  iS^,  S^  und  die  Spannungamomente  H^,  U^ 
verschwinden,  und  wir  haben 

^\  —  D^'j,   .v,-o. 

Die  Gleichgewicbtagleichungen  lauten 

'  ^'  =  0.       V^  -  0>     -  -Df't  4-  ^'  -  0, 

ex.  '         dt>  '  Sx'    '     a  ' 

und  die  Randbedingungeu  auf  x^±l  sind 

T^~0,     A',  =  0,     Gi-0. 
Wir  suchen  diesen  Gleichungen  und  Bedingungen  näherungsweiee 

1)  Ee  iet  dies  das  von  H.  Lamb,  Inc.  cit.  p.  ^~*,  zum  vorliegenden  Zwecke 
gelüste  Problem.  Denselben  Punkt  der  Theorie  erlftntert  Ä.  B.  Ba«set,  Joe.  wt 
p,  607  mit  Hilfe  eines  anderen  atatiochcn  Probleme. 

Digitizccby  Google 


SchwiQguDgeu  einer  dünnen  zjlindriachen  Schale.  627 

durch  die  Annahme  zu  genfigen,  daß  die  Dehnungsgrößen  f^,  f, 
von  derBelben  GrößenorduUDg  Bind  wie  die  Biegungsverzerrungen 
Ax,,  hx^.  Wenn  dies  der  Fall  ist,  sind  T,  und  T^  mit  hinreichender 
Annäherung  durch  die  Formeln  gegeben 

Ti  -  (BD/h')  (e,  +  as^),     r,  =  (3D/A')  (e,  +  6e^). 

Um  der  Gleichung  dTJdx  =  0  und  der  Bedingung  I\  =  0  auf 
a:  =  -^  I  zu  genügen,  müssen  wir  T^  =  0  oder  £[  —  —  fft,  setzen  und 
haben  dann  T,  =  3i)(l  —  e^s^/h*.  Die  Gleichgewichtsgleichungen 
reduzieren  sich  nun  auf  die  Gleichung 

-f  :+!-<'-•■)  (=-».-)-o, 

während  die  Randbedingungen  auf  x  —  ±1  übergehen  in 

l':.+°:-o,  s-o. 

Setzen  wir  c  —  w  als  Summe  von  Gliedern  von  der  Form  Je"'  an,  so 
ist  m*  von  der  Größenordnung  l//t;  als  Lösung  ergibt  sich 

w  '^  c  +  Ci  cosh  (gx/a)  coa  {qx/a)  +  C,  sinh  {q  xja)  sin  {q  x/a), 
wo 

q'-(a/2h)yf(l^0*j 
und 

_  o^c  BiDb  (ql/a)  CM  (gl/a)  -  cosh  (sl/»)  Bmjsl/o) 
1  9'  Bmh(2gI/o)-|-fiin(25i/a)  ' 

LDh  (7l/a)  cos  (ql/n)  +  COaL  (^I/o)  ^l»  W/") 
Binh(23i/fl)  +  Bin(29J/«) 


c,= 


Die  Form  der  Lösung  zeigt,  daß  in  der  Nähe  der  Ränder  £i,£g,Äx,, 
/tx,  sämtlich  von  derselben  Größenordnung  sind,  daß  aber  in  einem  Ab- 
stand von  den  Rändern,  der  jedenfalls  groß  ist  gegen  (aA)  ,  e,  und 
c,  klein  werden  im  Vergleich  zu  hx^. 

Es  läßt  sich  zeigen,  daß  bei  diesem  statischen  Problem  die  von 
der  Dehnung  herrührende  potentielle  Energie  von  der  Ordnung  Yh/a 
im  Vergleich  zur  potentiellen  Enei^ie  der  Biegung  ist.')  Für  den 
Fall  der  Schwingungen  können  wir  schließen,  daß  die  Reckung, 
die  nötig  ist,  um  die  Befriedigung  der  Randbedingungen  zu 
gewährleisten,  praktisch  auf  einen  so  schmalen  Bereich  am  Rande 
beschränkt  ist,  daß  die  aus  ihr  entspringende  Änderung  des  Gesamt- 
betr^s  der  potentiellen  Energie  und  somit  auch  die  der  Schwingunga- 
perioden  vernachlässigt  werden  kann. 

1)  Bezöglich  weiterer  dies  Problem  betreffender  Einzelheiten  verweisen  wir 
Böf  die  bereite  Eitiorte  Arbeit  von  H.  Lamb.  ^  ^  . 
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§  335.   Scliwliigimgen  einer  dfinnen  Kngelschale. 

Der  Fall,  daß  die  Mittelääche  eine  geschlossene  Engelfläche  und 
die  Schale  dünn  ist,  ist  von  H.  Lamb')  mittels  der  Gnindgleichungen 
der  Schwingungen  elastischer  fester  Körper  untersucht  worden.  Es 
treten  cur  Dehnungsschwinguugen  auf,  und  sie  zerfallen  in  zwei 
Klassen,  die  denjenigen  bei  einer  Vollkugel  (§  194)  analog  sind  und 
die  sich  bezüglich  durch  das  Fehlen  einer  Radialkomponente  der  Ver- 
schiebung und  durch  das  Fehlen  einer  Kodialkomponente  der  Drehung 
kennzeielinen.  Bei  jeder  Normalschwingung  der  einen  oder  anderen 
Klasse  laßt  sich  die  Verschiebung  durch  Kugelöächenfauktionen  toq 
einem  einzigen  ganzzahligen  Grade  ausdrücken.  Bei  den  Schwingungen 
der  ersten  Klasse  ist  die  Frequenz  pj2^  mit  dem  Grade  »  der  Kugel- 
funktionen durch  die  Gleichung  verknüpft 

r-aVe-C» -!)(»  + 2),  (Ö4) 

wo  a  der  Radius  der  Kugel.  Bei  den  Schwingungen  der  zweiten 
Klasse  ist  die  Schwingungszahl  mit  dem  Grade  der  Kugelfunktionen 
durch  die  Gleichung  rerknäpft 

^*t'' "  "T'  ['"* + « + 4) ;  +->  K  4- » -  L'}] 

+  4(tt'  +  «-2)(^=0.     (55) 

Ist  « >  1,  so  gibt  es  zu  n  zwei  Normalschwingungen  der  zweiten 
Klasse,  und  der  tiefste  Ton  entspricht  der  langsameren  von  den  beiden 
Schwingungen  dieser  Klasse,  für  die  n  =2.  Ihre  SchwingungBzshI 
}}j2%  ist  gegeben  durch 

i>  =  V'/Vp«" '(1-176), 

wenn  die  Poissonsche  Konstante  des  Materials  gleich  \  genommen 
wird.  Die  Frequenzen  aller  dieser  Schwingungen  sind  von  der  Dicke 
der  Schale  unabhängig. 

Im  Grenzfalle  einer  ebenen  Platte  zerfallen  die  Schwingungen 
in  zwei  Klassen,  nämlich  dehnungslose  Schwingungen,  bei  denen 
die  Verschiebung  zur  Plattenebene  normal  ist,  und  Dehnungs- 
Schwingungen,  bei  denen  die  Verschiebung  zur  Plattenebene 
parallel  ist.  [Siehe  §  314,  (d)  und  (e),  und  §  333,  sowie  Bemerkung  F 
am  Ende  des  Buches.]     Den  Fall  einer  unbegrenzten  Platte  von  end- 


)  Lomlim   Mfiih.  Soe.  Proc  ,  toI.  14  (1883),  p.  60. 

Digitizccbv  Google 


SchwiD^ngen  einer  dQunen  Eugekchnle.  629 

lieber  Dicke  hat  Lord  Rayleigh^)  behandelt,  aiiBgeben<l  von  den 
Gnindgleichnngen  der  Schwingung  elastischer  Körper  und  unter  An- 
wendung ähnlicher  Metboden,  wie  sie  in  §  214  oben  geschildert 
wurden.  Man  hat  eine  Klasse  von  Dehn nngaschwingun  gen,  bei  der 
die  Verschiebung  zur  Ebene  der  Platte  parallel  ist;  die  Schwingungen 
dieser  Klasse  zerfallen  in  zwei  Unterklassen:  solche,  bei  denen  die 
Mittelebene  keine  Verschiebungen  erfährt,  und  solche,  die  den 
Tangentialschwingungen  einer  geschlossenen  dünnen  Kugel  schale 
analog  sind.  Man  hat  eine  zweite  Klasse  von  Dehnnngsschwin- 
gnngen,  bei  der  die  Verschiebnng  sowohl  eine  Komponente  nor- 
mal zur  Ebene  der  Platte  als  auch  eine  tangentiale  Komponente  be- 
sitzt; wenn  die  Platte  dfinn  ist,  ist  die  Normalkomponente  klein 
gegen  die  Tangentialkomponente.  Die  Normalkomponente  der  Ver- 
schiebung verschwindet  in  der  Mittelebeue,  und  die  Normalkom- 
ponente der  Drehung  verschwindet  überall,  sodaß  die  Schwingungen 
dieser  Klasse  den  Schwingungen  der  zweiten  Klasse  einer  geschlossenen 
dünnen  Ki^elschale  analog  eind.  Man  hat  femer  eine  Klasse  von 
Bt^angsschwingungen,  bei  der  eine  Verschiebnng  normal  zur  Ebene 
der  Platte  und  eine  tangentiale  Verschiebungskomponente  auftritt,  die 
klein  ist  gegen  die  Normalkomponente,  falls  die  Platte  dünn  ist,  Die 
tangentiale  Komponente  verschwindet  in  der  Mittelebene,  sodaS  die 
Verschiebung  aonäbemd  dehnungslos  ist.  Bei  diesen  Schwingungen 
bleiben  die  Linienelemente,  die  ursprünglich  zur  Mittelebene  normal 
sind,  während  der  ganzen  Bewegung  gerade  und  normal  zur  Mittel- 
ebene, und  die  Schwingungszahl  ist  ungefähr  der  Dicke  der  Platte 
proportional.  —  Dehnnngslose  Schwingungen  einer  geschlossenen 
dünneu  Kugelschale  gibt  es  nicht. 

Zwischen  diesen  extremen  Fällen  steht  der  Fall  einer  offenen 
Kugelschale  oder  Kuppel.  Wenn  die  Öffnung  sehr  klein,  die  Kugel- 
ääche  also  beinahe  geschlossen  ist,  müssen  die  Schwingnngen  den- 
jenigen einer  geschlossenen  Kugelschale  nahe  kommen.  Wenn  der 
räumliche  Winkel,  durch  den  die  Öffnung  von  ihrem  Pole  aus  ge- 
messen wird,  klein  und  der  Kugelradius  groß  ist,  müssen  die  Schwin- 
gungen denjenigen  einer  ebenen  Platte  ähneln.  In  dazwischen 
liegenden  Fällen  müssen  Schwingungen,  die  praktisch  genommen 
dehuungslosen  Typus  haben,  und  ebenso  solche  vom  Typus  der  Deh- 
nnngsschwingimgen  auftreten. 

Streng  debnungslose  Schwingungen  einer  dünnen  Kugelschale, 
deren  Bandlinie  ein  Kreis  ist,  sind  von  Lord  ßayleigh'j   eingehend 


1)  London    Math.    Soc.    Prot.,   vol.  20    (1889),  p,  »86  —  Scirntific  jxipers, 
vol.  3,  p.  249. 

2)  London  Math  Soc.  Proc,  vol.  13  (18«1)  =  Scientific  Paptrg,  vol.  1,  p.  661. 
Siehe  auch  Theoiy  of  Sonnil,  2.  Aufl.,  Bd.  1,  Kap.  X  A. 
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nach  den  in  §  321  oben  geschilderten  Methoden  untersucht  worden.  Im 
Falle  einer  Halbkngelschate  ist  die  Schwingungszahi  pl2x  des  tiefst«D 
Tons  gegeben  durch 

J,-Vft/S  (*/»')  (4,-2-9). 

Wenn  der  die  Öffnung  messende  Winkel  a  nahezu  gleich  x,  die 
Kugel  also  beinahe  geschlossen  ist,  ist  die  Frequenz  ;)/2ä  der  tiefsten 
dehnungslosen  Schwingung  gegeben  <1urch 

p  =  Yfijg  { h/a*  (a  —  «)*  |  (5,657) . 

Lassen  wir  si  —  a  hinreichend  abnehmen,  während  h  konstant  bleibt, 
so  können  wir  die  Schwingungszahl  der  tiefsten  dehnung!;loseii 
Schwingung  gegenüber  der  Frequenz  der  tiefsten  {mit  Dehnung  ver- 
bundenen) Schwingung  der  geschlossenen  Kugelschale  beliebig  steigern. 
Sonach  wird  die  allgemeine  Schlußweise,  mit  der  wir  die  Existenz  prak- 
tisch dehunngsloser  Schwingungen  begründen,  im  Fulle  einer  beinahe 
geschlossenen  Kugel  schale  hinfällig. 

Wenn  die  allgemeinen  Schwingungsgleichungen  nach  dem  Ver- 
fahren, das  oben  an  dem  Falle  der  zylindrischen  Schale  erläutert 
wurde,  aufgestellt,  die  Verschiebungskomponenten  also  den  Sinns  oder 
Kosinus  von  Vielfachen  der  Länge  4»  und  einer  einfachen  harmonischen 
Funfetion  i^on  (  proportional  gesetzt  werden,  so  stellen  sie  ein  System 
linearer  Gleichungen  von  der  achten  Ordnung  zur  Bestimmung  der 
Verschiebuupskomponenten  als  Funktionen  der  Poldistanz  6  dar.  Die 
Kandbedingungen  am  freien  Rande  schreiben  für  einen  bestimmten 
Wert  von  fl  das  Verschwinden  von  vier  linearen  Verbindungen 
der  Verschiebungskomponeoten  und  einiger  ihrer  Ableitungen  nach 
0  vor.  Die  Ordnung  des  Systems  ist  hoch  genug,  um  die  Befriedi- 
gimg solcher  Bedingungen  zuzulassen;  die  Lösung  des  Oleichungs- 
systeins  würde,  wenu  sie  sich  ausführen  ließe,  zur  Bestimmung  der 
Seh wingunga  typen  und  der  Frequenzen  führen. 

Die  Dehnungsschwingungen  lassen  sich  nach  der  Methode  unter- 
suchen, die  oben  am  Falle  der  Zylinderschale  erläutert  wurde.  Das 
Gleichungssy.stem  ist  von  der  vierten  Ordnung,  und  man  hat  zwei 
Randbedingungen.')  Bei  jeder  Schwingiingsart  setzt  sich  die  Be- 
wegung zusammen  aus  zwei  Bewegungen,  von  denen  die  eine  nicht 
mit  Radial  Verschiebung,  die  andere  nicht  mit  radialer  Drehungskom- 
ponente verbunden  ist.  Jede  dieser  Bewegungen  drückt  sich  durch 
eine    einzige    Kugelfläcbenfunktion    aus,    doch    ist    der    Grad    dieser 

1)  Die  Gleichungen  wurden  aufgestellt  und  gelSet  von  E.  Mathien,  J.  de 
VKi-ole  polyt^hnique.  t,  61  (18f^3),  Die  DehnungBBchwingnngen  von  KngelBchalen 
sind  auch  vom  Verfasaer  in  dem  in  der  Einleitung,  FnBnote  133,  zitierten  Auf- 
satz behandelt. 
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Funktionell  im  allgemeinen  nicht  ganzzahlig.  Der  Grad  a  der  Kugel - 
flächenfunktion,  durch  die  die  Bewegung  ohne  Kadialrerschiebung  ge- 
kennzeichnet ist,  ist  mit  der  Schwingungszahl  durch  Gleichung  (54) 
verknüpft,  wenn  hierin  a  statt  n  geschrieben  wird;  der  Grad  ^ 
der  Kugelfi ächenf unkt ion,  durch  die  die  Bew^ung  ohne  radiale  Dre- 
hungekomponente  gekennzeichnet  ist,  ist  mit  der  Schwingungs- 
zahl durch  Gleichung  (55)  verknüpft,  wenn  hierin  ^  statt »  geschrieben 
wird.  Die  beiden  Zahlen  o;  und  ^  sind  miteinander  durch  eine  trans- 
zendente Gleichung  verbanden,  die  die  Freqnenzengleichung  darstellt. 
Die  Schwingungen  zerfallen  nicht  durchweg  in  Klassen  wie  bei  einer 
geschlossenen  Schale;  in  dem  Maße  aber,  wie  die  offene  Schale  der 
geschlossenen  Form  sich  nähert,  gehen  ihre  Dehnungsschwtngungs- 
arten  in  die  der  geschlossenen  Schale  über. 

Die  Existenz  von  Schwingungen,  die  praktisch  genommen  deh- 
nungslos sind,  ist  oÖ'enbar  eng  damit  verknüpft,  daß,  wenn  Dehnungs- 
schwingungen vorausgesetzt  werden,  die  Ordnung  des  Systems  der 
Differentialgleichungen  der  Schwingung  sich  von  8  auf  4  reduziert.  Wie 
im  Falle  der  zylindrischen  Schale  läßt  sich  zeigen,  daß  die  Schwingungen 
nicht  streng  dehnungslos  sein  können  und  daß  die  Korrektion,  die 
an  der  Verschiebung  zwecks  Befriedigung  der  Randbedingungen  an- 
zubringen ist,  bedeutender  ist  als  die  für  die  Befriedigung  der  Diffe- 
rentialgleichungen erforderliche  Korrektion.  Wir  können  daraus 
schließen,  daß  an  einem  freien  Rande  die  Dehnungsgrößen  mit 
den  Biegungsverzerrungen  vergleichbar  sind,  daß  aber  die  Dehnung 
praktisch  auf  einen  schmalen  Bereich  am  Rande  beschränkt  ist. 

Wenn  wir  uns  die  mit  wachsender  Krümmung  der  Schale  ein- 
tretenden sllmählichen  Veränderungen  in  dem  System  der  Schwin- 
gungen vorstellen^),  beginnend  mit  dem  Fall  der  ebenen  Platte  und 
endigend  mit  dem  Fall  der  geschlossenen  Kugelschale,  so  scheint  eine 
Klasse  von  Schwingungen,  die  der  praktisch  dehnungs losen,  ^nzlich 
verloren  zu  gehen.  Der  Grund  hierfür  würde  in  dem  raschen  Wachsen 
der  Schwingungszahl  aller  zu  dieser  Klasse  gehörenden  Schwingungen 
hei  beträchtlicher  Verkleinerung  der  Öffnung  zu  suchen  sein. 

Die  Theorie  der  Schwingungen  einer  Kugelschale  erlangt  großes 
praktisches  Interesse  aus  dem  Umstände,  daß  eine  offene  Kugelschale 
die  beste  der  analytischen  Behandlung  zugängliche  Ersatzform  für 
«ine  Glocke  abgibt.  Es  kann  als  festgestellt  gelten,  daß  die  praktisch 
wichtigen  Schwingungen  dehnungslos  sind,  und  die  Grundzöge  der 
Theorie  solcher  Schwingungen  besitzt  man,  wie  wir  gesehen  haben.  Die 
Töne  und  Schwingimgsarten  von  Glocken  sind  experimentell  von  Lord 
ßayleigh')    untersucht   worden.      Er   fand,    daß   die  nominelle  Ton- 

I)  Dieser  Gedanke  findet  gich  in  der  auf  p.  674  zitierten  Arbeit  von  H.  Lamb. 
•£]  Phil  Mag.  (Ser.  6),  vol.  29  (1890),  p.  1  =  Saeiiti/ii:  Po/iers,  toI.  3,  p.  31B; 
Theoty  of  Soand,  2.  Aufl.,  Bd.  1,  Kap.  X. 
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höhe  einer  Glocke,  wie  sie  von  engliBchen  Glockengiefiem  aDgegeben 
wird,  nicht  mit  dem  tiefsten  Ton  derselben  Übereinstimmt,  sondern 
mit  demjenigen,  der  in  der  Reihe  der  wachsenden  Frequenzen  an 
fänttei  Stelle  steht;  bei  der  zugehörigen  Schwingung  finden  sich  acht 
Kootenmeridiane. 

§  336.   Glfliebgewichtsprobleme. 

Wenn  eine  dSnne  Platte  oder  Schale  durch  aufiere  Kräfte  defor- 
miert gehalten  wird,  muß  die  verzerrte  Mittelääche,  wie  in  §  315  bemerkt 
wurde,  mit  einer  der  auf  die  unverzerrte  Mittelfläche  abwickelbaren 
Flächen  nahezu  sich  decken.  Wir  können  das  Problem  in  zwei  Teile 
zerlegen:  1)  die]  Betitimmung  dieser  abwickelbaren  PKche,  2)  die 
Bestimmung  der  kleinen  Verschiebung,  durch  die  die  verzerrte  Mittel- 
Sache  aus  dieser  abwickelbaren  Fläche  sich  ableiten  läßt.  Dies  Ver- 
fahren schlägt  Clebech')  bei  Behandlung  des  [Problems  der  endlichen 
Deformation  ebener  Platten  ein.  Offenbar  herrscht  bezüglich  der 
Teilung  des  Problems  eine  gewisse  Unbestimmtheit,  da  jede  der 
FUicbeu,  die  auf  die  anverzerrte  Mittelflache  abwickelbar  sind  und 
die  sich  aus  einander  durch  Verschiebungen  von  der  als  klein  an- 
genommenen Ordnung  ableiten  lassen,  gleich  gut  als  LSsung  des 
ersten  Teils  des  Problems  dienen  würde.  Wir  erreichen  eine  schärfere 
Fassung,  wenn  wir  die  beiden  Schritte  so  bezeichnen:  1)  Bestimmung- 
einer dehnungslosen  Verschiebung,  die  nicht  klein  zu  sein  braucht, 
2)  Bestimmung  einer  zusätzlichen  Verschiebung,  die  mit  Dehnungs- 
verzeiTungen  verknöpft  ist,  welche  mindestens  von  derselben  GrÖßen- 
ordnui^  wie  die  zusätzlichen  Biegungsverzerrungen  und  möglicher- 
weise groß  gegen  diese  sind. 

Der  erste  Schritt  ist  analog  der  Bestimmung  von  Gleichgewichts- 
l^en  dünner  Stäbe,  wie  sie  in  Kap.  XIX  und  XXI  durchgeführt 
wurde;  aber  abgesehen  von  dem  Falle,  daß  die  Verschiebung  klein  ist, 
kommt  raan  wenig  vorwärts.  Wenn  die  Verschiebung  klein  ist,  ist  sie, 
wie  wir  wissen,  bezüglich  ihres  funktionalen  Charakters  stark  beschränkt. 
Diese  Beschränkung  bringt  einen  wesentlichen  Unterschied  in  der 
Behandlung  der  Probleme  von  Stäben  und  solcher  von  Platten  oder 
Schalen  mit  sich  und  steigert  außerdem  die  theoretische,  wenn  auch 
nicht  die  praktische  Bedeutung  des  zweiten  Schrittes  zur  Lösung  de» 
Problems. 

Wir  wollen  dies  an  einem  speziellen  Problem  erläutern:  Eine  Halb- 
kugelschale werde  von  einer  Schnur  deformiert,  die  mit  der  Spannung  F 
zwischen  zwei  gegenüberliegenden  Punkten  ihres  Randes  straff  gespannt 
ist.  Diese  Punkte  seien  in  der  Bezeichnnngs weise  von  §  320  gegeben 
durch  $  =  ^n,  <t>  =  0    und   <t>  =  k,    und  wir  nehmen   an,   daß    der  Pol 

1)  EUuthität,  §  70 
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0  =  0  anf  der  Schale  li^.     Der  Typus  kleiner  dehnuiigsloser  Verschie- 
bimgen  ist  darch  die  Gleichungen  gegeben 

u  =  sin  d  ^  -i,  tg"  j-  cos  »*,    «  —  sin  ö  ^  J„  tg"    -  sin  «<1>, 

ir  =  ^  (n  +  cos  9)A^  V  Y  "^^  *** 
Die  potentielle  Energie  der  Biegung,    K,  ist  nach  §  321,  b)  gegeben  durch 

-i"c'-!2'"(»'-i)(2"'-')^-'- 

Die  von  der  Spanntmg  der  Schnur  bei  einer  kleinen  Verschiebung  geleistete 
Arbeit  ist 

F^n(l  -i-cosn7t)6Ä„, 

und  der  Zuwachs  der  potentiellen  Energie  der  Biegung  ist  gleich 


Somit  haben  wir 


^-  =  i^. 


^h'  («'— l)(2»i'  — 1)' 


sodaB  Ä^  verschwindet,  wenn  n  ungerade,  nnd  wenn  n  gerade: 


"«       ''^^h'  (n'-i)[2„'-i} 

Damit  ist  die  dehnungslose  Verschiebung  bestimmt.') 

Bei  dieser  Lösung  ist  die  Betriedigung  der  Randbedingungen  auBer- 
acht  gelassen,  und  gerade  an  diesen  Bedingungen  liegt  es,  daB  der  zweite 
Schritt  zur  TollstKndigen  Lösung,  d.  h.  die  Bestimmung  einer  ergänzenden 
Dehn ungs Verschiebung,  eine  so  große  theoretische  Bedeutung  gewinnt. 
Aus  dem  ersten  Teil  der  Lösung  könnten  wir  das  Biegungsmoment  und 
die  radiale  Spann ungsresuUante  am  Rande  berechnen.  Im  Falle  kleiner 
Verschiebungen  ergeben  sich  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts,  wenn 
nur  Randkrfifte  wirken,  indem  wir  in  den  Schwingungsgleichungen  die 
kinetischen  Reaktionen  streichen.  Wir  haben  also  die  Form  dieser  Glei- 
chungen und  wissen,  daB  sie  von  hinreichend  hoher  Ordnung  sind,  um 
die    Befriedigung    folgender    Bedingungen    zu7.ulasi?en:     l)    die    Zughean- 

1)  Das  Yeifahren  nebst  obigem  Beispiel  fili  seine  Ajiwendung  rfihrt  her 
von  Lord  Rayleigh,  London  Math.  Soc.  l'roc.,  vol.  VA  (1881)=^  Scientitic Paper», 
vol.  1,  p.  601;  Theory  of  Souttd,  Kap.  X  Ä, 
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sprnchunfr  und  die  Schubkraft  am  Baude  verschwinden,  2)  das  Bie^imgs- 
moment  und  die  radiale  Spannungsresultante  am  Bande  haben  gegebene 
Werte.  Setzen  wir  diese  gegebeüen  Werte  mit  umgekehrten  Vorzeichen 
gleich  den  aus  dem  ersten  Teil  der  Lösung  berechneten  Werten,  so  ist 
die  Versehiehung,  die  den  Gleichgewichtsgleiohungen  und  den  Rand- 
bedingungen genügt,  die  gesuchte  zusätzliche  Verschiebung.  Wie  im  Falle 
der  Schwingungen  nimmt  die  zusKtziicbe  Verschiebung  mit  wachsendem. 
Abstände  vom  Bande  rasch  ab  und  wird  sehr  klein,  sobald  die  Entfer- 
nung  vom  Rande  ein  beträchtliches  Vielfaches  der  mittleren  Proportionalen 
zwischen  dem  Radius  und  der  Dicke  ist.  Das  Verfahren  zur  Bestimmung 
der  zusatzlichen  Verschiebung  wurde  für  die  Zjlinderschale  in  §  334,  e) 
durchgeführt,  wo  die  debnungsloae  Verschiebung  w  =  0,  v^c<t>,  w  =  c  war. 

Es  gibt  Fülle,  wo  der  erste  Teil  der  Lüsung  fortgelassen  werden 
kann.  Beispielsweise  kaim  in  einer  kugelförmigen  Kuppel  durch 
Kräfte,  die  symmetrisch  um  die  Achse  verteilt  sind,  keine  detnuugs- 
lose  Verschiebung  hervorgebracht  werden.  GegeDÜber  solchen  Kräften 
verhält  sich  die  Kuppel  sehr  starr,  wenn  auch  natürlich  nicht  unbe- 
grenzt starr.  Die  fUr  solche  Fälle  anzuwendende  Lösungsmethode 
mag  an  dem  Problem  einer  halbkugelförmigen  Kuppel  erläutert 
werden,  die  mit  ihrem  Rande  auf  einer  glatten  Horizontal  ebene  ruht 
und  durch  ihr  Eigengewicht  deformiert  wird. 

Wenn  wir  wie  in  §  320  die  Verschiebung  durch  Komponenten  m,  v,  w 
bezeichnen  und  die  Ergebnisse  von  §  326  anwenden,  so  finden  wir 


Die  Spannungsresultanten    sind    durch    die  Formeln  (36),  §  329,  gegeben, 
d.  h.  durch 

Die  Gleichgewiehtsgleichungen   werden 

?J'  -(-  (Ti  -  T,}  cotg  e  -  ^.*  g  II  -^  iff^ha  sinÖ  ^  0, 


a  nun  die  Kräfte  von  0  unabhängig  sind,  sind  auch  die  Verschiebungen 
on  <t>  unabhängig,  und  diese  Gleichungen  gehen  daher  über  in 


■^ sin0  =>  0, 
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3otg  6)+2cotge{~-  V  cotg  ö)  -  0, 


~  +  u  cotgÖ  -  2  w  +  "-"     l.    -  '  a>se- 


,    39«' (1- 

Die  Randbedingungen    auf  9=--^«  sind  «  =  0,  w  —  0.     Die  Lösung  ist 
u  =  ^1*^-  [sin  Ö  -  tg  J  +  sin  Ö  log  (1  +  cos  Ö)]  , 


=  0, 

gfa'r2  +  ( 
2^  Ll  +  t 


cos  Ö  —  1  4-  cos  ö  log  (l  +  c 


§  337.  Stabilitätsprobleme. 
Nach  den  in  §  267  dai^elegten  allgemeineti  Prinzipien  erkennen 
wir,  daß  eine  mit  Dehnung  verbundene  Gleichgewichtslage  einer 
dünnen  Platte  instabil  sein  kann,  wenn  bei  denselben  äußeren  Kräften 
eine  mit  Dehnung  verknüpfte  und  eine  debnungslose  Gleichgewichts- 
lage möglich  ist.  In  solchen  Fällen  richtet  sich  das  Interesse  in 
erster  Linie  auf  die  Bestimmung  der  kritischen  Werte,  die  von  den 
äußeren  Kräften  bezw.  den  linearen  Abmessungen  der  Platte  nicht 
Überschritten  werden  dürfen,  wenn  das  System  stabil  sein  soll.  Wir 
wollen  die  tiii  derartige  Fragen  in  Betracht  kommenden  Methoden 
an  zwei  Problemen  erläutern. 

a)  Knicken  einer  rechteckigen  Platte,  die  in  Utrer  Ebene  auf  Druck 
beansprucht  wird. 

Wenn  die  Lange  und  Breite  der  Platte  bezw.  der  Banddruck  nicht 
zu  groß  sind,  zieht  sich  die  Platte  in  der  in  §  301  angegebenen  Weise  ein- 
fach in  ihrer  Ebene  zusammen;  wenn  aber  die  linearen  Abmessungen  oder 
die  Drucke  groß  genug  sind,  so  biegt  sie  sieh.  Wir  wollen  annehmen, 
daß  sie  sehr  schwach  gebogen  wird. 

Wir  wählen  den  Mittelpunkt  der  Platte  als  Koordinatenanfang  und 
zwei  zu  den  Kanten  parallele  Geraden  als  {x,  y)-Achsen;  statt  «  und  ß 
benutzen  wir  x  und  y  in  den  Formeln  von  §  32C,  in  denen  wir  Ä  =  B  =  1 
und  l/Ji^  =  1/fi,  —  0  setzen.     Wir  erhalten 

•■i        3x"     *■"  ^cxdy' 
Femer  haben  wir 

^1  -  -  ffj  =  i>  (1  -  ff)  /' "" 
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Streichen  wir  Produkte  der  Differentialquotienten  von  u,  v,  u;  so  erhalten 
wir  ans  den  Gleichungen  (46),  §  331, 

i  i'       1  dx\dx'    '   Sj/V        *  dy\dx'       dy'l 

Die  beiden  ersten  der  Oleicbungen  (45)  desselben  Paragraphen  werden, 
wenn  X',  T',  Z'  verschninden,  nftberungs weise  befriedigt,  wenn  J\  und 
2',  konstant  und  S,  and  8^  gleich  nnll  angenommen  werden.    Wir  setzen 


wo  Pj  und  Pj  die  Drucke  auf  die  Kanten  x  —  const.  und  y  •—  const.,  be- 
zogen auf  die  Längeneinheit  der  betreffenden  Kante.  Die  dritte  der  Glei- 
chungen (45)  wird 

Jjd'v  +  ^'^  +  S  ,^'r  ,')  +  P,f ',"  -|-P,t''^  =  0. 

Wenn  die  Platte  auf  den  Kanten  x  =  ±a  und  y  —  ±  6  „gestützt"  ist, 
müssen  wir  w  =  0  und  ff,  =  0  auf  a;  =  ±  o  und  w  ■=  0  und  Gj  —  0 
auf  y  •=  ±b  haben.     Wir  haben  dann  eine  Lösung  von  der  Form 

wo  Ml  und  n  ganze  Zahlen  und    W  eine  Konstante,  vorausgesetzt  daß 

Diese  Gleichung  liefert  die  kritischen  Drucke.     Ist  z.  B.  P^  =  Pj,   so   ist 

för  P,  und  Pj  der  kritische  Wert  gleich  iDx'{l/a'+  l/b*).'-) 
b)  Zusammenklappen  einer  Bohre  unter  äußerem  Druck. 
Wenn  eine  zylindrische  Schale  von  kreisförmigem  Querschnitt  durch 
nicht  zu  großen  Süßeren  Druck  p  beansprucht  wird,  so  erleidet  sie  eine 
radiale  Verschiebung,  deren  Betrag  nach  der  Methode  von  §  100  berechnet 
werden  kann;  ist  jedocli  p  zu  groß,  so  wii-d  die  Schale  durch  den  Druck 
gebogen.  Handelt  es  sich  um  einen  langen  Zylinder,  der  eine  schwache 
zweidimensionale  Biegung  ohne  Reckung  erfährt,  so  ist  die  Verschiebung 
nach  §  319  durch  die  Formeln 

„  =  0,     v  =  ^A„  cosH<t>,     n-  =  -  ^nA„  sin«* 
gegeben,  und  wir  haben  daher 

X.-0,     .-0,     *,-^^|«(»»-l)/a»}^,sin«<J). 

Nach    den    Formeln    (24)    und    (25),    §  326,    verschwinden    alle    Gr8ßen 
p,',  .  .  .  außer  Pj',  und  es  ist  p,'  =  1  +  ajt,.     Wir  wollen  schreiben 
Pt  -  a/R,     Ji^a  —  a\-\ , 

1)  Das  Problem  ist  genau  analog  dem  in  g  364  behandelten  Problem  des 
beiderseits  anfgealützten  Ständern.  Die  obige  LöBung  rührt  her  von  Q.  H.  Brjan, 
London  Maffi.  Soe.  Jt-oe.,  vol.  2-i  (1891),  p.  64,   der  eine  Reihe   spezieller  Fälle 

diskutiert. 
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wo  B  der  KrUmmuDgsradtas  des  deformierten  Querschnitts  der  Mittelfiftcbe. 
Die  üblichen  Näherungsformeln  fOr  die  Spanniuigsmoment« ')  eichen 

Gl Dax,,     G, D«,,     ff, H^  =  0. 

und  die  ersten  beiden  der  Gleichungen  (46)  liefern 

jr,_o,   if, —  ''fv 

Die  zweite  und  dritte  der  Gleichungen  (45)  ergeben 

Uliminieren  wir  hieraus  T,,  so  erhalten  wir 

a   a0U    df}  "^  fi  ■•"  a   6*       "' 
oder  bei  Vemacbl&ssignng  des  Quadrats  von  ax. 

Eine  Lösung,    bei    der  Xj  proportional    mit  sin  n<t>  i3t,    ist  mGglich,  wenn 

Der  kleinste  Wert  von  p,  für  den  eine  andere  Form  als  die  Kreisform 
möglich  ist,  ist  somit  3  Dja*.  Wir  schließen  daraus,  daß  der  Kreiszy linder 
instabil  ist,  wenn  der  äußere  Druck  den  Betrag  3  Dja*  überschreitet.^ 

Das  eben  erhaltene  Resultat  UBt  die  Anwendung  auf  das  Problem 
der  Stabäität  von  Ftammröhiin  zu.  Der  Dampfdrack  in  einem  Kessel  Über- 
wiegt bei  weitem  den  Luftdruck  in  den  Flammrohren,  und  es  zeigt  sich, 
daß  lange  Röhren  unter  dem  Druck  zusammenklappen.  Dm  diese  Gefahr 
zu  vermeiden,  stellt  man  die  K-öhren  gewöhnlich  aus  mehreren  getrennten 
Stücken  her,  die  vermittels  massiver  Ringgürtuugen  aneinander  geschraubt 
sind,  sodaS  die  wirkliche  Länge  der  Böltre  auf  den  Abstand  zwischen  zwei 
aufeinander  folgenden  Ringen  vemiindert  wird.  Unser  Resultat  ist,  daB 
eine  Röhre  von  unendlicher  Länge  stabil  ist,  solange  der  Druck  den  Be- 
trag [2£/(l  —  <i')](/i/ff)'  nicht  überschreitet,  wo  E  und  ff  den  Young- 
sehen  Modul  und  die  Poissouscbe  Konstante  des  Materials  und  hia  das 
Verhältnis  der  Dicke  zum  Durchmesser  bezeichnet.  Das  von  zwei  Ringen 
hegrenzti^  Stück  der  Röhre  ist  in  Wirklichkeit  eine  dünne  Zylinderschale 
mit  festen  Enden,  und  die  Starrheit  der  Enden  hat  zur  Folge,  daS  die 
Mittelfläche  nicht  ohne  Reckung  gebogen  werden  kann.  Wenn  jedoch  der 
Druck  den   kritischen  Wert    überschreitet    und   die  Länge  groß  genug  ist, 

1)  Es  wird  voiausgesotzt,  daB  das  Vorhänden  Bein  des  Druckg  auf  der 
Außenseite  der  Rohre  die  erste  Approximation  fQr  die  Verzerrung  nicht  wesent- 
lich beeinflußt.  Für  die  Berechnung  der  Spannuugsmomente  ist  die  zweite  Ap- 
proximation nicht  erforderlich. 

2)  Dm  Koanltai  rührt  her  von  G.  H.  Brj-an,  Cambridge  Flui.  Soe.  Proc., 
vol.  6  (1888),  p.  287.  Das  analoge  Resultat  für  eben  Ring  iit  in  g  3Tö  oben 
angegeben. 
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so  wird  die  Dehaung  auf  einen  sclimaleu  Bereich  an  den  Baden  beschränkt 
Bein,  während  der  gröSte  Teil  der  Flache  sich  nahezu  dehnongslos  biegt. 
Von  den  zu  erledig-enden  Fragen  intereasiert  am  meisten  die  der 
kritischen  Länge,  d,  h.  der  kleinsten  Länge,  bei  der  unter  dem  kritischen 
Druck  ein  Zusammenklappen  erfolgen  kann.  Ein  genauer  Zahlen  wert 
läBt  sich  nicht  angeben,  eine  Vorstellung  von  den  Beziehungen  zwischen 
den  verschiedenen  Abmessungen  der  lUJbre  kann  man  aber  mittels  der  in 
§  334,  e)  dargelegten  Prinzipien  gewinnen.  Damit  Instabilität  möglich 
ist,  muQ  die  wirkliche  Länge,  d.  h.  die  Entfernung  zwischen  zwei  Bingen, 
so  groß  sein,  daB  über  den  größten  Teil  der  Länge  die  dehnungslose 
Konfiguration  sich  einstellt,  mit  andern  Worten,  sie  muß  so  groß  sein, 
daß  die  zusätzliche  Dehnungsverschiebung,  die  für  die  Betriedigung  der 
Bandbedingungen  erforderlich  ist,  von  dem  einen  Ende  bis  zur  Mitte  der 
Röhre  auf  einen  zu  vemacblAssigenden  Betrag  herabsinkt.  Aus  dem  in 
§  334,  e)  angewendeten  Lösongs verfahren  erkennen  wir  ohne  weiteres, 
daß  die  gesuchte  Entfernung  ein  großes  Vielfaches  der  mittleren  Pro- 
portionalen zwischen  der  Dicke  und  dem  Durchmesser  ist.  Daraus  erhellt, 
daß  bei  Röhren  von  verschiedener  Größe  für  das  Anbringen  der  Ringe, 
die  das  Zusammenklappen  verhindern  sollen,  folgende  Regel  gelten  sollte: 
Der  Abstand  zwischen  zwei  Schutzringen  muß  proportional  dem  geometri- 
schen Mittel  zwischen  der  Dicke  und  dem  Durchmesser  sein. 


Digitizccbv  Google 


Anmerkungen. 

Bemerknng  A. 

Terminologie  and  BezelcImangeD. 

Die  Frage  der  Bezeichnungen  und  der  passendsten  Terminologie  in 
der  Elastiiit&tslehre  iat  vielfach  erörtert  worden.  Wir  verweisen  auf  die 
Arbeiten  von  W.  J.  M.  Bankine*),  auf  Lord  Kelvins  Bericht  Über  Bantines 
Nomenklatur*),  auf  die  für  Einheitlichkeit  und  OleichmSBigkeit  eintretenden 
Bemerkungen  K.  Pearsons'),  auf  die  einschlägigen  Ansführungen  von 
H.  Lamb*)  und  W,  Voigt.')  Die  folgenden  Tabellen  geben  einige  der 
vrichtigeren  Bezeichnungsweisen  für  die  Verzerrungskomponenten  und  die 
Spann  nngskomponenten  wieder. 

Verzerrungskompo  n  en  ten. 


T«f) 

Kelvin  und 
Tait') 

Kirchhoff») 

Saint- Venant») 

Peaison') 

*■«■  ^vr  ^. 

e.  f.  9 
a,  b,  c 

9y,-    ?„'    9^t 

"»..  ff,-,  ff,,. 

1)  Cambrid^  and  Dublin  Math.  X,  vol.  S  (1861),  p.  47  =  ^l/wo«I!aneoi«g 
Scientific  Paper»,  p.  67;  ebenso  Fhil.  Trans.  Boy.  Soc,  vol.  IIB  (185ü)  --  Mis- 
ceilaneous  Scientific  Papers,  p.  119.  In  der  ersten  dieser  Abhandlungen  wurde 
das  Wort  „strain*'  ala  Ausdruck  für  die  relative  Verachiebnng,  die  „Verzeirang", 
eingeführt,  und  in  der  andern  wurde  das  Wert  „atress"  als  Bezeichnung  für  die 
inneren  Wechselwirkungen  zwischen  den  Teilen  eines  Körpers  geprfigt.  Sio 
Abhandlung  von  185S  enthült  auch  RankineB  Nomenklatur  für  die  eloetischen 
Eonetanten  äolotroper  fester  KCrper. 

2)  Baltimore  Lecture»  on  Molecular  I>ynam\ce,  Cambridge  1901. 
8)  Todhnnter  und  Pearsons  History,  vol.  1,  Note  B. 

4)  London  Math.  Soc.  Froc.  voi.  21  (1891),  p.  73. 

6)  Bap/iorts  presenten  au  Congres  International  de  Physique,  t.  1,  Pari»  1900, 
deutsch  in  den  Gott.  Nachrichten  1900,  p.  117. 

6)  Bezüglich  der  Definitionen  siehe  %  8. 

7)  Natural  I^ilasopliy,  Teil  H. 

8)  Vorlesungen  über  iiialk.  Physik,  Mechanik. 

9)  Theorie  de  l'ilaeticite  des  corps  solides  de  Clebsch,  Paris  1883  (hanfig  von 
uns  als  „Clebsch- Auegabe"  zitiert)-  _^ 
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Te»t")  und 
Kirchhoff') 

Kelvin  und 
Tftit') 

Lamö") 

Saint- Venant") 

Pearson") 

r,.  z,,  x^ 

-P,  Q,  -B 

S,  T,   U 

',..  '».   '., 

y^,  ^x,  x^. 

Die  Bezeichnungen  vonEeMn  undTait  fOr  die  VerzenrungskomponeDten 
und  die  Spannnngskomponenteii  sind  u.  a.  von  Lord  Bayleigh  und  J.  H. 
Michell  fibemommeti  worden  und  wurden  in  der  ersten  Auflage  dieses 
Buches  benutzt.  Filr  die  Spannungskomponenten  haben  Kirchhoffs  Be- 
zeichnnngen  weiteste  Verbreitung  gefunden,  dagegen  scheint  es  eine  gleich 
bequeme  und  ansprechende  Bezeichnungs weise  für  die  Verzerrungskompo- 
neuten  nicht  zu  geben.  Die  Bezeichnungen  X,,  Y^,  Z^  für  die  Kompo- 
nenten der  Spannung  auf  eine  Ebene,  deren  Normale  in  die  Richtung  v 
fallt,  werden  von  Voigt  befürwortet. 

In  der  Terminologie •)  von  Kirchhoff*),  F.  Neumann")  und  Voigt'*^ 
haben  Druck,  Deformation,  Dilatation  die  Bedeutung,  in  der  im  Text  die 
Wörter  Spannung  (mit  anderem  Vorzeichen),  Verzerrung,  Dehnung  gebraucht 
sind;  die  Bezeichnung  „Spannung"  gebraucht  Clebsch,  Die  Komponenten 
der  Verzerrung  bezeichnet  Voigt  als  die  Defonnationagrßßen.  Der  Aus- 
druck „Massenkrafte"  für  die  auf  die  Teilchen  eines  Körpers  wirkenden 
Rußeren  Krftfte  pro  Maaseneinheit  entspricht  dem  Vorschlage  Voigts.*) 
„Schub",  „Schubspaunung"  sind  in  den  technischen  Lehrbüchern  übliche 
Bezetchaungen.  Es  erscheint  wünschenswert,  eine  Unterscheidung  zwischen 
„einfachem  Schub",  „reinem  Schub"  und  „Schub Verzerrung"  und  anderer- 
seits  zwischen  „Tangcntialspannung"    und    „Schubspannung"    festzuhalten. 

Die  „Spannungsgleichungen"  des  Gleichgewichts  oder  der  Bewegung 
(§  54)  werden  von  Voigt"')  als  die  „Hauptgleichungen"  bezeichnet.  Statt 
„Youngscher  Modul"  ist  die  Benennung  „Elastizitätsmodul"  ziemlich  ge- 
bräuchlich. Die  Bezeichnungen  „Poissonsche  Koostante",  „Steifigkeit"  sind 
dem  Sprachgebrauch  der  Techniker  entlehnt. 

Ftlr  isotrope  Körper  führte  Lame  die  beiden  Konstanten  l  und  fc 
(vgl.  §  69)  ein;  ji  ist  die  Steifigkeit  und  A  -f  .^j»  der  Kompressionsmodul. 
Kelvin  und  Tait  und  Lord  Rayleigh  benutzen  zur  Bezeichnung  der  Steifig- 
keit den  Buchstaben  n.  Saint-Venant*)  gebraucht  den  Buchstaben  G. 
Von  vielen  Autoren,  u.  a.  von  Clebsch  und  Kelvin  und  Tait,  wird  der 
Buchstabe  E,  wie  im  Text,  zur  Bezeichnung  des  Youngschen  Moduls  an- 
gewendet; in  Lord  Rayleighs  Thi'ory  of  Sound  dient  dazu  der  Buchstabe 
q.  Die  Poissonsche  Konstante,  von  uns  mit  a  bezeichnet,  wird  von  Kelvin 
und  Tait  ebenso,  von  Clebsch  und  Rayleigh  mit  i*,  von  Saint- Venant  und 

10)  Bezüglich  der  DeHuitionen  siehe  §  47. 

11)  Lei-mis  suT  la  theorie  math^malique  de  lilaeticite  des  eorps  sohdts. 

*)  Die  Bemerkungen  über  die  Terminologie  weichen  natürlich  vom  eng- 
lischen Teile  ab.     Der  Übersetzer. 

12)  Voiiffuniien  über  die  Theone  der  Elastiziiät,  Leipzig  1885. 
18')  Ekmentaii;  Mechanik,  2.  AuB.,  Leipzig  1901. 
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Pearaon  mit  tj  bezeichnet.  In  den  Arbeiten  der  italieni sehen  Elaatiker 
werden  vielfach  die  Konstanten  (A  +  2  (i)/p  und  ft/p  benutzt  und  mit  Ä* 
und  co'  bezeichnet;  Ä  und  fi>  bedeuten  die  Geschwindigkeiten  der  wirbel- 
iVeien  und  der  ditatationsfreien  Wellen.  Kirchhoff^)  gebrauchte  zwei 
Konstanten,  die  er  mit  K  und  8  bezeichnete;  K  ist  die  Steifigkeit  nnd 
6  gleich  der  Zahl  a/(l  —  2  ö),  wo  a  die  Poissonache  Konstante.  Kelvin 
and  Tait^)  benutzten  zwei  Konstanten  m,  n,  die  mit  den  Lamescfaen  Kon- 
stanten 1,  fi  durch  die  Gleichungen  m  =  A  +  fti  n  =  ft  verknüpft  sind. 

Im  Falle  Bolotroper  Körper  kommen  nur  wenige  Bezeich nimgs weisen 
in  Frage.  Pearson^j  schlägt  fttr  die  elastischen  Konstanten,  die  wir  nach 
Voigt')  mit  Cfi,  .  .  .  bezeichnet  haben,  folgende  Bezeichnungen  vor; 

Cj,  —  'xxxx',  q,  =  \xxi/ij  ,  .  .  .,  c^^  =  [gzffe  ,  .  .  . 

Die  Begel  lautet,  daß  jeder  Indes  1,  2  oder  3  durch  xx,  yy  oder  zz  und 
jeder  Index  4,  5  oder  6  durch  yz,  zx  oder  xy  zu  ersetzen  ist.  Die  beiden 
«rsten  Buchstaben  in  einem  Symbol  deuten  hin  auf  eine  Spannungskom- 
ponente, z.  B.  X^,  und  die  beiden  letzten  auf  eine  Verzerrungskomponente, 
z.  B.  e^^.  Die  Buchstaben  in  jedem  dieser  Paare  können  miteinander 
vertauscht  werden,  ohne  daß  die  Bedeutung  des  Symbols  sich  ändert.  Die 
Bedingungen  (c,,  —  c^,),  welche  ausdrücken,  daß  eine  Verzerrungsenergie- 
Funktion  existiert,  lassen  sich  dahin  aussprechen,  daß  die  zwei  Buch- 
£tahenpaare  eines  Symbols  vertauschbar  sind  Die  Cauchyschen  Relationen 
(§  66)  laufen  darauf  hinaus,  daß  die  Beihenfolge  der  Buchstaben  gleich- 
gütig ist. 

Die  Konstanten,  mittels  welcher  die  Verzerrung  durch  die  Spannung 
ausgedrackt  wird  und  die  wir  in  §  72  und  §  73  mit  C^^/II  bezeichneten, 
werden  von  Voigt')  mit  Sij,  .  .  .  bezeichnet,  und  Liebisch'*)  folgt  ihm 
hierin.  Voigt*)  hat  fUr  diese  Koeffizienten  den  Namen  „Moduln'"  vorge- 
schlagen, doch  scheint  dieser  Vorschlag  dem  in  Wendungen  wie  „Youngscher 
Modul"  liegenden  Gebrauch  zuwiderzulaufen.  Für  die  Koeffizienten  Cjj,  . .  . 
und  Cji/ZZ  hat  Rankine*)  Namen  vorgeschlagen,  und  Berichte  über  seine 
Terminologie  findet  man  in  Lord  Kelvins  Baltimore  Lectures  und  in 
Todhunter  und  Pearsons  History,  vol.  2. 


Bemerkiing  B. 

Der  Begriff  der  Spanmmg. 

Eine  &l5glichkeit,  die  Idee  der  Spannung  in  den  abstrakten  begriff- 
lichen Aufbau  einer  rationellen  Mechanik  einzufügen,  liegt  darin,  sie  als 
einen  aus  der  Erfahrung  abgeleiteten  Grundbegriff  hinzunehmen.  Es 
handelt  sich  einfach  um  dea  Begriff  der  Wechselwirkung  zwischen  zwei 
sich  berührenden  Körpern,  bezw.  zwischen  zwei  Teilen  desselben  Körpers, 
die  durch  eine  gedachte  Fläche  getrennt  sind,  und  die  physikalische  R«a- 
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lität  solcher  Wechselwirkungen  würde  nach  dieser  Anschauung  als  Teil 
des  beghSlichen  Schemas  hinzunehmen  sein.  In  diesem  Sinne  ist  Tielleioht 
das  Wort  von  KeWin  und  Tait")  zu  verstehen,  daB  „Kraft  ein  direkter 
Wahrnehmungsgegen stand  sei"  („forcc  is  a  direct  ohject  of  sense").  Diese 
Auffassung  liegt  der  Methode  zugrunde,  dieEuler'*)  hei  seiner  Formulierung 
der  Prinzipien  der  Hydrostatik  und  Hydrodynamik  befolgte  und  die 
Cauchj^^)  in  seinen  ersten  Abhandlungen  über  Elastizität  anwendet«. 
Bedient  man  sich  dieser  Methode,  so  macht  man  einen  unterschied  zwi- 
schen zwei  Typen  von  Kräften,  die  wir  als  „MadsenkrUfte"  und  als 
„Oberfl&chenspannungfen"  bezeichnet  haben:  erstere  werden  als  auf  wirk- 
licher Femwirkung,  letztere  als  auf  Nahewirkung  beruhend  angenommen. 
Die  Naturforscher  haben  sich  in  der  Regel  nicht  dazu  verstanden,. 
Femwirkungen  und  Kontakt  Wirkungen  gleichzeitig  als  Grundbegriffe  hin- 
zunehmen. Man  war  im  allgemeinen  der  Ansicht,  daß  eine  tiefer  gehende 
Analyse  eine  zugrunde  liegende  Identität  zwischen  den  beiden  Wirkungs- 
weisen aufdecken  wüi-de.  Zeitweilig  war  man  bemüht,  Fernwirkung  durch 
Spannung  in  einem  Medium  zu  erklären,  zu  andern  Zeiten  suchte  man 
Wirkungen,  die  allgemein  als  Nahewirkungen  galten,  durch  Zentralki^fte 
darzustellen,  die  unmittelbar  in  die  Feme  wirken.^')  Ein  Beispiel  für 
ersteren  Ansatz  gibt  das  Maxwellsche  Spannungssystem,  das  mit  deu 
elektrostfttiäcbcn  Änziehungs-  und  Abstoßungskräften  gleichwertig  ist.'*)- 
Das  andere  Verfahren  findet  sich  in  vielen  der  älteren  Untersuchungen 
Qber  Elastizität;  über  die  Anwendung,  die  Cauchy  davon  zur  Ermittlung 
der  Beziehungen  zwischen  Spannung  und  Verzerrung  in  einem  kristalli- 
nischen Material  macht'"),  wird  sogleich  berichtet  werden.  Jede  derartige 
Zurückführung  von  Nahewirkungen  auf  Femwirkungen  würde  den  Unter- 
schied zwischen  Oberflächenspannungen  und  Massenki'äften  verwischen,  und 
man  hat  gewöhnlich  die  Unterscheidung  durch  eine  Hypothese  über  den 
molekularen  Aufbau  der  Körper  festzuhalten  gesucht.  In  der  Cauchyschen 
Theorie  z.  B,  werden  die  scheinbaren  Nahewirkungen  auf  Femwirkungen 
zwischen  „Molekülen"  zurückgeführt,  und  es  wird  angenommen,  daß  diese 
Wirkungen  sich  nicht  über  einen  gewissen  ein  Molekül  umgebenden  Be- 
reich, den  sogenannten  „molekularen  Wirkungsbereich",  ausdehnen.  Die 
Massenkräfte  andererseits  werden  als  Fernwirkungen  erklärt,  die  in  merk- 
licher Entfernung  wirken.  Eine  zweite  Möglichkeit  der  Einführung  des 
Begriffs  der  Spannung  ist  also  die,  ihn  auf  eine  Hypothese  über  Mole- 
kularkrafte  zu  gründen. 


14)  Nat.  Phil,  Teil  1,  p,  230. 

16)  Bfrlin  Hixt.  de  l'Acad.,  t.  11  (1765). 

16)  Exrrricen  de  maihrmatiques.  t,  2  (1Ö27),  p,  42.  Die  Cftuchyache  Arbeit 
datiert  von  18-22,  siehe  Einleitung,  Fußnote  32. 

17)  Die  Schwankungen  der  in  der  WiBäenschaft  vorherrschenden  Meioang 
über  diene  Dinge  bat  Maxwell  in  einer  Vorlesung  über  „Action  at  a  distance", 
ücieiilific  Piipere,  vol.  2,  p.  Sil,  geschildert. 

18)  EUelricäy  nnd  MagncHum,  2.  AuH,  (Oxford  1H81),  vol.  1,  Teil  1,  Kap.  V- 
Vgl.  9  ij3,  61  oben. 

19)  „De  la  pression  ou  tenüion  dans  un  Systeme  de  points  mattSriels",  Exer- 
eice^  de  mathematiqiie',  t.  8  {182M),  p,  218.  -,  . 
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Eine  dritte  Möglichkeit  ergibt  sich  aua  einer  Anwendnug  der  Energie- 
tbeorie.  Wir  nehmen  an,  dafi  eine  Verzerrungsenergie-Fnnktion  existiert 
und  die  Gleichgewichts-  oder  Schwingungsgleicfaungea  fUr  einen  festen 
Körper  nach  dem  Verfahren  von  §  115  erschlossen  werden;  wir  wollen 
die  Energie  desjenigen  Teils  des  Körpers,  der  von  einer  geschlossenen 
Fläche  S  begrenzt  ist,  durch  Vergrößerung  der  Verschiebung  vermehren. 
Ein  Teil  des  Energien  wach  ses  drückt  sich  durch  ein  OberflSchenintegral 
von  der  Form 

aus.  In  der  Formulierung  der  Mechanik  mit  Hilfe  der  Energietheorie 
sind  nun  die  Krfifte  definiert  als  die  Koeffizienten  der  Verschiebungszu- 
wachse in  dem  Ausdruck  für  die  Energiezunahme.  Der  obige  Auedruck 
weist  unmittelbar  auf  die  Existenz  von  Kräften  hin,  die  auf  der  einen  be- 
liebigen Teil  des  Körpers  begrenzenden  Fläche  wirken  und  auf  die  Flächen- 
einheit derselben  bezogen  sind.  Bei  dieser  Auffassung  stellt  sich  der  Be- 
griff der  Spannung  als  sekundärer  oder  abgeleiteter  Begriff  dar,  wobei  als 
Grundbegriffe  die  Energie,  die  Unterscheidung  verschiedener  Energiearten 
und  die  Lokalisation  der  Energie  im  Medium  auftreten.  Diese  Methode 
scheint  gegenwärtig  auf  die  Fälle  beschränkt  zu  sein,  wo  eine  Verzerrungs- 
energie- Funktion  existiert. 

Die  CatLchyBche  Ableltong  der  Beziehangan  zwisoben  Spaannng  und 
Verzeming  in  einem  kristaUiniscIien  Körper. 

Es  wird  angenommen,  daS  der  Körper  aus  einer  grofien  Zahl 
materieller  Punkte  oder  Massenteilchen  besteht,  die  aufeinander  aus  der 
Entfernung  mit  Kräften  wirken,  die  in  die  Richtung  ihrer  Verbindungs- 
linien fallen.  Die  Kraft  zwischen  zwei  Massenteilchen  m,  m',  die  um  r 
von  einander  entfernt  sind,  wird  als  Anziehungskraft  vom  Betrage  mm'x{y} 
vorausgesetzt  und  angenommen,  daß  die  Funktion  x  ('')  verschwindet,  wenn 
r  einen  gewissen  endlichen  Wert  B  überschreitet,  den  Cauchy  den  „Radius 
der  molekularen  Wirkungssphäre"  nennt.  Ferner  wird  angenommen,  daß 
die  Massenteilchen,  wenn  sie  bei  fehlenden  äußeren  Kräften  im  Gleich- 
gewicht sind,  eine  „homogene  Verteilung"  zeigen.  Das  soll  heißen,  daß 
alle  dieselbe  Masse  haben  und  daß,  wenn  drei  von  ihnen  in  den  Punkten 
P,  P'  Q  liegen  und  von  Q  au-;  eine  zu  PP'  parallele  und  gleich  gerichtete 
Strecke  Q</  von  der  Länge  P^  gezogen  wird,  auch  in  Q'  ein  Teil- 
chen liegt. 

Es  seien  x^  y.  z  die  Koordinaten  und  3/  die  Masse  eines  Teilchens 
P.  Wir  ziehen  um  P  herum  eine  geschlossene  Kurve  s  in  der  Ebene  (p), 
die  durch  P  geht  und  zur  {y,  2)-Ebene  parallel  ist,  so  zwar,  daß  alle  von 
P  nach  s  gezogi'nen  Eadienvektoren  größer  sind  als  11.  E3  sei  S  das 
von  dieser  Kurve  eingeschlossene  Flächenstück.  Wir  wollen  annehmen, 
daß  die  linearen  Abmessungen  von  ü  sämtlich  klein  sind  im  Vergleich  zu 
gebräuchlichen  Maßeinheiten.  Die  statische  Resultante  aller  Kräfte,  deren 
Wirkungslinien    p    innerhalb    s    durchsetzen,    ist    eine    Kraft,    deren    Kom- 
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nenton  in  Richtung  der  Achsen  mit 

X,S,   Y^S,  Z^S 

bezeichnet  werden,  wo  X^,  Y^,  Z,  die  Komponenten  der  auf  die  Ebene 
in  P  wirkenden  Spannung.  Diese  Komponenten  sind  aber  auch  die  Summen 
Ton  Aoadrücken  wie 

»(«/z('V)^>-  '»i'»/^('-i;)ftj'  «('"/^('■u)''^; 

hier  bezeichnet  m,  die  Masse  eines  Teilchens,  das  auf  der  Seite  der  Ebene 
liegt,  für  die  x  größer  ist  als  in  P,  mj  die  Masse  eines  Teilchens,  das 
auf  der  anderen.  Seite  der  Ebene  liegt;  r^,  bedeutet  den  Abstand  zwischen 
diesen  Teilchen,  und  l^j.  fi,y.  k^^  bezeichnen  die  Kichtungskosinus  der  Ver- 
bindnngslinie  von  mj  und  m^.  Die  Summation  erstreckt  sich  Über  alle 
Paare,  die  so  gelegen  aind,  daß  die  zugehörige  Verbindungslinie  p  inner- 
halb s  schneidet  und  die  Entfernung  r,^  nicht  größer  ist  als  7^ 

Aus  der  vorausgesetzten  Homogenität  der  Verteilung  folgt,  daß  es 
ein  Teilchen  Q  von  der  Masse  m  (gleich  jtf  oder  m,-  oder  mj)  gibt,  das 
so  liegt,  daß  die  Strecke  PQ  die  Länge  r  ~  r,y  hat  und  in  die  Richtung 
(A(y,  (i,j.  1",.^)  fällt.  Sonach  können  die  Glieder  der  obigen  Summen  er- 
setzt   werden  durch 

Mmi(r)i,  Mmx(r)f,  Mmi.(r)v. 

wo  r  der  Abstand  eines  Teilchens  m  von  M  und  i,  fi,  v  die  Richtungs- 
kosinus der  von  M  nach  m  gezogenen  Geraden.  Die  Summation  läßt  sich 
ausftlhren,  indem  zuerst  Ober  alle  Punttpaare  (m^,  mp)  summiert  wird, 
die  dieselben  r,  X,  ^  v  haben  und  so  gelegen  sind,  daß  ihre  Verbindungs- 
linie p  innerhalb  s  schneidet,  indem  hierauf  über  alle  Richtungen  (i,  fi,  v) 
summiert  wird,  auf  denen  sokhe  Punktpaare  vorkommen,  und  indem 
schließlich  über  alle  Punktpaare  summiert  wird,  deren  Entfernung  nicht 
größer  ist  als  R.  Die  erste  Summation  wird  ausgeführt,  indem  die  Aus- 
drücke von  der  Form  Mmx{r)l  mit  der  Zahl  der  Teilehen  multipliziert 
werden,  die  in  einem  Zylinder  von  der  Grundfläche  S  und  der  HShe  ri. 
liegen.  Diese  Zahl  ist  ^SrXlif,  wo  ^  die  Dichte,  d.  h.  die  in  der  Volum- 
einheit enthaltene  Masse  des  Punktsystems.  Wir  haben  also  die  Summen 
Ober  Ausdrücke  von  folgender  Form  zu  bilden 

Qmn'lir).  Qmrlfixir),  Qwri.vi{r). 

Wird  die  Summation  Ober  alle  von  P  auslaufenden  Richtungen  (i,  jt,  v), 
in  denen  Teilchen  vorkommen,  ausgedehnt,  so  wird  jeder  Term  doppelt 
gezählt,  und  die  gesuchten  Ausdrücke  für  die  Spannungskomponenten 
X,,  .  .  .  lauten  daher 

^.-itS-'i'ii').  y.-ie2''"'-n{'\  z,-lc.^»"-'-iW. 

WO  die  Summationen  sich  über  alle  Teilchen  erstrecken,  deren  Abstand 
von  P  nicht  größer  ist  als  It. 
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Wenn  Aufangsspannung  nicht  vorhanden  ist,  versohwinden  die  sechs 
Summen  dieser  Art,  d.  h.  wir  haben 

^"mri»z(r)-0,    .  .  .,  ^mrifi;;  (r)  =  0,  .  .  .; 

wenn    aber   Änfangssp&nnung   besteht,   sind  die  Werte   ihrer  sechs  Koni' 
ponenten  gleich  X^'"', ,..,  wo 

Die  Beziehungen  zwischen  Spannung  und  Verierruiig  ergeben  sich 
auB  der  Betrachtung  der  Icleinen  Änderungen,  die  in  obigen  Ausdrücken 
eintreten,  wenn  das  System  eine  kleine  innere  Verschiebnng  erfahrt.  Wie  in 
§  7  mOge  die  unverzerrte  Lage  von  M  durch  Koordinaten  x,  y,  Z  und  die 
verzerrte  Lage  durch  Koordinaten  a;  +  ti,  y  +  c,  2  +  w  gegeben  sein. 
Gleichzeitig  wird  m  von  (x  +  X,  jf  +  y,  z  +  s)  nach  (a;  +  X  +  «  -f  «.  -  ■  ■) 
verschoben,  wo  U,  .  .  .  mit    hinreichender  Annäherung  durch  Formeln   wie 

0«   , 
gegeben  sind;  dabei  geht  rX  in  rX  -(-  S(rX)  über,  wo 

und  entsprechende  Formeln    haben    wir    ftlr   ä  (rf»),    S  (rv).      Andererseits 
geht  r  in  r(l  -j-  e)  über,  wo 

und  (f  gebt  in  a'  Aber,  wo 

Das  Ergebnis  ist,  daß  wir  für  X^,  .  . .  Ausdrücke  wie 

^,-i<''2['»,Tr+-'jl^W  +  "''W)  l'i  +  «MI'], 

erhalten.     Wenn   keine   Anfangsspannung   besteht,   liefern  uns    diese  Glei- 
chungen die  Beziehungen  zwischen  Spannung  und  Verzerrung  in  der  Form 

X.  -  i  f  J-[™r  I  n  M  -  j  (,■)  I  !■  I  ,„i'  +  e,y  +  e,y 

+  «,.("'  +  ''..»' +«„'!•  II. 

Jf,  -  i  e 2b"'  I n  ('■)  -  2 0)  I  V  I  '.A'  +  '„(•'  +  ',y 

+  '„I"  +  '„''■  ■hi„>-f;  1 
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die  elastischen   KoDstanten  c,j ,  .  . .   drücken  sicli  also  durcli  Summen  von 

folgendem  Typus  aus: 

c„-}(.^'[»r(rj-M-z{r)|i']. 

«,.  - «..  -  if^'  •"■  l'z'W  -  iWI  »VI. 
%-!?J'[»'-|a'«-j(>-)MV]. 

Es  sind  ihrer  15,  indem  die  31  Greeoschen  Koeffizienten  durch  6  Glei- 
chungen Terknflpft  sind,  die  als  die  Canchyschen  Relationen  bezeichnet 
worden  (§  66). 

Wenn  Anfangsspannnng  vorhanden  ist,  haben  wir  ta  obigen  Aos- 
drAcken  für  X,  und  X^  die  Glieder 

x('>!(i  ^.|^_  J"-!^)  +  2xw^"  +  2xm!^ 
xjfi)  ^^^  +  }y«)|'-  +  rWg"  +  z/'gj  +  x/i  (i  -  ^^'"J 

hinzuzufügen,  nnd  entsprechende  Glieder  sind  zu  den  Qbrigen  Spannungs- 
komponenten zu  addieren  (§  75). 

Vorstehende  Untersuchung  ist  mitgeteilt  als  Beispiel  ^  die  Art  der 
Methoden,  mit  denen  ursprünglich  die  Grundlagen  der  ElastizitBtsthearie 
entwickelt  wurden.  Eine  Modifikation,  die  die  Ergehnisse  mit  dem  Ex- 
periment in  Einklang  bringt,  hat  W.  Voigt,  Ann.  Pliyn.  (3er.  4),  Bd.  4 
(1901)  vorgeschlagen. 


BemerknD^  C. 

Anwendangen  der  Hethode  der  bewegliclieii  AcliBen. 

Die  Theorie  der  beweglichen  Achsen  läßt  sich  auf  dem  in  §  'ib  er- 
haltenen Resultat  aufbauen.  Eine  Figur  von  unveränderlicher  Gestalt 
möge  um  eine  Achse  rotieren,  deren  Richtungskosinus,  auf  feste  Achsen 
bezogen,  (,  »t,  »  sind,  and  zwar  möge  sie  in  der  Zeit  6 1  sich  um  einen 
Winkel  6ß  drehen.  Zu  Beginn  dieses  Zeitabschnitts  liege  ein  zu  der 
Figur  gehörender  Punkt  an  der  Stelle,  deren  Koordinaten,  auf  die  festen 
Auhsen  bezogen,  x,  y,  z  sind;  am  Schlüsse  des  Zeitabschnitts  wird  dann 
derselbe  Punkt   der  Figur  an    die  Stelle   gerückt   sein,    deren  Koordinaten 

^  +  ^,„,  _  „y)  sin  se-\x-  lilx  +  my  +  va))  (l  -  cosiÖ),  .  .  . 

sind.     Die  Geschwindigkeitskomponenten    des  rotierenden  Punktes  in   dem 
Augenblick,  wo  er  durch  [x,  y,  i)  hindun;hgeht,  sind  daher 
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dt 


-\-zm 


dt' 


\dt 


^'"rft+*'d(' 


Wir  könnea  einen  Vektor  von  der  Größe  dB/dt  in  die  Achse  (l,  m,  n) 
legen  und  ihn  durch  die  Komponenten  lo,,  m  ,  cd,  kennzeichnen,  sodaS 
to^  =  Iddfdt, .  . .  Dieser  Vektor  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Figar. 
Die  Geschwindigkeitskomponenten  des  rotierenden  Punktes,  der  zur  Zeit  t 
doroh  (x,  y,  n)  hindurchgeht,  sind  dann 

—  yco,  +  zm^,     —  Zfü^  +  «b,,     —  xa>^  +  ya^. 

Nun  möge  ein  rechtwinkliges  {x,  y,  2')- Acbsensjatem,  dessen  Ursprung 
im  Anfangspunkt  der  festen  {x.  y,  2)-Achsen  liegt  und  das  aus  den 
{x,  y,  2)-Achsen  durch  eine  Drehung  abgeleitet  werden  kann,  mit  der 
Figur  rotieren;  die  Richtungen  der  bewegten  Achsen  zur  Zeit  (  seien  durch 
folgendes  Schema  von  neun  Bichtungskosinus  bestimmt; 


X      y       e 

X         Ij        «I,       «j 


^t<  ^1'  ^5  D>6geii  die  Komponenten  der  Winkelgeschwindigkeit  der  rotieren- 
4len  Figur  in  Richtung  der  (x ,  y,  e'y  Achsen  bezeichnen,  sodafi 

und  es  möge  ein  Punkt  {/,  y .  z'')  sich  so  bewegen,  wie  wenn  er  mit  der 
rotierenden  Figur  starr  verbunden  wäre.  Die  Koordinaten  dieses  Punktes 
in  bezug  auf  die  festen  Achsen  sind  zur  Zeit  (  gleich  \x  +  l^y  +  l^s\  .  ,  ., 
und  wir  können  zwei  Ausdrucke  fOr  die  Geschwindigkeitskomponenten  des 
Punktes  einander  gleichsetzen.  Wir  erhalten  so  drei  Gleichungen  vom 
Typus 

l^{\x  -\-  l^y'  -I-  l^i')  =  -  (w.,y  +  »i,y  +  %/)KÖ,  -h  n,Ö,  +  n,e^) 

+  («lic'  +  n^y  +  «3/)(mi9,  +  m^B^  +  m^O^}. 

Da  die  [x',  y ,  2')-Ach8ea  sieh  aus  den  (a-,  y,  z)-Achsen  durch  eine  Drehung 
ableiten  lassen,  so  haben  wir  die  Gleichungen  vom  Typus 


Die  obigen  Gleichungen  gelten  für  alle  Werte  von  x , 
haben  daher,    da  x .  y'.'z    von  der  Zeit  unabhängig  sind, 
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Anmutogm 

'Jl-'.e.->A, 

S-'.».-'A, 

i,  -  >A 

'2'-n,e,-..,e, 

"i? -,».-...<'., 

t-=-. 

^,?— ,9. -«.«.. 

'^-.».-..,9., 

^-v 

-'.«■. 


(1> 


Nun  mGgen  m,  v,  «-•  die  Projektionen  eines  beliebigen  Vektors  auf  die 
festen  Achsen  sein,  u,  v,  w  die  Projektionen  desselben  Vektors  auf  die 
beweglichen  Achsen  zur  Zeit  K     Wir  haben  dann  Gleichungen  wie 

Der  Vektor,  dessen  Projektionen  auf  die  festen  Achsen  gleich 


sind,  hat  somit  folgende  Projektionen  auf  die  beweghchen  Achsen: 

""' -«■».  + «■■»..     ''■-«■'».  +  "'»..     'Z -»■».  +  «■«,•     (3) 

Wir  kOnuen  die  Bedingung,  daS  der  Ursprung  der  beweglichen  Achsen 
mit  dem  der  festen  Achsen  zusanuneniUllt,  fallen  lassen.  Die  Formeln  (l)- 
bleiben  ungeHndert,  und  die  Formeln  (2)  bleiben  ebenfalls  ungefindert,  so- 
fern nicht  u,  V.  w  die  Koordinaten  eines  Punktes  bedeuten.  Es  seien 
^0-  Vo'  ^0  ^'^  Koordinaten  des  Anfangspunktes  der  beweglichen  Achsen 
in  bezug  auf  die  festen  Achsen,  x,  y,  z  und  x,  y,  z  diejenigen  eines  be- 
liebigen bewegten  Punktes  in  bezug  auf  die  festen  und  die  beweglichea 
Achsen.     Wir  haben  dann  Formeln  wie 

X  =  lo  +  'i^'  +  hy  +  h^' 
und  daher 


■i,?+'.C,:-rt+^'«.)+'.(' 


(dy 


'i  -1-  xB 


^hJ^dt-'^'^^^y^)- 


Es  seien  Ug',  ig',  ic^  die  Projektionen  der  Geschwindigkeit  des  Anfangs- 
punktes der  (x,  y,  z")  auf  die  instantanen  Lagen  der  beweglichen  Achsen,, 
dann  haben  wir 

5 -'.»•'  +  '>••' +  '."■•'■ 

Die  Projektionen  der  Geschwindigkeit  irgend  eines-  bewegten  Punktes  auf 
die  instantanen  Lagen  der  beweglichen  Achsen  sind  daher 
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Diese  Formelo  lassen  sich  fär  die  Berechnung  von.  Differential- 
qaotionten  benatzen.  Es  seien  a,  ß,  y,  .  .  .  beliebige  Parameter,  und  mit 
jedem  Syatem  von  Parameterwerten  sei  ein  System  rechtwinkliger  (a;',  y',  «')- 
Achsen  so  verknüpft,  daS  die  Lage  des  Anfangspunktes  dieses  Dreikants 
und  die  Acbgenricbtungen  bekannt  sind,  wenn  die  Parameter  gegeben  sind. 
Die  Lage  eines  Punktes  in  bezug  auf  die  variablen  Achsen  sei  ^s  bekannt 
vorausgesetzt;  die  Koordinaten  x',  y,  z'  des  Punktes  sind  dann  bekannte 
Funktionen  von  sc,  ß,  y,  .  .  .  Es  seien  3;,  y,  z  die  anf  feste  Achsen  be- 
zogenen Koordinaten  des  Punktes.  Dann  sind  x,  y,  e  ebenfalls  Funktionen 
von  a,  ß,  y,  .  .  .,  nnd  wir  wünschen  die  Werte  von  rx/ca,  .-.  .  zu  be- 
rechnen. Wenn  a,  ß,  y,  .  .  .  sich  ändern,  erfährt  der  Anfangspunkt  der 
variabeln  Achsen  eine  Verschiebung,  und  die  Achsen  erfahren  eine  Diehnng; 
wir  können  uns  vorstellen,  daB  diese  Verschiebung  und  diese  Drehung 
stetig  mit  gewissen  Geschwindigkeiten  sich  vollziehen.  Wir  haben  dann 
eine  Geschwindigkeit  des  IJrspnmgspunktes  und  eine  Winkelgeschwindig- 
keit des  Achsend reik an ts.  Bezeichnen  wir  diese  Geschwindigkeit  und 
Winkelgeschwindigkeit  wie  frtlher  durch  ihre  auf  die  instantanen  Lagen 
der  variablen  Achsen  bezogenen  Komponenten  Vg,  v^',  u\  und  d|,  d.,,  0g, 
so  sind  die  OrOBen  v^, . . .,  ^i, . . .  lineare  Funktionen  von  da/dt,  dß/dt, . . ., 
und  die  KoefGzienten  von  dajdt,  ...  in  diesen  Funktionen  sind  bekannte 
Funktionen  von  a,  ß,  y,  .  .  .  Wir  haben  sonach  Gleichungen  von  folgender 
Gestalt: 


^dß  dt 


H--M".-+K^+SS+-  -/».+' 


Wir  können,  da  die  Gröfien  u^', ...  9^,  .  . .  als  lineare  Funktionen  von 
dajdt,  .  .  .  ausgedrückt  sind,  die  Koeffizienten  von  dafdi^  ^ß/äl, ...  auf 
beiden  Seiten  dieser  Gleichungen  einander  gleichsetzen. 

Bezeichnen  «,  r,  w  nnd  u,  e',  w  die  Projektionen  eines  Vektors  auf 
die  festen  und  die  variablen  Achsen,  so  liefern  uns  die  Gleichungen  (2) 
in  gleicher  Weise  Formeln  zur  Berechnung  von  cujia,...  Bei  den  An- 
wendungen der  Methode  empfiehlt  es  sich  im  allgemeinen  sehr,  die  festen 
Achsen  mit  den  Lagen  der  variablen  Achsen,  die  speziellen  Werten 
o,  j3,  y,  ■  ■  ■  der  Parameter  entsprechen,  zusammenfalten  zu  lassen;  in  den 
Gleichungen  (2)  können  wir  dann  /,  =  »ij  ^  «j  —  1  und  /^  ^  ■  ■  ■  ^  0 
setzen.  Alsdann  sind  die  Werte  von  ruji  n,  die  zu  diesen  speziellen 
Werten  von  tt,  .  .  .  gehören,  gegeben  durch  Formeln  vom  Typus 
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diidt'^dß  dt'^Sv  dt'^  [du  dl  "*■  dß  dt  "*"  »7  rf(  "*         ) 

-d'Ö, +  w'ö,.    (5) 

Obiges  Verfahren  hat  wiederholt  ic  den  Kapiteln  XVIII,  XXI,  XXIV 
Anwendung  gefunden.  Als  weitere  Beispiele  behandeln  wir  einige  Fragen, 
die  sich  auf  rechtwinklige  krummlinige  Koordinaten  beziehen.  Wenn 
er,  ß,  y  die  Koordinaten, 

der  Ausdruck    (ür   das  Linien element   und    die  Kormalen   der  FlSchen  die 
variablen  Achsen  sind,  so  haben  wir 


k,  dl 


h,  dt' 


Um  die  Werte  von  6^,  0^,  Ö,  zu  bestimmen,  greifen  wir  auf  das  in  §  19 
zitierte  Dupinsche  Theorem  zurück.  Aus  diesem  Theorem  folgt,  daS  die 
auf  einer  Fläche  y  in  Punkten  ihres  Schnitts  mit  einer  Fläche  ß  gezogenen 
Tangenten  derjenigen  Kurven,  in  denen  die  Fläche  y  von  zwei  benach- 
barten K-FUchen,  etwa  a  und  a  +  6«,  durcliaetzt  wird,  sich  bei  unbe- 
grenzt abnehmendem  6a  schneiden  müssen  und  daß  der  in  der  Grenze  er- 
haltene Schnittpunkt  T  ein  Hauptkrümmungsmittelpunkt  der  Flache  ß  ist. 
In  Fig.  75  ist  P  reit  (a,  ß,  y),  P,  mit  {<r  +  6a,  ß,  7),  i»,  mit  («,  ß  +  6ß,  y). 


Q  mit  {a  +  6a,  ß  -\-  Öß,  ■/)  identisch.  Die  LSnge  des  Bogenstöckes  PPj 
kann  gleich  da/A,  gesetzt  werden,  und  dar  ÜberschuB  der  Länge  P^Q  über 
PPj  ist  bei  Beschränkung  auf  Glieder  zweiter  Ordnung  gleich  'ä^Söli  )■ 
Die  Tangenten  an  PP,  in  P  und  an  P^Q  in  P,  werden  sich,  wie  wir 
sagen  dürfen,  in  T  schneiden;  die  LUnge  von  PP^  können  wir  gleich 
6ß'hi  setzen.  Der  Winkel  PrP,  ist  dann  gleich  —b^^gQ^öa.  So- 
mit  ist  der  Koeffizient  von  da'dt    in  6^  gleich  ~*iäg(i~)-     Ebenso  ist 
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der  Koeffizient  von  d^jdt   in  ffj  gleich  Aj  „    (fc"")-     ^^'  können  jetzt  die 
Formeln  hinschreiben 

Die  obige  Schlußireise  zeigt,  daß  die  Hauptkrümmungen  der  Fläche  y, 
die  zu  ihren  Schnittlinien  mit  den  Flächen  a  und  ß  gehören,  bezüglich 
gleich 

änd.     Entsprechende  Formeln  haben   wir  fär  die  HauptkrDmmungea  dei 
Flächen  a  und  ß. 

Es  seien  L,  M,  N  die  Bichtungskosinus  einer  festen  tieradi 
zogen  auf  die  N'ormalen  der  Flächen  in  einem  bestimmten  Punkt  {a,  ß,  y), 
und  68  seien  L',  M',  N'  die  Eich  tun  gskosinus  derselben  Geraden,  bezogei 
auf  die  variablen  Achsen  in  einem  beliebigen  Punkt.  Dann  sind  L',  M',  A' 
Funktionen  von  a,  ß,  y,  L,  M,  N  sind  jedoch  unabhängig  von  a,  ß,  y 
Wir  können  die  Formeln  (5)  anwenden  und  in  ihnen  m,  v,  w  durch 
i,  M,  N  und  m',  v',  w   durch  iJ  M'  N'  ersetzen.     Wir  finden 

dy  >  c«Uj/  ' 

dM'        _,,      3  /1\  dM 

Von  diesen  Formeln  machten  wir  in  §  58  Gebrauch, 

Um  Ausdrücke  ftir  die  Verzerrunps-  und  Drehufgskomponriiten  abzu- 
leiten"'), setzen  wir  för  (u,  r',  tr")  die  Verschiebung  (»„,  ?(^,  i*^|  und  fiir 
(v,  V,  «■)  die  auf  feste  (j",  y,  2)-Achsen  bezogene  Verschiebung,  wobei  die 
letzteren  mit  den  Normalen  der  FIttchen  «,  ^,  y  im  Punkte  («,  ß,  j>l  zu- 
sammenfallen mögen.     Wir  haben  dann  z.  B.  in  (k,  ß,  y) 

211)  Vgl.  R.  R.  Wcbb,  Mesnenger  of  Math.,  vol.  11  (18B2;i,  p.  146. 
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8»      .    8» 

8u 
dl  ~ 

*4" 

Wen* 

an  wir  n 

un  die  Formell] 

1  (6)  und  (6) 

an,  so  1 

tULben 

audf 

r      ä.J,       a..i«      8.,df      8u, 
■*■»)'  d(  ~   CO    dt  "^    3?   <i(  "^    2/ 

~  dt 

-M'^fj 

;i)S!+".i 

'iL.    '    (' 

Tt,- 

und  hieraus  erhalten  wir 


•rF^^Ä;;i 


Die  Formeln  (36)   von  §  20   und  (38)   von   §  21    lassen   sich   nun   hin- 
schreiben. 

um  die  Spannungsgleichungen  abzuleiten*"),  wählen  wir  das  gleiche 
System  fester  Achsen  und  betrachten  die  Resultanten  der  Spannongen,  die 
anf  die  SeiteuflUcben  eines  van  den  Flächen  a,a  +  Sa,ß,ß  + dß,y,y-\- Sy 
begrenzten  krummlinigen  Parallelepipeds  wirken.  (Vgl.  Fig.  'i,  §  31).  Die 
auf  den  Seiten  a,  ß,  y  begrenzten  FlSchenstücke  kSnnen  wir  gleich  Aj,  Aj,  Ag 
annehmen,  wo 

Ai  —  äßdy/k^hj,  Aj  —  dyduih^h^,  Aj  =  6tc6ßjh^h,. 
Die  auf  die  Flache  a  wirkenden  Spannungen  pro  Flächeneinheit  lassen  sich 
durch  X^,  Y^,  Z^  oder  durch  ««,  aß,  ya  ausdrücken,  und  die  über  die 
Seite  A^  resultierenden  Spannungen  können  durch  X^Aj,  F^A^t  ^qA, 
oder  durch  nuA,,  a^A^,  7<cAj  dargestellt  werden.  In  den  Formeln  (5) 
können  A'„A,,  F  A,,  Z^,A,  an  Stelle  von  «,  v,  w  und  obAj,  kjJA,,  yaAi 
an  Stelle  von  u',  v  ,  w'  gesetzt  werden.  Ähnlicb  können  X^Aj,  F^A,,  Z^Af 
an  die  Stelle  von  u,  v,  v  und  aßA^,  ßß^,  ßy£^  &n  die  Stelle  von 
u,  V ,  w'  gesetzt  werden  usw.  Die  Bewegungsgleich uugen  lassen  sich  nun 
in  folgender  Form  ausdrücken: 

wo    die   Bezeichnung   dieselbe    ist    wie    in   §  68.     Wir    erhalten    die  Glei- 
chungen 
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wo  dj,  8g   durch  (6)   gegeben   sind.     Gleichung  (19)    von  §  58   iBßt  sich 
nunmehr  sofort  hiii schreiben. 


Bemerkung  D, 

Der  Verfosser  wurde  von  Dr.  A.  Timpe  darauf  aufmerksam  gemacht, 
daß  der  Verlauf  der  Spannungstrajektorien  in  Fig.  15,  p.  234,  auf  die 
Existenz  von  Punkten  hinzuweisen  scheint,  in  deaen  sich  mehr  als  zwei 
Spann ungsl in ien  in  der  Ebene  der  Figur  kreuzen.  Wenn  solche  Punkte 
auftreten,  muß  die  Spannung  in  ihnen  in  einfachem  Zug  oder  Druck  senk- 
recht zur  Ebene  der  Zeichnung  bestehen,  und  zwei  Hauptspan nungen  ver- 
schwinden. Die  Existenz  derartiger  Punkte  ist  nicht  erwiesen;  denn  der 
Verlauf  der  Trajektorien  wurde  von  Hertz,  loc.  cU.  p.  234,  nur  fllr  die- 
jenigen Teile  der  Figar,  die  an  A'OA  und  an  die  durch  0  senkrecht  zu 
A'OA  verlaufende  Gerade  grenzen,  berechnet  und  die  Zeichnang  im  übrigen 
durch  Konjektur  ergänzt. 


Bemerkung  E. 

Spannung  in  einem  gleicMörmlg  belasteten  Balkan. 

Unter  Benutzung  der  Bezeichnungen  von  §  244  a),  b),  c)  finde  ich 
folgende  Ausdrücke  fflr  die  Spannungskomponeuten  in  einem  durch  sein 
Eigengewicht  gebogenen  Kreisr.jlinder: 

i.  -  'S'f(5  +  2.)(a'  -  r<)  -  3(t  -  2«),"], 
»•,  -  '-«-[»(l  +  2»)("'  -  f)  -  (1  -  ■■">'] . 
^,  -  'r/[(l  -  2«)(»'  -rt  -  3(1  +  2.)r-], 
X.  -  !<(«,  +  2«,i)[-  (i  +  l<r)(o'  -  ,')  +  (1  -  •-«),'], 
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-(I +  •«)(.'  +  /)]. 
Die  KoDBtanU  x,  ist  durch  die  GleichuDg  gegeben 

Kj  =  j;p/fia*(l  +ff). 
Wenn  der  Balken  von  der  Länge  2  in  e  ~-  0  borizontal  befestigt  und  das 
Ende  «  —  /  unbelastet  ist,  haben  wir 

«1  .'-        0       «iL'         «        0(1  ^„)      J- 

Wenn  der  Balken   von   der  Länge  2^  an   den  Enden  i  —  I   und  ?  —  —  I, 
die  sich  in  gleicher  Höbe  befinden,  gestützt  ist,  haben  wir 

■    "    6(1  +  «)      J' 

Eine    hiervon    unabhängig    Berechnung    der  Verschiebung,    die    mir  Herr 
G.  C-  Calliphronas  Qbersandt  hat,  bestätigt  diese  Resultate. 


,-0,      ,._--,lj'  +  a 


Bemerkang  F. 

DehnimgaBchwlnguiigen  einer  ebenen  Platte.*') 

Die  Schwingungsgleichungen  sind  durch  die  Gleichungen  (97)  vod 
§  314,  (e)  gegeben.  Sie  lassen  sich  sehr  einfach  mit  Hilfe  der  Flächen- 
debnung  Lt  und  der  Drehung  i?  ausdrücken,  wobei  diese  Größen  analytisch 
durch  die  Gleichungen 

=    .-+.-,  2»3=„—   :r-  (1) 

defiDiert  sind.     Die  Gleichungen  nehmen  die  Form  an 

In    dieser    Form    lassen    sie    sich    leicht    auf    passende    krummlinige    Ko- 
ordinaten transformieren. 

Wir  betrachten  insbesondere  den  Fall  einer  Platte  mit  kreisförmiger 
Randlinie.  Wir  worden  am  besten  ebene  Polarkoordinaten  r,  6  mit  dem 
Ursprung  im  Mittelpunkt  des  Kreises  einführen.  Es  seieu  f/,  T  die  Pro- 
jektionen der  Verschiebung  eines  Punktes  der  Mittelebene  auf  den  Radius- 
vektor  und    die    zum  Radiusvektor   senkrechte    Gerade.     Dann   haben    wir 

21)  Gleichungen,  die  mit  \97)  von  S  314,  (e)  gleichwertig  sind,  wurden  von 
Poiaaou  und  Cauchy  erbaLten,  siebe  1-HnkituKji,  Fußnoten  S6  und  184.  FoiBBOn 
untersuchte  auch  die  BjmmetriBcben  Radial  Schwingungen  einer  Kreisplatte;  er 
erhielt  eine  Frequenzengleicbung,  die  mit  der  Formel  (10)  dieaei  Bemerkung 
gleichwertig  ist,  und  berechnete  die  Frequenzen  der  tieferen  Schwingungen  von 
dieeem  Tjpus. 
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u«-  I/cosÖ—  Fsinö,     v~U^9+rcose,  (3) 


.,      SU   ,    U  ,    IdV 

und  die  za  irgend  einem  Kreis  r  = 
T,  S  sind  gegeben  durch 

--Ä[^+<+;iJ)]. 

-.^.K-^i^-  (^) 

Die  ScbwinguDgsgleiohangen  liefern 

v.^-='('7->^- 

V«  =  '-'",i^^,-».           W 

"Wir  setzen 

U~  U„co3n0cospt, 

r— V,  8inMÖeöSjj(,                (7) 

wo   ET,  uQd  V'^  Funktionen  von  t\, 

und  schreiben 

.'  -  ,(1  -  .V/-E. 

,"-2s(l +«>•/£.                  (8) 

Dann  hat  A'  die  Form  ,4'/„(xr)  cos  mÖ  cos  j»{,  und  IS  hat  die  Form 
if't7^(KV)  sin  nö  cospf,  wo  A'  und  £'  Konstanten  bedeuten  und  J^  die 
Besselsehe  Funktion  von  der  Ordnung  n  bezeichnet,  U  und  F  haben  die 
durch  folgende  Gleichungen  gegebene  Form: 

U  -  [a''--^"''  +  nB-'-i^'J]  CO,  «9  CM  pl,         | 

r_-[«^4'>"  +  J!''--';f"]sin„9c.s^,,      I  ''' 

und  damit  ergibt  sich 

A'  =  —  JÄ"J,(xr)  cos  nO  cos  pt,       2  Es  —  B»'*t7'„(x'r)  sinnfl  cosp(. 
Wir  können  freie  Schwingungen  erhalten,    bei  denen  V  verschwindet 
und    U  von  ö  uDabhftDgig  ist;  die  Frequenzen  gl  eichung  ist 

"il"" +  !•'.(«») -».  (•") 

wo  a  der  Radius  der  Randlinie.  Ebenso  können  wir  freie  Schwingungen 
erhalten,  bei  denen  U  verschwindet  und  V  von  0  unabhängig  ist;  die 
Frequenzen  gl  eichung  lautet 

da  a      '  ^^^^ 

Diese  btiden  Arten  symmetrischer  Schwingung  scheinen  gewissen 
Schwiugungsarten  einer  geschlussenen  dönnen  Kugelschale  (vergl.  §  335) 
zu  entsprechen.  Die  Schwingung,  bei  der  U  verschwindet  und  V  von  Ö 
unabhängig  ist,  entspricht  den  Schwingungen,  bei  der  keine  Verschiebung 
in  Richtung  des  Radius  der  Kugct  stattfindet.  Die  Schwingung,  bei  der 
V  verschwindet  und  U  von  9  unabhängig  ist,  scheint  den  rascheren  unter 
denjenigen  syinmetrischen  Schwingungen  einer  Kugel  zu  entsprechen,  bei 
denen  keine  Drehung  um  den  Radius  der  Kugel  auftritt. 
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Bei  den  ttbrigen  der  Platte  eigentOmlicfaen  Ai't«ii  von  Dehnungs- 
schwinguugen  setzt  sich  die  Bewegnng  aus  zwei  Schwingungen  zusammen: 
die  eine  kennzeichnet  sich  durch  das  Fehlen  der  Flächendilatation  und  die 
andere  durch  das  Fehlen  der  Drehung  um  die  Normale  der  Ebene  der 
Platte.  Die  Prequenzengleichung  erfaSlt  man  durch  Elimination  des  Ver- 
hältnisses A  :  B  aus  den  Gleichungen 

-^[--i"''''j1"-+(«'-'„";'»V.H 

Diese  Schwingangen  scheinen  physikalisch  nicht  so  wichtig  zu  sein,  als  daß 
es  sich  verlohnt«  zu  versuchen,  die  Wurzeln  numerisch  zu  berechnen. 


(12) 
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Achaen,  Methode  der  beweglichen  ö4S. 

Achienejrametriacbe  Verzerrung 
188,  814-819. 

Xolotropie,  125,  176;  infolge  dauern- 
der Formändernng  141 ;  kmmmlinige 
190,      194;      vgl      Tr&gbeiteäoto- 

Aolotropet  Eflrper,  Eonatanten  und 
Moduln  126—128,  19U,  192;    Anebrei-    . 
tnng  von  Wellen  a2,  846—848, 

Äolotroper  Stab,  Dehnung  und  Bie-   . 
gung  durch  Kriftepaare  19H;  Toraion 
376;  Biegung  dorch  Ijnerkraft  397. 

AnfaugBBpannung  129. 

AnKriffalinte  einer  Kraft  3,  468. 

AntikUatiacbe    Form    der   zur  Bie- 
gnngaebene  senkrechten  Längsacbnitte 
26,  IM,  »«3,  417. 
beit,  von  äuBeren  Er&fteu  geleistet 


Balkentheo- 


lernoulli-Eulersche 

rie  3,  4Sä,  426,  447. 
lerjll,  daatiache  Konatanteu  193. 
teBchr&nkangea  der  mathematischen 

Theorie  133. 
lettische       Integra  tionsmethode 

265. 
lettis  Re 


641. 

eiiehungen 
und  Verzerr 
iegnngvonBalkei 


iaehei 


110. 

Auabrc 


■  Kraft  19,  20,  216 


Baryt,  elastische  Eonatanten  194. 
Belastung,  wiederholte  141;  plätzlicbe 
146,  214,  600. 


128.  643. 
Ijesrhirbtliches 
durch  Kxüfl«- 
paare  15->— 1G6,  192;  durch  Quer- 
kraft am  Ende  879—402  (nuftretende 
Schubspaunung  881,  39S,  Analyse  der 
Yeracbiebune  889);  durch  gleich- 
mäßig verteilte  Last  403—421,  653 
(Zurückfübrungauf  ein  Problem  ebener 
Verzerrung  409,  418,  Beziehung  zwi- 
schen Krümmung  und  Biegunga- 
moment  41ö>;  diirrb  beliebige  Last 
422, 

Bipgung  eine»  Echmalen  Balkens 
durch  Querkraft  am  Ende  163;  durch 
gleich  mafiig  verteilte  Last  420. 

Siegung  von  Platten  165,040-666. 

Öiegungsfunktio 


Disit"'bv  Google 


Biegungamomeut   eines  Balkeua    R, ' 

15S,  S79,    390,    lU,   422    (Besiebnngj 

.   deBaelben   zur  Krflmniung    15S,    S90, 

416,  422);  einer  Platte  34,  688. 
Biegungaproblem  882.  I 

BiogungBachwingangea  von  Stäben  i 

6,  492.  ! 

Biegnngeateifigkeit     vau     Platten' 

63S;  von  Schalen  572. 
Biegungatheorie    in    techniachen 

Lehrbüchern  27,  398—402.  1 

BUaen  145,  .H6T.  | 

Blei,  elastiache  Konstanten  126. 
BourdonBuhes  Manometer  670. 
Brn  ch ,     Hypothesen     ober     die     Be- 
dingungen desselben  142. 
Bruchbelaatung  186 
Brücke,       djnatniachet      Wideratand 

einer   32,  606;  antiklaatische   Krüm- : 

mung  einer  -117. 

Canehjache  Relationen,  17,  119.      , 
Curl  66. 

Dauernde  Formänderung  1»S.  | 

Deckoperationen  177. 

Deformation,  siehe  Yerzerrnng.       ! 

Deformationareet  136. 

Dehnung,  89.  70,  192;  einfache  40,  i 
58,  81 ;  der  Zeutiallinie  440;  einer . 
Platte  oder  Schale  569.  j 

D eh nuQgsBchwingnngea  von  Stäben  | 
6.  490,  49*— 605;  von  Platten  666,' 
626,  «64;  von  Schalen  618. 

Diagramme  von  Spannong  und  Ver- 
zerrung ISl;  von  Spannungsveitei- 
lungen  104,  37.1  1 

Dilatation  (knbiacbe)  89,  66,  66,  | 
70;  bezogen  auf  krummlinige  Ko- 
ordinaten 64;gleichf9rmige  68;  durch- 
Bchnittliche  207;  Formeln  für  die  266. 

Dilatationslinte  222. 

DiUtationBwellen  22,  S8!i.  1 

DilatatJonszentrum  221. 

Divergenz  66.  l 

Doppelkraft  220,  221,  282,  855. 

Drall  26,  361,  489. 

Diehung  46,  66,  gO;  bezogen  auf 
krummlinige  Koordinaten  64. 

Drehungakomponenten,  Formeln  für  i 
die  269 

Dreimomeutenaatz  26,  431. 

Drillunganioment  einea  Stabes  oder 
Balkens    26,    376,    446;    einer   Platte 


94.  101;  zwiiehen  zwei  aich  berühren- 
den Körpern  228—334 

Druckfignr,  Drnckft&che  23B. 

Durchbiegung  891. 

Dorchlaufende  Trager  37, 432-488. 

Durchschnittliche  Verzerrungen 
206. 

Dynamischer  Widerstand   32,   491 


Ebene,  Problem  der  19,  20,  273—280. 
Ebener  Spannnngszuatand  96,  161, 

241,  63S;   verallgemeinerter  163,  246, 

420,  642. 
Ebene  Verzerrung  54,  161,  242,  810, 

813  ;Tranaformation  derselben  254, 859. 
Eindeutigkeit  der  Lösung  der 
Gmndgleichungen    201,    206;    vgl.    36, 

470. 
Einfache   LOsungen,    erster    Typna 

319,    288;    zweiter    Typus     225,    289. 

Vgl.  Verzermngskeme, 
Eisen,  elastische  Konstanten  125;  ela- 
stisches   Verhalten,     186-188;    vgl. 

Elaatica  3,  30,  461. 

Elastische  Konatanten  16,  116,  131, 
134,  125,  1M2;  experimentelle  Bestim- 
mong  derselben  16,  27,  128,  170,  19S, 
6ti4. 

Elastische  Nachwirkung  138. 

Elastische  Stabilität,  siehe  Stabi- 
lität. 

Elastizität  109;  vollkommene  134 

Elastizitätsgrenzen  134,  136. 

Elastizitätsmoduln  126,  190. 

Elongation,Elongationsflftche77. 

Energie  eines  deformierten  KOrpera 
HO. 

Energieflufi  bei  schwingender  Be- 
wegung 210 

Erdbeben  868. 

Eidprobleme  130,  166,  300 — 810. 

Ermüdung,  elastische  142. 

Existenz  der  LSaung  der  ßrondglei* 
chungen  204. 

Experimentelle  Ergebnisse,  ihre 
mittelbare  Bedeutueg  fijr  die  Be- 
gründung der  Theorie  113. 

Extensometer  114,  136. 


;hwerk  28. 
lerung  184. 

tigkeitsmascbine  135. 
3i,  627.  Flammrohren  687. 

DrillungsBchwingungen  von  Stäben  .  FlieBgrenze  135. 
6.491.  ;  Flußspat,  elaatiacbe  Konstanten  193. 

ormänderunr,   bleibende  184;  dau- 
ernde 188;  vgl.  Verzerrung. 


illnngssteifigkeit  4,  SG;J.  447. 
uck  87;  einfacher  96;  gleichförmiger 


Digiti; 


cbv  Google 


gUi 


Galileia  Problem  '2. 
Geradlinig      begrenztea 

System  260. 
Oerenk  476, 

Oeschütae,  Konstruktion  der  ITI. 
Qeieitendeformation  308. 
OezeitenwiikBame  Steifigkeit  der 

Erde  808. 
OUe,  elastische  Konstant«!)  18,  1!S. 
Gleichgewicht  isotroper  fester  Körper  . 

1*7.  ! 

Gleichgewichtsgleichungen       99,1 

167,    SoOj    bezogen    aaf  krammlinige  { 

Koordinaten  l<i6. 
Gleichwertige  Strahlen  176. 
Glocke,  Schwingangen  einer  6,  6S1.      | 
Gradient  67.  ; 

Graphiecbe  Darstellung  von  Span- : 

n II Dgs Verteilungen   101,  3T2. 
Gravitation,    siehe    Kompression! 

und  Erdprobleme.  . 

Greensche  Funktionen  364. 
Greensche  Transformation  99. 
GrundgleichDDgen  der  Elastizität  8 

—18,    88,    09,  197;  vgl.    Gieichge-, 

wichtsgleicbungen.  i 

Gruppe  von  TransFonnatioDen  83. 
GnBeieen  129,  136,  IST,  ' 

Hftrte  20,  189. 

Halbkugelschale  633.  I 

Hamiltonschea  Prinzip  106. 
Hauptacbsen    der   Verzerrung   10, 
*4,  71. 

Hauptdehunngen  60,  71. 
HauptBchwingung  Bll. 
Hauptspannnngen  94, 
Hauptspaniiungsebenen  10,  94. 
Hertzscher  Oszillator  3&6. 
Hohlkngel,  siebe  Kugelschale. 
Hookeaches  Gesetz  3,   114. 
Hjdrodynamiache  Analogien  36t. 
Hyeteresis  140. 

Identische  Beziebungen  zwiseben  . 
den  Verzerrungskomponenten   21,   58. 

Inkompreasibler  K9rper,  Gleich- 
gewicht 3()0,  Schwingungen  826,  Ober- 
flächen wellen  868. 

Innere  Reibung  139.  i 

Integrationsmethoden  18,  20,  261  I 
—271,  283.  I 

Invarianten  der  Verzerrang  52,  71,, 
der  Spannung  117 

Inversion  ebener  Verzerrangszastilnde 
S6Ö;  im  Falle  der  Biegung  von  Platten 
663. 


'  Isostatische  Flächen  104,  108. 
I  Isotropie  120,  183, 

IKanonenkoDBtruktion  171. 

]  Eartograpliie  76. 

I  Kegelprobleme  240. 

'Kinetisohe  Analogie  29,459,460; 
Fall  der  Elastica  461;  PaU  des  zu 
einer  Schraubenlinie  gebogenen  Stabes 
471;  weitare  Filllo  478. 


Lippe 


>ch«it 


ngen  4H). 


liehe  Stabilität. 
Knickfestigkeit  46». 
Koupatibilitatsbedingungen    Sl, 

66, 

Kompression  121,  127,  168,  169,  194, 
207,  208;  durch  zwei  parallele  Ebenen 
307,  818. 

Kompressionslinie  222, 

KompresBionsmodul  16,   122,  126. 

Kompressionazentrum  S21,  3.)6. 

Konjugierte  Eigenacbaft  der  Nor-. 
malfanktioneu  213;  der  harmonischen 
Punktionen  263,  2»9. 

Konstitution  der  Körper  7,  18, 

Kontinuitatebedingangen  ftr 
dünne  Stäbe  29,  448. 

Kreisplatte,  rotierende  174;  durch 
Kräfte  in  ihrer  Ebene  beansprucht 
266;  durch  Eigengewicht  deformiert 
269;  im  Mittelpunkt  belastet  C46; 
gebogen  durch  gleichförmigen  ümck 
653—658;  gebogen  durch  linear  ver- 
änderlichen Druck  569;  symmetrisch 
belastet  561. 

Kreisring  nnter  normalem  Druck 
486;  in  seiner  Ebene  gebogen  614; 
aus  seiner  Ebene  herausgebogen  616; 
Schwingungen  617. 

Kreiszylinder.  gedrillter  161;  rotie- 
render 172;  ebene  Verzerrung  in 
einem  31T;  durch  beliebige  Kräfte 
beanaprachter313;dun'h  Eigengewicht 
gebogener  418,  653;  Schwingungen 
831  — 33S, 

Kristalle,  Symmetrie  der  ie4;  Klassi- 
fikation der  1M6;  Elastizität  der  17, 
188;  elastische  Konstanten  der  190, 
192;  F.Keumanns  Gesetz  fi'ir  17,  184; 
vgl.  Äolotroper  Körper. 

Krümmung  der  Zentrallinie  eines 
gebogenen  Balkens  168,  369,  414,  423; 
eines  dünnen  Stabes  441. 


und  E 
1  Platten  5.33. 


-cbv  Google 


662  Sachn 

63,   6Ö1 1    Spauuungigleichuiigen    be- 
zogen auf  106,  IST,  652;  Grandglei- 

cliDngen  bezogeo  auf  166,  197. 
Kugel,    Problem     der  '  19,    286—310; 

OoeitlächenverBcbiebungeD      gegeben 

2ST;  OberfiächenfipanuuDgeQ  gegeben 

!tH);    diiicli   Mas«enkraft  deformierte 

Engel  287;  Schwingungen  einer  Kugel 

320—330. 
Kugelfürmige  HChlung  li6,  S96. 
Kngelschale     unter     gleicbfQrmij^eiu 

Dnick  168,  194;  unter  beliebiger  Be-  |  Potentielle  Energie  der  Deformation 

anipruchung  2U6,  312;  Scbwingungei 


Uieirun^  ,  ... 

DrilluQg  631,  Ö12;  Reckung  und  Bie- 
gung 622—666;  SchwingDugen  654, 
äi6,  628,  664;  allgemeine  Theorie  604; 
SUbilität  686. 

EonBtante     16,     122, 


123. 


irtea 


cht  als  Mittel    snr 
Spannungen  106. 
I,    Auszug    ans   der 


r  sao. 

— ,  dünne,  dehnungsloae  Deformation 
647;  dehnnngsloae  Schwingungen  6&4. 
Kupfer,  elaaÜBche  Konstanten  126. 

Last  114;  wandernde  82,  606. 
Lokale  Störungen  20,  224. 
LongitudinalBchwingungen,  siebe 
DehnnngBBchwingungen. 

Magnetometer  146. 

MasBenkraft  87. 

Hazvells  SpanungBBjBtem  93,  102, 

160,  642, 
Messing,    elastische    Konstanten     16, 

126. 

Minimum    der    Energie,    lleorem 

vom  202. 
Mittelebene,      Mittelflftche    einer 

Platt«  beiiw.  Schale  88,  622,   667. 
Molebularhypotbesen  1,  140. 
MolekulartheoretiBche  Ableitung 

der  Grundgleichuugen   8,  11,  12, 

643. 


iPiopoitionalitätBgrenze  134. 
I  Pyrit,  elastische  Konstanten  193. 
IPjroelektriiität  176. 

Quarz,  elastiHche  Konstanten  193. 
'Quer-Isotropie  190. 
'Querschwingungen    von    Stäben    G. 

492;  TOD  Platten  664. 
'  Queryerkarznng  39;  Tgl.  193. 

Radiale  Verschiebung  167. 

Randbedingungen  119,  168,  197; 
fQr  dünne  Platten  38.  35,  626—633; 
i      fOr  Schalen  36,  618,  619. 

Bandlinie  einer  Platte  639;  einer 
Schale  667. 

Randpunkt,   Kraft  in  einem  249. 

RarikonstnntentheoTie  16,  IT. 

Rechteckige  Platte,  gebogen  durch 
Kräftepaare  165;  beansprucbt  durch 
Drillungsmomente  631,  G4ti;  unter  be- 
liebiger Belastung  66S;  StabilitU  636. 

Reekung  TOn    Platten   347- S60,  53« 


-640. 
Regel  (t< 


Sachfederung  138. 
Nachwirkung,  elastische  188. 
Neutrale  Linie,   neutrale  Ebene, 
neutrale  PUche  4,  168,  390,  418. 
Normale  Spannung,  rein,  94 
Normalfunktionen  6.  21,  212. 
Normalkoordinaten  21. 
NormaUchwingung  211. 
Null. Linie  4. 

Oberflächenspannung  87. 
Oberflächenwellen  3ö7— 369, 
Optik,    Bedeutung   in    der  Geschichte 
der  Elastizitiltstheorie  9,  13,  37. 


Sei 


egel  de«  mittleren  Dri 
elatiTTerfcbiebnug  44. 


1  Drittels  101. 


476. 


tätstheorem  von  Betti  205. 

Ring',  siehe  Ereisring. 
Rohr   unter  Druck    169,  194,  6.16;   ge- 
drillt 372;  gebogen  886,  386. 
Rotation,  siehe  Drehung. 
RotationaelastischeB  Medium  19». 
Rotationazeutium  221.  866. 
Rückstand  134;  dauernder  188. 

8  &u  I  e ,  gebogen  durch  Eigengewicht 
487;  Tgl.  Ständer. 

Saint-VenantscheBprinzip  36,  155, 
224. 

Saint-TenantscheB  Problem  83— 
26;  vgl.  Torsion,  Biegung, 

Schalen,  dünne,  lieschichtlicheB  6, 
35,  86:  dehnungslose  Deformation 
567— 6H5;  allgemeine  Theorie  586— 
63»;  Schwingungen  614— 6SS;  Stabi- 
lität 63ü. 


Digiti; 


cbv  Google 
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Scball wellen  IIB                                       i  6,  !8—S2;  Kinematik 439;  Gleichungen 

Scheitel    eines  Winkels,    Kraft   im  des  Gleich  gewichte  444;  Verzeirunge- 

261.  Euatand    448;    Näherungatheorie   447, 

Schiebangowellen  ii.  839.  461;    Gleich gewichtsprobleme    469— 

Schleudern  elastischer  Wellen  607.  48»;  Schwingungaprobleme  480 — 194; 

Schmiedeeisen,  elastische  Konatauten  '  dj^amieoher    Widerstand     104 — 607; 

186.  Schleudern  507. 

Schab   4,   6    Sä;   reiner  40;   einfacher  Stäbe,    von    Hause    ans    krumme, 

'  40,  »1.  NKherangstbeorie    466,    609;    Gleich- 

Schubkrafte  im  Stabe  446.  gewichtsprobleme  460,  486,  486,  613 

Schnbmodul,  siehs  Steifigkeit.  — &1T-,    Schwingungspiobleme    617  — 

Schubapannnng  95.  GSl. 

Schubverzei-rang  49,  63,  66.  Ständer  unter  vertikaler  Last  466, 

Schwingungen  festet  KOrper  21,  208  Stahl,  elutische  Konstanten  126;  ela- 

—314.  stisches  Verhalten  ISä,  IST. 

Seilkurve  434.  Steifigkeit,    16,    123,  ISS;    geieiten- 

Seiten    einer   Platte    166,    322;    einer'  wirksame  S 08. 

Schale  667.  Steinsalz,   elastische   Konstanten  193. 

SelbstspannuDg  129.  Stoß  31,  2S4-23T.  4'J4— 499,  ÖOS— 607. 

Semi-inverse  Methode  24.  Streckgrenze  136. 

Sicherheitskoeffizient  lU.  Struktursymmetrie  176, 

Spannung,         Spannungazustand,  Sylvin,  elaatiache  Konatanten  198. 

Geachichtlichea  10;  Fixierung  des  Be-  Symbolische   Bezeichnungen    846, 

griffe  »6.  87,  641;    Komponenten    lU,  «41. 

92;  rein  normale  Spannung  94;  gleich-; 

fSrroige    Spannung    100 ;    linear    ver- 
änderliche Spannung  101,  149;  ebener 

Spanunngaznatand   96,  161,  344,  636;  Tangentialspannung  92,  98. 

verallgemeinerter   ebener  Spannung«-  Tensor  6S. 

zustand  16S,  246,  420.  Ö42;  Auflösung  Terminologie  639. 

eines   Spannnngszustandea   in   gleich-  Thermodynamiache  Grundlegung 

förmigen  Ziig  und  Schuhspannnng  07.  der  ElastizUslehre  14,  112 

Spannungaellipsoid  ■J».  Thermo-elastiache     Gleichungen 

Spannungaflache  94.  128. 

Spannungsfunktionon  20,  103,  161,  Topas,  elastische  Konstanten  191. 

242-248,  3U-S17.  Toraion,   Geschichtliches   4.  28;   eines 

Spannungfigleichun^en      9ü,     102;  Stabes  von  kreisßrmigem  Querschnitt 

bezogen  auf  krummlinige  Koordinaten  isi;      isotroper     Prismen     360—878; 

106,   197,  662.  aolotroper    Priamen     378—878;     vgl. 

Spannungakegelachnitt  96.  Drall,  Drillungsmoment  usw. 

Spannungskomponenten  10.  92.  Toreion- Biegunga  -  Hauptachsen 

Spaunungshnieu,  Spannungstra-  uO,  466. 

jektonen  104.  Torsionsfestigkeit  367. 

Spannnngsmaß  92.  Torsionafunktion  383. 

Spannungaresultanten,           Span-  Torsionaproblom  361. 

nungamomente    einee    Stabes   446;  Tragheita&olotropie  S48. 

einer  Platte  34,  622;  einer  Schale  601.  Transformation  der Verzermngskom- 

Spannungarichtfläche  98.  ponenten   60;    der   Spannungskompo- 

Spiralfedern  SO,  476.  nenten  98;  ebener  Veraerrung  261, 369. 

Stabilität,  elaatiache,    Allgemeines  Typiache  BieRnngaverzerrung  B70. 

über  36,  117,  116,  470;  eines  belaste-  '^                     ^       ^                         " 

ten  Standers  1,  166;  derElaatica  471;  _ 

eines  gedrückten  und  gedriüten  Stabes  überanatrengnng  137. 

479;  einer  achmalen  Schiene  in  ihrer  Lmdrehungkörper  314. 

Ebene    481;    eines    Kreiaringea    unter  UnatetigkeitBflache,Beweguugeiner 

normalem  Druck  30,   186;  einer  durch  ^''*'  ^*1- 

ihr  Eigengewicht   deformierten  Säule 

4,  487;  einer  rechteckigen  Platte  836;  Variationsgleichung     der     ßewe- 

einer  Röhre  unter  Druck  638.  gung  196. 

Stäbe,  dSnne,  Geschichtliches  3,4,  6,  >  Verschiebung  42,  76; 


Digiti; 
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fi64  Beriahtignngen. 

gebeueu     Yerzerrang     eutsprecfaende  [      in   einem   unbetfranzten  Kreiäzylinder 

eO;  FormelQ  far  die  280.  S3S— SSS. 

TerachiebungBpotential  46,  i  Wellecfl&che  22,  346. 

TetBteifung    dnrch    Überanstrengung  '  Wiederholte  BeUstnog  lil, 

1S7.  Windung    der  ZentraUinie    4il,    166, 

VerzerruBg,    Geacbichtliühes    10;   bei'      610. 

kleiner     Verectiiebung    46 — 67 ;     bei 

endlicher  VerachJBbungee— 86;  bomo- lYonngscher  Modul  6,  122,  126. 

geue  4S,  76—85;  reine  46,  78;  Haupt-  , 

acbsen  der   10,  44,  Tl;   Komponenten    Zähigkeit  ISO. 

der   10,  47,  70;   Transformation    der .  Zeitliche  Wirkungen  138. 

eO;       iDTariantea       der       62,       Tl;  !  Zentrallinie  26,  168,  440. 

bezogen     auf    krummlinige     Koordi-    Zerreißfestigkeit  185. 

uaten  68, S61;  Zerlegung  in  Dilatation    Ziel   der   mathematiaohen  Elasti- 

und  kjchabverzerrungen  56;  Zerlegung.      zit&tBtheorie  UÜ, 

einer  homogenen  Verzerrung  in  reine    Zug  87;  einfacher  9s,  101. 

Terzerraug   und    Drehung  79;   ebene   Zugbeanspruchung  im  Stab  446. 

Verzerrung    54,    161,    242,    310,    313;  ,  Zugfestigkeit  18Ö. 

elastische    Verserrung    134;    Formeln    Zugspannung,  mittlere  KT. 

für  die  Verzerruug  280.  Zweidimeusionale    Probleme     '20, 

Verierrungsellipsoid    44,  78;    rezi-        342^260,  424. 

prokes  44,  Tl.  Zylinder    von    beliebigem    guer- 

Verzerrnngsenergie-Funktion  14, .      schnitt,   durch    einfachen   Zug   se- 

IVi,  116,   12D,  188.  dehnt    124;    durch  Eigengewicht    de- 

Verzerrungsfläcfae  49.  ;      formiert  149,  207;  unter  Flüssigkeits- 

Vorzerrunga-Hauptachaeu   10,   44,        druck   151;    bei  Voraussetzung   eines 

71.  Spannnngazuatandes,   der   eine  Funk- 

Verzerrungakerne  220,  287;  in  zwei  ■      tion    0.,  1.,  2.  Grades   der  Länge   iat 

Dimensionen  24T,  252.  I      4US  —  421 ;    bei    Yoraussetznog    eines 

Verzerrungskomponenten     10,    47,  |      Spannungszustandes,  der  eine  Fnnktion. 

70;    bezogen   auf  krummlinige   Koor- ;      0.,  1.  Grades   der  QuerschnittsabmeB- 

dinaten  68,  651.  :      anngen  iat  647. 

YerzweigungEgleichgewicht  470.   '  Zylindrische    Schale    unter    Druck 
I      169,  1-94. 

i  Zylindrische  Schale,   dilnne,   deh~ 
Wellen  in  isotropen  Medien  9,  IS,  22,  :      nungaloae Deformation 574; dehnnnga- 

839—345,     848—366;     in    äolotropen        lose    Schwingungen    588,   624;    allge- 

Medien  22,  345—348;  über  die  Ober-,     meine  Schwingungstheorie  620;  Deh- 

fl&cke  eines  festen  Körpers  867—359;  |     nungsschwiDgungeD  623. 


Berichtigungen. 

S,  16,  Z.  so  V.  0.  lies:  die  „Steifigkeit"  statt;  den  „Scbubmodut". 

S.  81,  Z.  10  u.  16  V.  o.  lies;  Stäbe  statt:  Balken. 

8.  66,  Z.  S  T.  u.  lies:  Vortei  statt:  Vortiei. 

S.  89,  Z.  7  V.  u.  lies:    CCi^Z,  —  cY,)dS^O  statt:    CC{iiZ.  — lY,), 

S.  145,  Z.  9  t.  o,  lies:  l^uadiatzoll^6,4614Scm'atatt:  iQnadratzoll  6,45148  = 

S.  170,  Z    5  V.  n.  liea:  p.  167  statt:  S.  139. 

S.  172,  Z.  14  T.  n.  lies:  Gleichung  {Wi)  atatt:  Gleichung  (32), 
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Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 

Abrahftin,  Dr.M.,  Ftivatdozent  au  der Univenität  GOttingen,  Theoiie  der  Elektri- 
zität. I.  Band:  Einfflhning  in  die  MMweUeche  Theorie  der  Elektrizität.  Mit 
einem  eiuleiteudeo  AbBchniÜe  über  dos  Eechnen  mit  YektoigrOBen  in  der  Physik. 
Ton  Dr.  A.  Füppl.  Zweite,  nrngearbeitet«  Auflage  von  Dr,  M.  Abubam.  Mit 
11  Figuren  im  Teit.  [XVm  u.  448  S.l  gr.  B.  1B04.  In  Leinwandgeb.n.  jK  12,— , 
II.Band:  ElektromagnetiBcheTheoriederStrfthlnng,  VonDr.M.ABuiHm. 
pC  u.  404  3.]     gr.  8.     1906.     In  Leinwand  geb.  n.  JL  10.— 

B&oher,  Maxime,  Profeiaor  an  der  Harraid-Universität  in  Cambridge,  MasB.,  Y.  St.  A., 
über  die  Beihenentwickelnngen  der  Potentialtheocie.  Mit  einem 
Torwort  von  Fbux  Klein.  Mit  118  Figuren  im  Text.  [Till  «.  258  S.]  gr.  8. 
1894.    geh.  n.  Ji.  8.— 

BiTtm,  Q.  H.,  ProfesBor am  Univeraity  College  in  Bangor  (Wales),  Theimodyuamici, 
in  engliechet  Sprache,     [ca.   146  8.]     gr.  8.     (ErBcbeint  im  Herbst  1906.) 

Buoherer,  Dr.  A>  H.,  Priratdozent  an  der  DnivenitB,t  Bonn,  matbematiBctie 
Eiut'flhrang  in  die  Elektionentheorie.  Mit  14  Figuren  im  Text.  [IT  u. 
148  8.]     gr.  8.     1904.     In  Leinwand  geb.  n.  JL  S.20. 

— -  Elemente  der  Vektoranalyaia.    Mit  Beispielen  ans  der  theoretiacban 

Phjaik.   S.Auflage.    [THI  u.  103  3,]   gr.  8,    190Ö.   In  Leinwand  geb.  n.  ^  3.40. 

Burkbardt,  Dr.  H.,  Profeaeor  an  der  Universität  ZQrich,  Entwicklungen  naoh 
oazillierenden  Funktionen.  Bericiit,  erstattet  der  Deute  eben  Matnematiker- 
Tereinigung.  A,  n,  d.  T.:  Jahreebericht  der  Deutschen  Mathematiker-Ver- 
einigung. X.  Band.  II.  Heft.  I.— 4,  Liefemng.  [1072  S.]  gi.  8.  1901—1904. 
geh.  n.  .¥.  86.60.  —  6.  Lieferang.  [S.  1073—1892.]  geh. 
[$<ihIiiA-Llerenmg  odUt  der  Prsue.] 

Crans,  Dr.  C,  Profeaaor  an  der  militärtechniachen  Akademie  zu  Charlottenbn», 
Kompendium  der  theoretischen  änfieren  Ballistik,  zum  Gebraneb 
von  Lehrern  der  Mechanik  und  Phyaik  an  Hochachulen,  ron  Artillerieoffizieren, 
lustruktoren  an  militärinchKi  Bildungaanstalten,  Hitf^liedem  von  Artillerie-  u. 
Qewehr-PrüfnngakommiBaiouen,  Gewehrtecbnikem.  Mit  110  Teitfignren.  [XD  n. 
611  S.j  gr.  8.  1896.  geh.  u.  M.  SO.— 
Ürnden,  Dr.  R-,  Privatdozent  an  der  Kgl.  Technischen  Eochachule  zu  München, 
Gaakugeln.  Anwendungen  der  mechanischen  Wärmetheorie  auf  koamologiacbe 
und  meteorologische  Probleme.  Mit  zahlreichen  Textfiguren,  gr.  8.  IDOS. 
(Unter  der  Prease,] 
Fiaoher,  Dr.  Otto,  Professor  an  der  Universität  Leipzig,  theoretiache  Grundlagen 
für  eine  Mechanik  der  lebenden  Körper  mit  speziellen  Äuwendnngen  auf 
den  Menschen  sowie  auf  einige  Bewegungs vorginge  an  Maschinen.  In  möglichat 
elementarer  und  anechaulicher  Weise  dargestellt  Mit  67  in  den  Text  gedruckten 
Figuren  und  4  Tafeln.  [X  u.  872  S.]  gr,  8.  1906,  In  Leinwand  geb.  n.  Jl^  14.— 
FOppli  Dr.  Aug.,  Professor  an  der  Kgl.  Technischen  Hochschule  zu  München, 
Vorlesungen  dber  techniache  Mechanik.  In  4  Bänden,  gr.  8.  In  Lein- 
wand geb.  u.  JL  42. — 

I.  Band.     Einführung  in  die  Mechanik.     8.  Auflage.    Mit  186  Figuren  im 

Text.    [XTI  u.  428  S,]    1906.    geb.  n,  JL  lü.— 

II.  —        Graphische  Statik.    2.  Auflage.    Mit  176  Figuren  im  Text.    [XU 

n.  471  3.)    1903.    geb.  n.  Jt  10.— 
III     —        Featigkeitslehre.    S.Auflage.     Mit  83  Figuren  im  Text.    [XTI 

u.  434  S.]    1906.    geb.  n.  JL  10.— 
IV.    —        Dynamik.    2.  Auflage.    Mit  69  Figuren  im  Text.     [XT  u.  606  S.] 

1901.    geb.  n.  .«  12.- 

—  die  Geometrie  der  Wirbelfelder,    In  Anlehnung  an  da«  Bnch  dea 

Terlasaers  über  die  Maiwellsche   Theorie    der   Elektrizität   und   zu    dessen   Er- 
gänzung.  [Xu.  108S.J    gr.  8.    1HU7.  geb.  n..«  3.60,  in  Leinwand  geb.  n..«:  4.40. 
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ISihrm&im,    Dr.  A-,   Professor  &&  dei  Egl.  Techaischen   Hochschule    za   Dreaden. 
Aufgaben  aus  der  analytischen  Mechanik.    Ohnugsbuch  und  Litoratur- 
nachweia  für  Studierende  der  Mathematik,  PbTsik,  Technik  UBw.  In!  Teilen,  gr.  8. 
I.  Teil:    Aufgaben  aus  der  analytischen  Statik  fester  EOrpei.     Mit  M 
in  den  Text  gedruckten  Figuren.  8.,  verbesserte  und  TOtinehrte  Auflage. 
[Xn  n.  206  S.j    190i.    In  Leinwand  geb.  D-  Uü  3.60. 
n.    —      Anfgaben  aus  der  analytischen  Dynamik  fester  EOrper     S., 
Terbesserte  und  Termehrte  Auflage,    fvl  n.  222  B.]     1682.    In  Lein- 
wand geb.  n.  J(.  I.SO. 
Oatu,  Dr.  Biohard,  PriTatdoz«nt  an  dei  Universit&t  TQbingen,  EinfOhrung  in  die 
TektoranalyBis.     Mit  Anwendungen   auf  die    maUieinatiBche   Physik.     Hit 
31  Figuren  im  Test.    pC  u.  98  8.]  gt.  8.   190&.    In  Leinwand  geb.  n.  JC  8. 80. 
Q-leielieii,  Dr.  A-,  Prifatdoient  an   der  Kgl.  Technischen   Hochschule    zu    Berlin, 
Lehrbuch  der  geometrischen  Optik.    Mit  261  Figuren  im  Text.    [XIV  n. 
611  S.]    gr.  8.     l'JOS.    In  Leinwand  geh,  n.  Jl^  20.— 
Heim,  Dr.  K.,  Profeewr  an  der  GroSh.  Technischen  Hochschule  zu  Karlsrulie,    die 
kinetischen  Probleme  der  wissenschaftlichen  Technik.   Mit  18  Figuren 
im  Text.     [VI  u.  1S8  S.]    gr.  8.    1900.    geh.  n.  „«  4.— 
HolamtUler,  Professor  Dr.  aast&v,  die  Ingenieur- Mathematik  in  elementarer 
Behandlung.     2  Taue.     gr.  8. 

I.  Teil,  enthaltend  die  statischen  Momente  und  Schwerpnnktslagen,  die  Tr&g- 
heits-  und  ZentriüiKalmoment«  fOr   die  wichtigsten  Queiechnittaformen 
und  KCrper  der  technischen  Mechanik   in  rechnender  und  graphischer 
Behandlung  unter  Berücksichtigung   der  Methoden   von   Nint».   Moas, 
Ci^LUAHN,  LIhd  und  Bevk.     Mit   287   Figuren  und   zahlreichen   Übungs- 
aufgaben.    [XI  u.  3i0  S.]     1897.     In  Leinwand  geb.  n.  JC  b.— 
n.    —     enthaltend  das  Potential  und  seine  Anwendung  auf  die  Theorie  der 
Gravitation,    des  Hagnetismus,   der  Elektrisität,    der  Wärme  nnd  der 
Hydrodynamik.     Mit  237  Figuren,    zahlreichen  Übungabeispielen  und 
einem  Anhange  Aber  Maßeinheiten.     [XVH  n.  410  S.]     1898.     In  Lein- 
wand geb.  n.  JL  G,— 
Jahnke,   Dr.  K^  Professor  an   der  Kgl.  Bergakadunia   eu  Berlin,   Vorlesungen 
aber  die  Vektorenrechnang.     Hit  Anwendungen   auf  Geomebie,  Mechanik 
und  mathematische  Physik.     Hit  32  Figuren  im  Teit.     [XH  u.  236  S.]    gr.  B. 
1906.    In  Leinwand  geb.  n.  Jt  6.60. 
Jftmuobke,   Hftlu,    Direktor  der  Staata-Oberrealschule  zu  Teschen,    das  Prinzip 
der  Erhaltung  der  Energie  nnd  seine  Anwendung  in  der  Na  tuet  ehre. 
Ein  HiUebnch  für  den  höheren   Unterricht.    Mit  96  ^gnien  im  Text.     [X  n. 
466  S.]    gr.  8.    1897.    In  Leinwand  geb.  n.  JC  12.— 
Elrohfaoff)  Dr.  OontaT,    weüand  Professor  der  Physik  an  der  Universität  Berlin, 
Vorlesungen  über  mathematische  Physik.  4  BBnde.  Mit  Figuren  im  Text. 
gr.  8.     geh.  n.  JC  39.—,  in  Leinwand  geb.  n.  JC  47.— 
Einxeln; 
I.  Band.    Mechanik.    4.  Auflage,  von  Dr.  W.  Wien.  Professor  an  der  Univer- 
sität Würzburg.    [X  u.  4«4  S.]    189T.    geh.  n.  JC  13.—,  in  Leinwand 
geb.   n.  JC  16.— 
n.     —        Optik.    Heransgegeben   von   Dr.  Kdbt   Hbmbbl,    Professor   an   der 
Universität  Marburg.     Hit  dem  Bildnis  Kirchhoffs.     [Vm  u.  272  3.] 
1891.     geh.  n.  .«  10.  —  ,   in   Leinwand  geb.  n.  Jt  12.— 
HI.    —        Theorie    der  Elektrizität  nnd  des   Magnetismus.    Herana- 
gegeben  von   Dr.  Max   Plahce,   Professor  an  der  UniversitlLt  Berlin. 
[X  u.  238  S.]     1891.    geh.  n.  JC  8.  —  ,  in  Leinwand  geb.  n,  JC  10.— 
rV.     —         Theorie  der  Wärme.     Herausgegeben  von  Dr.  Max  Plakck,    Pro- 
fessor an  der  Universität  Berlin.   [Xu.  210  B.]   1894.   geh.  n.  JC  8.—, 
in  Leinwand  geb.  n.  M  10. — 


-cbv  Google 


nd  Dr.  A.  Sommerfeld,  Pio~ 

edeiKreiaeli.  4  Teile,  gr.e. 

I.  Teil.    0ie   kineinati sehen    und   kinetischen  Qrundlagen   der  Theorie      [IV 

u.  196  S.]    lesT.    geh.  n.  ^  6,60,  in  Leiaw&ud  geb.  a.  JC  6.60. 
II.    -^      Dnrchfahmn^   der  Theorie  im   Falle    de«    schweren  •ymmetri sehen 
Ereisöli.    [IV  a.  S1&  S.]    1808.    geh.  n.  M  10.-,   in  Leinwand  geb. 
n.  JC  11.— 
m.    —      Die  stCrenden  Einflflsee.    Aitronomische  und  geophysikaÜBche    An- 
wendungen.   [IV  u.  347  S.j    1D08.    geh.  a.  JC  i.—,  in  Leinwand  geb. 
n.  JC  10.— 
IV.    —     [In  Vorbereitung,] 

Eoenlfsberger,  Dr.  Iieo,  Professor  an  der  UniTetsitU  Heidelberg,  Hermann  von 
Helmholtzs  UnterauchungeD  über  die  Qrnndtagen  der  Mathematik 
und  Mechanik,  Mit  einem  Bildnis  Hermann  von  Helmholtzs  nach  einer  Ol- 
skizze  von  Fbamz  von  Lesbacd  vom  30.  April  1894.  [V  u.  68  S.]  gt.  8.  1806. 
geh.  n.  .«  2.40. 

- — ■ die  Prinzipien  der  Mechanik.    Mathematische  Untersnchtingen.    [XU 

n.  228  S.J     gr.  8.     ISOl.     In  Leinn-and  geb.  n.  Jt  9.— 

Iiamb,  H.,  Professor  an  der  Universität  Manchester,  Lehrbuch  der  Hydro- 
dynamik. Dentsche  autorisierte  Ausgabe  unter  Mitwirkunf»  des  Verfassers  be- 
eoigt  von  Dr.  Job.  Friedel  in  Charlottenbnrg.  Mit  zahlreichen  Figuren  im 
Test.     [cB.  700  S.  in  2  Teilen.]     gr.  8.    [t.u  i  «rmchfrini  im  H*rb»  i£«a.: 

IiOibiÜB,  Q.  Vr.j  nachgelassene  Schriften  physikaliscbeu,  mechanischen 
nnd  technischen  Inhalts.  Heranigegeben  und  mit  erläuternden  Anmerkungen 
Tenehen  von  Dr.  E.  Gbbuhd,  Professor  an  der  Kgl.  Bergakademie  in  Klausthal. 
Mit  SOO  Fiiniren  im  Text.  A.  u.  d,  T.;  Abhandlungen  zur  Qeschichte  der  mathe- 
matischen Wissenschaften  mit  Einschluß  ihrer  Anwendungen.  XXI.  Heft,  [VI 
n.  SGB  3.]     gr.  8.     ISUG.     geb.  a.  JC  10.- 

LoranB,  Dr.  H.,  Professor  an  der  Universität  GOttingen,  Dynamik  der  Kurbel- 
getriebe mit  besonderer  Berflcksicbtignng  der  Scnifismascbinen.  Mit  66  Figuren 
im  Text.    [V  u.  156  S.]    gr.  8.    1801.   geh,  n-Ji6.— 

Ueohanik,  herausgegeben  von  F.  Klsix  und  C.  H.  Müller,  i  Teile.  A.  u.  d.  T.: 
Encjklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften.    IV.  Band, 

Oetonfeld,  Dr.  A..  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Kopenhagen, 
technische  Statik,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Tragkonstruktioneu. 
Deutsche  Ausgabe  von  D.  Skouoe.  [VIII  n.  467  S.]  gr.  8.  1903.  In  Leinwanil 
geb.  n.  JC  lt.— 

Ferrjr,  Dr.  John,  F,  R.  S.,  Professor  der  Mechanik  und  Mathematik  am  fioyal  College 
of  Science  m  London,  Drehkreisel.  Dentscbe  Ausgabe,  besorgt  von  Auoust 
WiLiKL,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Brunn.  Mit  68  Ahbildongen 
im  Text  und  1  Titelbild.    [Vd  n.  136  S  ]    8.    1904.    In  Leinwand  geb.  n.  ^  2 .  80. 

-  -  -  angewandte  Mechanik.  Denteche  Ausgabe  von  Ingenieui  S.  Scbick 
in  Cöln.    gr.  8.    [In  Vorbereitong,] 

Phrsik,  heianigegeben  von  A.  SoMioRrELD.  2  Teile.  A.  a  d.  T.:  Encyklopädie  der 
mathematischen  Wissenschaften.     V.  Band. 

PlAncsk,  Dr.  Max,  Professor  an  der  Universit&t  Berlin,  das  Prinzip  der  Erhaltung 
der  E n erg i e.  Von  der  philosophüchen  Fakultät  GCttingen  preisgekrönt. 
[Xm  u,  247  S.]    gr.  8.     1887.    geh.  n.  .«  6.— 

Fookela,  Dr.  F^  Professor  an  der  UnivetaiUtt  Heidelberg,  Lehrbuch  der  KristaJl- 
optik.  Mit  168  Figuren  im  Text  und  6  Doppeltafeln.  [X  u.  619  S,]  gr.  8. 
1906.     In  Leinwand  geb.  n.  JC  16.— 

Rauaenberger,  Dr.  Otto,  Professor  an  der  Musterschnle  zu  Frankfurt  a,  M.,  Lehr- 
bach der  analytischen  Mechanik.  Mit  Figuren  im  Text.  2.,  wohlfeile 
Ausgabe.  S  Bände  in  einem  Bande.  I.  Band.  Mechanik  der  materiellen 
Punkte.  fVm  n.  318  6.J  IL  Band,  Mechanik  der  zusammenhängenden 
KOrper.  [Vln.SSSS.]  gr.6.  189B.  geh. n.  .tt  8.—,  in  Leinwand  geb,  n.  ^  9.20. 
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